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1 Historische Einfiihrung

e Die Mechanik nimmt ihren Anfang mit Aristoteles (384 - 322 v. Chr.).
e Die erste Entwicklung der Mechanik erfolgte aufgrund und in Ubereinstimmung mit
der Alltagserfahrung; die wesentlichen Aussagen des Aristoteles waren:
(1) Zur Aufrechterhaltung einer Bewegung wird eine Kraft benotigt.
(2) Die Geschwindigkeit ist proportional zur Kraft.
(3) Bewegung ist ein Prozess (kein Zustand)

Diese Feststellungen sind zwar anschaulich bzw. der Alltagserfahrung gemaéfs ,plausibel”,
aber falsch und eignen sich nicht als Axiome oder Grundgesetze der Mechanik.

Bemerkung: Schon Aristoteles schloss, dass es im Vakuum keinen Grund fiir die Anderung
der Bewegung eines Korpers gibt: ,, ... entweder stdndige Ruhe oder aber ... un-
endlich fortgehende Bewegung®. Er betrachtete das aber als absurd und glaubte
so die Unmoglichkeit des Vakuums begriinden zu kénnen - nicht ahnend, dass
er das erste Newtonsche Axiom (s.u.) fast 2000 Jahre vor diesem formuliert
hatte!

Die , Frithgeschichte” der Mechanik lédsst sich fortsetzen mit:

(1) Archimedes (3. Jhdt. v. Chr.), Syrakus (Sizilien)

altestes noch ungeédndert gel-

— Statik, Hebelgesetze, archimedisches Prinzip = { tendes physikalisches Gesetz

(2) Hipparch (2. Jhdt. v. Chr.), Rhodos (Agiisinsel)

— astronomische Beobachtungen, Helligkeitsskala

(3) Ptolemius (2. Jhdt. n. Chr.), Alexandria (Agypten)
— Beschreibung des Weltsystems im ,, Almagest*

(4) Heron (2. Jhdt. n. Chr.), Alexandria (Agypten)

— ,einfache Maschinen: Hebel, Schraube, Flaschenzug

(5) Pappus (3./4. Jhdt.), Alexandria (Agypten)
— schiefe Ebene: Bewegung, Gleichgewicht

(6) Johannes Philoponus (6./7. Jhdt.), Byzanz (Tiirkei)

— Zweifel an Aristotelischer Mechanik (am Bsp. des freien Falls)
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(7) Jordamus Nemorarius (13. Jhdt.), (Deutschland)

— erste Ansitze zum Energieerhaltungssatz
HIst irgendeine Wirkung fahig eine Last um eine gegebene Strecke zu heben, dann
kann sie die n-fache Last auf die 1/n-fache Hohe heben.” (sinngeméfes Zitat)

Bemerkung:  Erster selbststéandiger Schritt der europédischen Wissenschaft nach der Antike
und nach den von den Arabern verfeinerten Erkenntnissen

(8) Nikolaus Kopernikus (1473 - 1543), Frauenburg (Polen)
— heliozentrisches Weltbild

(9) Simon Stevin (1548 - 1620), Leiden (Niederlande)

— Einfithrung des Krifteparallelogramms

(10) Johannes Kepler (1571 - 1630), Graz/Linz (Osterreich) und Prag (Tschechoslowakei)

— Gesetze der Planetenbewegung

(11) Galileo Galilei (1564 - 1642), Florenz (Italien)
— Fallgesetze

(12) Christian Huygens (1629 - 1695), Den Haag (Niederlande)
— Tragheitsprinzip, Relativitatsprinzip, Zykloidenpendel

(13) Isaac Newton (1643 - 1727), Cambridge (England)

— Axiome der modernen Mechanik

— Gravitationsgesetz

Beginn der ,,modernen‘ Mechanik mit Isaac Newton bzw. der Veroffentlichung seiner ,Prin-
cipia“ (1687), in der die Grundgesetze der Mechanik als Axiome formuliert sind:

(1) Jeder Korper verharrt in einem Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen
Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krafte gezwungen wird, seinen Bewegungs-
zustand zu dndern.

(2) Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegten Kraft proportional und
geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

(3) Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich;
oder: die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetz-
ter Richtung.

Bemerkung:  Teile der ,Principia“ online: http://members.tripod.com /~gravitee/



| Klassische Mechanikl

- i Thermo-
@@ dynamik

‘ Hydrostatik‘ ‘ Hydrodynami#

V i

chaotische Relativitats—+
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Feldtheorie
(z.B. QED)

N Quanten
mechanik

Abbildung 1.1: Der Aufbau der Theoretischen Physik

Bemerkung:  Zitat aus Leonardo da Vinci’s (1452-1519) Tagebuch: ,Die Mechanik ist das
Prinzip der mathematischen Wissenschaften, weil man mit ihr zur Frucht des

mathematischen Wissens gelangt.*
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2 Newton’sche Mechanik

2.1 Moderne Formulierung der Newton’schen Axiome

Die Theorie der Mechanik beruht auf den drei Newton’schen Axiomen und einem Zusatz (Ko-
rollar). In moderner Formulierung lauten diese Grundgesetze:

Axiom 1 (= lex prima = Galilei’sches Tragheitsgesetz)
Es gibt Bezugs- oder Koordinatensysteme, in denen ein kréftefreie Kérper (Mas-
senpunkt) im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung ver-
harrt.

Axiom 2 (= lex secunda = Bewegungsgesetz)
Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional
und geschieht in Richtung der Kraft:
- dp  d L dv
wenn

m # m(t)

= mv = ma

Axiom 3 (= lex tertia = Reaktionsprinzip)
Sei Fiy (Fhy) die Kraft des Korpers 1 (2) auf den Kérper 2 (1), dann gilt:

Fig = —Fy

Korollar (= lex quarta = Superpositionsprinzip)
Wirken auf einen Korper (Massenpunkt) mehrere Krafte Fy, Fy, ..., Fiy, so addieren
sich diese vektoriell zu einer resultierenden Kraft F' gemaf:

N
ﬁ:ﬁ1+ﬁ2++ﬁN:ZE
i=1
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Zum vollen Verstédndnis dieser Axiome sind folgende Definitionen erforderlich:

(1) Kraft bzw. Kraftvektor F = diejenige ,Anstrengung®, die erforderlich ist,

(2) Masse m

den Bewegungszustand oder die Gestalt eines
Korpers zu dndern

IR

skalare Materialeigenschaft eines Korpers,
die seinen Tragheitswiderstand gegeniiber
Bewegungsénderungen bestimmt

(3) Massenpunkt (MP) = physikalischer Koérper der Masse m mit

(4) kraftefreier MP

(5) Geschwindigkeit bzw.

allseitig vernachléssigbarer Ausdehnung

IR

ein MP, der keiner dufseren Einwirkung
unterliegt

I

zeitliche Anderung des Ortsvektors 7(t)

Geschwindigkeitsvektor ¢ eines Korpers:
_oodr
v=—=7
dt
(6) Beschleunigung bzw. = geitliche Anderung des Geschwindigkeits-
Beschleunigungsvektor a vektors eines Korpers:
Lodv -, - d*F
Q= —=79VD=7Tr = —
dt dt?
(7)  (linearer) Impuls bzw. = Produkt aus Masse und Geschwindigkeits-
Impulsvektor p vektor eines Korpers:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

p=miv=mrw

Die Giiltigkeit der Newton-Axiome erfordert die Existenz einer absoluten Zeit
und eines absoluten Raumes (beide existieren aber geméf der Relativitits-
theorie (s.u.) nicht!)

F=ma ist die dynamische Grundgleichung der Newton’schen Mechanik
und setzt m # m(t) voraus (Allgemein: m = m(t) fir viele Anwendungen wie
z.B. Auto, Rakete oder Relativitédtstheorie)

Axiom I ist ein Spezialfall von Axiom II, denn es gilt:

= dv
F=0 = ma=0 = &’:d—::O = U = const.

Das Korollar beschreibt das Kréifteparallelogramm. In Newtons Worten: , Ein
Korper, auf den zwei Krifte gleichzeitig wirken, bewegt sich entlang der Diago-
nalen eines Parallelogramms in derselben Zeit, in der er sich entlang der Seiten
des Parallelogramms unter Einwirkung jeweils nur einer der beiden Kréften
bewegen wiirde.“
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Also:

Bewegungs
richtung

Abbildung 2.1: Kréfteparallelogramm

2.2 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Definition: Gelten in einem Bezugs- oder Koordinaten-System die Newton’schen Axiome,
dann bezeichnet man dieses als Inertialsystem.

Bemerkung: Nicht alle Bezugssysteme sind Inertialsysteme (z.B. rotierende Systeme).

Damit ist die Frage nach der Gesamtheit aller Inertialsysteme sinnvoll: Seien X, ¥/ zwei
Bezugssysteme mit ¥ = %/ bei ¢t = 0. Mit den Annahmen ¢ = ¢’ (absolute Zeit) und m = m/
(absolute Masse) gilt F'=m 7 = m7’ = F’. Weiter ergibt sich:

A
= r=r

)
=y
|
=3
Il
o
—
A
~

= F—7' = ¥ = const |/...dt

= F—7' = Ut+ A

e 7 = F-Tt-AR

= ’F’ =7 —Ut : t = t‘ Galilei-Transformation

Sie ist die allgemeinste Transformation, die in der Newtonschen Mechanik von einem Inertial-
system Y in ein anderes Inertialsystem Y’ tiberfiihrt. Es gilt also: Wenn X ein Inertialsystem

ist, dann ist ¥’ genau dann ebenfalls ein Inertialsystem, wenn 7/ = 7 — ¢t gilt.
Bemerkung: Es gibt unendlich viele Inertialsysteme.
Bemerkung;: Prinzipiell ist bei der Galilei-Transformation auch eine Drehung um einen zeit-

unabhéngigen Winkel méglich (siehe z.B. Fliefsbach: Mechanik), d.h. die Ach-

sen zweier Inertialsysteme miissen nicht paarweise orthogonal sein.
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2.3 Wechselwirkungen und Krafte

... sollten begrifflich unterschieden werden, da Folgendes gilt:

2.3.1 Wechselwirkungen

Die scheinbar zahlreichen in der Natur beobachtbaren Wechselwirkungen lassen sich auf vier
fundamentale Wechselwirkungen zuriickfiihren:

1) Gravitative Wechselwirkung

(1)
(2) Elektromagnetische Wechselwirkung
(3) Schwache Wechselwirkung

(4) Starke Wechselwirkung

Es besteht die begriindete Hoffnung, diese fundamentalen Wechselwirkungen auf eine Wech-
selwirkung zurtickzufiihren.

2.3.2 Krafte

(A) Die den zwei ,makroskopischen® (Alltagserfahrung!) fundamentalen Wechselwirkungen
zugeordneten Kréfte:

mima
Er

Gravitationskraft (Newton): F = —G 5
”

3
(mit der Gravitationskonstante G' = 6,672 - 10~ -

kgs2)

L1
Coulomb-Kraft (Coulomb): F = NP2 g
dmeg 12

(mit der Dielektrizitdtskonstante [des Vakuums| eg = 8,8542 - 10~

Lorentz-Kraft (Lorentz): F = q(E + 7 x B)
(wobei ¢ die Geschwindigkeit der Ladung g bezeichnet)

12&)
Vm

Bemerkung:  Fiir Bewegungen nahe der Erdoberfliche gilt fiir die Gravitationskraft:

GMp | GMg

Fl=F =
£ "Re+n2" "R

m
=mg; grI8lgG

G
Messung von g = 2 E erlaubt die Bestimmung der Erdmasse!
E

(B) Beispiele fiir weitere Kréfte:

Reibung zwischen Festkorpern:
Haftreibung:  |F| = ps|N]| (statische Reibungskraft)
Gleitreibung:  |F| = g | N| (kinematische Reibungskraft)

mit N als die die reibenden Flichen zusammenhaltende Normalkraft. s und pg sind
Materialkonstanten.
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Reibung in Gasen oder Fliissigkeiten:

Es gilt: F = —u(v)@ mit v = |¥] und
pu(v) = const. =  Stokes’sche Reibung
wv) = alv] =av = Newton’sche Reibung
Bemerkung: Reibungskrifte sind bis heute nicht vollstindig verstanden, d. h. die Ansétze

zu ihrer Beschreibung sind oft empirisch.

lineare Riickstellkraft:
In vielen physikalischen Systemen (z.B. Feder, Bogensehne) erfiahrt ein Korper bei einer
Auslenkung A7 aus seiner Gleichgewichtslage (7= 0) eine Kraft (Hooke’sches Gesetz):

F= kA7 ; k=-const. >0

Bemerkung: Wegen der dann oft resultierenden harmonischen Schwingung wird ein so be-
schriebenes System harmonischer Oszillator genannt. Dieser ist wichtig we-
gen

e seiner mathematisch strengen Behandelbarkeit

e seiner Funktion als gute Approximation fiir viele Situationen (z.B. kleine
Storungen )

e seines entsprechend haufigen Auftretens in der Mechanik, Elektrodynamik
und Quantenmechanik

2.4 Einfache Anwendung der Newton’schen Mechanik

2.4.1 Senkrechter Wurf im Erdschwerefeld

Ein Stein der Masse m werde mit der Anfangsgeschwindigkeit vg > 0 aus einer Hohe hg > 0
iiber dem Boden senkrecht nach oben geworfen. Wie lautet die Bahnkurve h(¢) und wann
schliagt der Stein mit welcher Geschwindigkeit auf den Boden auf?

Unter Vernachléssigung der Luftreibung gilt:

Dynamische Grundgleichung

Betrachtung nur der
z-Koordinate:
r=nhe.

mir = F & mh= —mg & h = —g Bewegungsgleichung

= h = —gt+uvg = h(t)=—1 gt + vt + hg Bahnkurve
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Aufschlagzeitpunkt:
! 1,
h(t) =0 = —igt +vot+ho=0
2 2h
o - () - () _o
9 )
v v3  2h
=  lig= 2y % + 22
g g Y
2 2h
= L Aufschlag = % + v—g + 20 Aufschlagzeitpunkt
| g g g
t>0

Aufschlaggeschwindigkeit:

VAufschlag = h(tA) = —gta+g

= —yy— \/vg +2ghg+vy = —14/ v% + 2 ghg Aufschlaggeschwindigkeit

2.4.2 Fallender Regentropfen

Ein Regentropfen der Masse m 16se sich zum Zeitpunkt tg in der Héhe hg > 0 mit der Fallge-
schwindigkeit vy < 0 aus (s)einer Wolke. Auf den Tropfen wirke eine Newton‘sche Reibungs-
kraft Fp = —a|5] 7 ; a = const > 0. Zu bestimmen sind die Funktionen h(t), v(t) = h(t), die
asymptotische Fallgeschwindigkeit v, sowie die typische Zeitdauer bis letztere erreicht ist.

Dynamische Grundgleichung:

m'f'L:fmg+ozv

i3

mir=F & mrf=mgj—a |7 Bewegungsgleichung

Asymptotische Fallgeschwindigkeit:

v = const & h=const = h=0 < —mg+avi=0

m
= Voo = — 9 (< 0, da ¥ nach unten gerichtet ist!)
e
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Geschwindigkeitsverlauf:

. m m dv
mh=—m av? & —o=0v>—2 & — — =? =2
9+ «a & a dt &
t
1 dv o
:> ﬁizf /...dt
vi—vi dt  m

v(t)

to
dv’ / " 1 1 1
v e e
= —_— = — dt/ = — d /:7 t*t
/U’Z—vgo m/ /22100 <v’—voo U’—I—UOO> Y m( 0)
0 Vo

Vo

& {<ln|v—voo|—ln \v+voo>—(ln]vo—voo|—ln]vo+voo|)}:a(t—to)
2 Voo m
1 _
& 1n{(—“°° “) (—UO+U°°>}:a(t—to)
2 Voo U+ Voo Voo — V0 m
1 _
=3 ln{A<v vm)}:a(t—to)§ A::M<O
2 Vo V ~+ Voo m V0 — Voo
1 2
& v voo—AeXp{ avoo(t—to)}(v—i-voo)
1 1
& vl l—=exp{...} |=voo| 1+~ exp{...} - (Vo + Voo)
A A
(vt vee) F (00— Vo) exp{...}  wo(l4exp{...})+voe(l—exp{...})
= v(t) = Voo = Vo
(V0 + Vo) — (V0 — Vo) exp{...} vo (1 —exp{...}) Vo (1 +exp{...})
oo 22}0
Grenzfille: t =tg = oty = Voo 5 — = 0
Voo
t— oo = v(t—>oo):voov0+v°ozvoo
V0 + Voo
Zeitdauer, nach der v, erreicht wird:
m [ Voo 1 [m
0 = 2 a|vso| 2¢g 2V ag

Grenzfalle: a — 0 = At — o0
a — oo = At — 0

Bahnkurve:
B+Cexp{...} 2C exp{ ...} B = v+ v
= Vo = U9 1 ;
olt) = v B—-Cexp{...} v +B—Cexp{...} C = vy — Vo
Damit:
=Dy & @ = wvdt
dt
t t 00 (o
B B expq ...
= h(t) — ho = /v(t)dt—/{l B—Cexp{...}}dt
to to
m t
= voo[t—l— 1n|B—Cexp{...}]
O Voo to
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m m
= h(t) = ho+ v {t+avoo ln[C’ exp{ ...} _B}_to_avm In [C—B}}
20 U0
m Cexp{ 0:7: (t—to)} - B
h(t) = h o § t—t 1
= |h(t) = ho+v ot oo o F

Grenzfille: h(to) = ho+ v 4 0+ aTZ In 1} = ho

t>to+ At = h(t) = ho+ vt —to+

Q Voo

Vergleich mit freiem Fall (siehe [2.4.1)):

1
h(t) = —§gt2+vot+h0

1 2
() e

[\

h(t)

Scheitelpunkt

¢

3 Parabg / lineare Fkt.

I | N~

. N
_ t
TTTa

At
Abbildung 2.2: Der freie Fall
2.4.3 Schwingendes Spinnennetz
Y4
<--@-—>
AN
S
X
(a) Skizze (b) Koordinatenwahl

Abbildung 2.3: System einer schwingenden Spinne
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Das Spinnennetz schwingt nach dem Windstof: , Netzform®“ bewirkt Riickstellkraft proportional
zur Auslenkung (Hooke’sches Gesetz):

F=—kazé, ; k>0

Masse des Systems ,Netz + Spinne“ sei m, betrachtet werde die Bewegung des Schwerpunktes
S ohne Luftreibung :

Dynamische Grundgleichung:

mr=F = mi=—kx & mi+kz=0 (%)

Losungsansatz:
Da & bis auf Konstante gleich z:  x(t) = A sin(wt) + B cos(wt)

Aw cos(wt) — Bw sin(wt)
#(t) = —Aw?sin(wt) — Bw?cos(wt)

K.
~—~
~~
SN—
I

In (x) eingesetzt:

= —mAw?sin(wt) —mBw? cos(wt) + k A sin(wt) + kB cos(wt) =0
& (—mw? +k)Asin(wt) + (—mw? + k) B cos(wt) =0
k

= —mw’4+k=0 = w=4/— = ,Schwingungsfrequenz*
m

Die Amplituden A und B folgen aus den
Anfangsbedingungen:

Fiir t = 0 gilt: z(0) =B = B=uz(0)

2(0)=Aw= A= %x(O)

(0)

w

= |z(t) = sin(wt) + z(0) cos(wt) Bahnkurve

Also: Netz (+Spinne) schwingt harmonisch, ist also ein ,,harmonischer Oszillator*

2.5 Schwingungen

Die grundlegenden Schwingungsformen (harmonische, geddmpfte bzw. erzwungene Schwin-
gung) ergeben sich aus folgender dynamischer Grundgleichung:

mr = F H+ F, R+ F E
mit:  F H = Riickstellkraft
F R = Reibungskraft

Frp = externe (periodische) Kraft
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Um die Notation im Folgenden iibersichtlich zu halten, sei der 1-dim. Fall betrachtet, fiir den
x = 0 die Ruhelage sei. Auferdem:

Fg = —kxe, i k>0 (Hooke’sches Gesetz)
Fr = —pvgép=-—pié, ; u>0 (Stokes’sche Reibung)
Frp = Fycos(wt)é, ; Fp >0 (harmonisch variierende Kraft)
Bemerkung;: Diese Wahl der Krifte fithrt auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten.
Eine weitgehende analytische Behandlung ist moglich.
Bemerkung;: Im Fall der Newton’sche Reibung (s.o.) ergibt sich eine nichtlineare Dgl.

Fiir den 1-dim. Fall reduziert sich die obige allgemeine Form der dynamischen Grundgleichung
mit ¥ = & &, auf:

mi = —kx—pi+ Fy cos(wt)

& ’mj}—k,ux'—i-kx = Fy Cos(wt)‘

Man unterscheidet fiir k& # 0:

u=0 ; Fy=0 = freie, harmonische Schwingung

p#0 5 Fo=0
w#0 5 Fp#0 = erzwungene, gedampfte Schwingung

I

freie, geddmpfte Schwingung

die im Folgenden diskutiert werden.

2.5.1 Freie, harmonische Schwingung (=0, Fy = 0)

Die dynamische Grundgleichung nimmt folgende Form an:

k
mi+kr=0 & i+—1=0 & F+wiz=0
m

| k
mit der Eigenfrequenz wg =4/ — .
m

Losungsansatz (a,b € C) :

z(t) = a exp{bt}
z(t) = ab exp{bt}
i(t) = ab® exp{bt}

Bemerkung;: Diese Form des Losungsansatzes heifst ,,Euler’scher Ansatz®.
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Einsetzen ergibt:

k k
b*a exp{bt} + —aexp{bt}=0 = b+ - =0
m m

[k [k
:>6172 = +4/—— = £14/— = j:in
m m

Form der allgemeinen Losung:

x(t) = z1(t) + 22(t) = a1 exp{iwgt} + ag exp{—iwyt}
Da die physikalische Losung reell sein muss, verwende die Euler’sche Formel exp{ia} =
cosa+ 17 sina :

=z(t) = a [cos(wot) + isin(wot)] + as [COS(—wot) + i sin(—wot)

:‘ (a1 + ag) cos(wot) + i (a1 — ag) sin(wot)
cos(—a) = cosa
sin(—a) = —sina

Da ai2 € C und a; # as, folgt wegen z(t) = reell: z(t) = z(t)

= (a1 + CLQ) COS(wot) +1 (a1 — CLQ) Sin(th) ; (C_Ll + (_12) COS(LL)Qt) —1 (C_Ll — C_LQ) sin(wot)

=a;+ay = a+ap »@% 1 241 = 2a a1 =ady = ai=a
ap—ay = —(a1— az) wO 1 2ay = 2a4 ' ? ' ’
— i, = B .
= a1 + ag ai + @ . } x(t) = Asin(wot) + B cos(wpt) mit A, B € R
ar—az = ay—a = —iA

Mit Hilfe von Anfangsbedingungen bei ¢ = 0 folgt wieder (s.o.)

A= 30), B=20)
wo
und
(t) = ”””Lig) sin(wot) + 2(0) cos(wot)
Skizze:

x(t)

Abbildung 2.4: Freie, harmonische Schwingung
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2.5.2 Freie, geddmpfte Schwingung (u # 0, Fy = 0)

Hier gilt: mi+pt+ke=0 = |i+(L)d+wiz=0

Losungsansatz (a,b € C):
z(t) = a exp{bt} = @(t)=abexp{bt} = #(t) = ab® exp{bt}
Einsetzen:
2
P4 (E)b+ud=0 = bio = - +y/(5) —wf = —5- VD
m 2m

D::( B )27w(2,

Form der allgemeinen Losung: z(t) = a; exp{bit} + az exp{bat}

Es lassen sich drei Falle unterscheiden:

<0
D { =0
>0

(1) Schwache Dampfung D <0 :

schwache
kritische } Dampfung
starke

11

Schwingungsfrequenz:
vimJui — () = V=D

= bp = gk w%—(ﬁ)Q J —ﬁim
= z(t) = exp{—%t} [al exp{iwt} +a exp{—iwt}]
= exp{—%t} [(a1+a2)cos(wt)+i(a1—ag)sin(wt)}
Aus:
z(0) =a1+az; @(0)=— %(al +a2) +iw(a; —ag) = — %x(O) +iw(ar — az)

folgt: |xz(t) = exp { - ﬁ t} [(m(O) + ﬁx(O)) % sin(wt) 4+ 2(0) cos(w t)]

x(t)

y
ER
o

Abbildung 2.5: Schwach geddmpfte Schwingung
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(2) kritische Dampfung D = 0:

= b =by= —2L ; dh. w = V=D = 0 und man findet nur eine spezielle Losung:
m

T1 = a1 exp {— %t} . Die zweite Losung folgt aus einer Grenzwertbetrachtung der

Losung fir D < 0 :

w—0 = cos(wt) = 1; Lsin(wt) —¢
= |z@t) = eXp{ - Lt} (g'c(()) + Lx(@)) t + 2(0)
2m 2m
Bemerkung;: - da keine Schwingung: ,aperiodischer Grenzfall*

- praktische Anwendung: Zeigermessinstrumente, Tiirschliefung

x(t)

(max. eine Nullstelle)

Abbildung 2.6: kritische Dampfung, aperiodischer Grenzfall

(3) Starke Dampfung D > 0 :

= bip = —%:t (%)2—w0 <0
= z(t) = exp {— ﬁt} [al exp { \/Et} + as exp{ —\/Et} }
Aus: z(0) = a1 +ay ; z(0) = — ﬁ(aq + ag) +VD(a1 — a)
folgt: o = ;[x(O) + \/15 (9‘5(0) + ;:nx(()))}
Damit:
x(t) = % exp{ — %t} <CL‘(O) + \/15 |::L‘(O) + ;71:6(0)]) exp { \/Et}
1

+ (x(()) -5 [1«(0) + 2'L7Lnx(0)}> exp { — ﬁ)t}]

Bemerkung;: ,/Aperiodische Kriechbewegung dhnlich zu (2) aber mit kleinerer ,Amplitude*
und langerer Riickkehr zur Ruhelage.
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2.5.3 Erzwungene, gedidmpfte Schwingung

F
Man hat: mZ+pt+kx = Fycos(wt) & é?—i—ﬁdc—i-wga?:—ocos(wt)
m m

Also: inhomogene Dgl. =- allgemeine Losung = allgemeine Losung der homogenen
Dgl. -+ spezielle (= partikulére)
Losung der inhomogenen Dgl.

homogene Losung: siehe
inhomogene Losung: nach ,Einschwingzeit“ schwingt das System mit der Frequenz w, daher

Ansatz fiir partikuldre Losung (a € C,w € R):

z(t) =aexp{iwt} = i(t)=iwaexpliwt} = i=—w’aexp{iwt}
cos(wt) — exp(iwt)

FEinsetzen: —aw’m+tiwpa+ak = F
2 k
“o = 2 2y M
B £ T Fo/m R (wg —w?) zmw
YT o o T L = |a|exp{i o}
—w'm+tiwp (wQ—wQ)—i—z w m(w2_w2)2+uw
m2
2,2
2 _ 22 B
— R \/(wo—w) to R 1
=l = a__go ,LLQZ;L2 :EO 2,2
2 _ . ,2)2 pHw
(wg —w?)? + " \/(Wg—w2)2+mg

o {zm(a)} _ arctan{_ﬁ;w/m} - arctan{('uw}

Re(a) w§ — w? m (w? — w?)

Fy expiilwt+ @ N
= xinhomog(t) -0 p{ [ ] } = partikuldre Losung der inhom. Dgl.

m\/ +Mw2

Physikalisch relevant ist der Realteil, daher lautet die allgemeine Losung:

x(t) = Re (xinhomog(t)) + $homogen(t)

cos(wt+ @
= z(t) = )
| m \/ 2) u w?
2m w — W
t> e
Bemerkung;:
112
e max. Amplitude fir wg = {/w? — Dy = Resonanzfrequenz
m
o u=0 = wp=wy = |a|=00 = Resonanzkatastrophe
12
e ~—— >w = keine Resonanz mehr

2m?
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Skizze:

Abbildung 2.7: Grenzfélle bei erzwungener, geddmpfter Schwingung

2.6 Erhaltungssatze

Idee: alternative Probleml6sung nicht iiber die dynamische Grundgleichung

2.6.1 Impulserhaltung

Die Motivation zur Suche nach Erhaltungssétzen ergibt sich fiir den kréftefreien Fall aus dem
2. Newton’schen Axiom:

= dp ap -
F=2 @ _ 0= p=-const. = ,Impulserhaltung*
dt F=0 dt

Folgerung: Fiir den kréftefreien Massenpunkt gilt der Impulserhaltungssatz.

Somit erscheint die Frage nach weiteren Erhaltungsgrofen bzw. -sitzen sinnvoll.

2.6.2 Energieerhaltung
Aus der dynamischen Grundgleichung folgt:

mir=F ‘ 7
7 7 d d 7
= T - — T m . — T
PR .7 T g & Ml _p. 2" ) dt
= mr-r e om o7 7 2N 53 i /
t1
to d" P
$7%@—ﬁy1/ﬁé@—/FdF
t1 P
Mit den Definitionen
; Py
T =1im#?=1mov?| Kkinetische Energie W = [ F.-dr| Arbeit
Py

folgt
%ﬁ—%ﬁzw s DTy =W
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Folgerung: Die Anderung der kinetischen Energie eines Massenpunktes entspricht der an
ihm (von auflen) geleisteten Arbeit.

Offenbar ist die kinetische Energie keine Erhaltungsgrofe. Wir definieren daher "konservati-
ve" Krifte durch die Wegunabhéngigkeit des Integrals:

P
V(f) = — [ F(F)-dF| Potentielle Energie oder Potential
Py
Dann gilt
P> Py Py Py )
W = /ﬁ.df‘:/ﬁ~df‘+/ﬁ-df’:—/ﬁ-d?—k/ﬁdf’
Py Py Py Po P

Damit folgt

L-Ty=W=WV-V, & Th+Vh=T+W

= T4V =FE = const. ,Energieerhaltung®

Folgerung: Fiir einen Massenpunkt in einem konservativen Kraftfeld gilt der Energieerhal-
tungssatz.

Bemerkung;: Fir F = F (7,7,t) ist E i.A. zeitabhéingig, also keine Erhaltungsgrofse.

Bemerkung;: Die Leistung P = % ist allgemein, also auch fiir nicht konservative Krifte,

definiert.

Berechnung von F(7) aus dem Potential V (7):

P t .
- g
P = F-dir=— | F-—dt
V(7) / 7 / g
PO to
N dv (7) B oV (7) ar = dr
dt or dt dt
= F= _8‘g£f> = —gradV | ,konservatives Kraftfeld*
T
Beispiel: In kartesischen Koordinaten gilt mit V = V(x,y, 2):

= - ovy . ov | ov\ .
F——gradV——VV——<a$>ex—(ay)ey—<az>ez

Damit die Definition des Potentials V' (7) als Wegintegral sinnvoll ist, muss das Integral weg-
unabhéngig sein.
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R

C1 CZ
R
Abbildung 2.8: Wegunabhéingigkeit
Wéhle kartesische Koordinaten:
y
1 @
Fy(z,y)de + | Fy(x +dx,y)dy
& @ ® (1) 2)
1 T = /F(a:y)dy+ Fo(z,y +dy)d
‘ ‘ 3) (4)
I dx [ X

Abbildung 2.9: Beispielweg

;»/{Fx+dxy> < }dy J{Fu(oy+ dy) = Bl da =0

N jf x—i—dxy dxdy fj xy+dy (’y)dyda;:O

Ha"dd—ﬂaF SR T

Oz y

Giiltigkeit fiir alle Komponenten liefert allgemein:
OF, 0F, 0F, OF, 0F, 0F;\ _ 0 =
oy 0z Oz ox’ Ox oy |

‘rotﬁzﬁxﬁzo

,konservatives Kraftfeld*

2.6.3 Drehimpulserhaltung

Ausgehend von der dynamischen Grundgleichung:

mr=F Fx(...)
= m(Fx 7)) =Fx F
= d{ (FxiN}=FxF & d(*x*) P x F
—{m([@xr)}=r —(7 =7
| dt at P
[ @x®) - ixirax]
und mit den Definitionen:
L=+x p| Drehimpuls M =7x F| Drehmoment
folgt:
ar. - L - N
— =M — =0 = L=const. = ,Drehimpulserhaltung“

}d dy=0 = OFy 0F 1



22 2 Newton’sche Mechanik

=
X
&Sl
I
=
I
o

Folgerung: Fiir einen Massenpunkt im Zentralfeld mit F=F (e, =
gilt der Drehimpulserhaltungssatz.

2.7 Bewegung im konservativen Zentralkraftfeld

F sei Zentralkraftfeld (vgl. -)
F sci konservative Kraft (vgl. -D

In sphérischen Polarkoordinaten (r,¢,0) (Wahl aufgrund der Symmetrie des Problems!) gilt:
ov
av(r)=—
graav () = (% ) & + (

L (v
e+ r sing \ Jp e
., o ! ov
= F(7)=F(r)é, = —grad V(7) = B

L LV L1 (v
r )" r \ 0Y VT sind oo ) 7
N—— N———

\_//\

=0= VAV (9) 0= VAV(p)
= FMe =-— (%Z) e und V(7) =V (r)
= F()=F)
Also:
F(7) = F(r)é, ,konservatives Zentralkraftfeld*

Damit lauten dann der Energie- und Drehimpulserhaltungssatz:

E = 72 + V(r) = const.

-

L =

SN =

X p'= const.
Es gilt in sphérischen Polarkoordinaten:

F=ré, =r=ré +ré =ré, +r2§‘é}9 +rsind e,
Damit:

ré. Xxmr=mré, X (ré +rdeéy+rsindpey,)

il
I
=
X

Sy
|

2 4 = 2 . |
= mr-de, —mr® sinv ey = const.

Da L konstant ist, erfolgt die Bewegung wegen 7 - L=7- (m 7 x 7’} = 0 in einer Ebene. Wahl
dieser Ebene als ¥ = § (= ¥ = 0), so dass gilt

L=—-mr?¢éy = L=|L

| =mr?y
und auch ' ‘
r=17é +rsindpe, = 72 =72 42 P
Fiir den Erhaltungssatz gilt dann:
1 1 L?
E= §m(f'2+r2¢2)+V(r) = §m7'“2+ 53+ V()

Man schreibt dieses Ergebnis gerne als

1
E = §m7'“2 + Vesp(r)
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mit

Vest(r) =V (r) + L2 ,.JEffektives Potential*

2mr2

Statt die dynamische Grundgleichung zu l6sen, kann man die Bahnkurve (durch r(t), ¢(t)
bestimmt) aus den Erhaltungsséitzen berechnen. Aus dem Energieerhaltungssatz folgt:

dr
. _ B — Vil
" \/m ai(r )) dt
= dt = = |[t—ty=

dr
/ V2 (B~ Vea(r))

\/mE Veer(r))

Integration liefert ¢(r), die Umkehrung dann r(¢). Aus dem Drehimpulserhaltungssatz folgt:

de
L=mr’y = L=
mre dt  mr?

= ©— o= / erz <$) dr = / r2\/2m fEC‘ZT— Vest(r))

Integration liefert (r), und mit r(¢) folgt (t).

dt

= dp= 2

Folgerung: (1) E < Vg = Diskriminante < 0 = keine reelle Losung, = klassisch nicht
mogliche Bahnen
(2) E = Veg = © = 0 (aber nicht ¢!), = (klassische) ,,Umkehrpunkte* der

Bewegung
(3) E > Veg = nicht triviale reelle Losung existiert, = klassisch erlaubte
Bewegungen
Bemerkung;: In der Quantenmechanik ist ein ,Eindringen® in die klassisch nicht erlaubten

Bereiche moglich, man spricht vom Tunneleffekt. Man beachte aber, dass in
der QM der Bahnbegriff seine Bedeutung verliert, so dass das ,,Eindringen bes-
ser als ,nicht verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit bezeichnet wird.
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Als konkrete Anwendung untersuchen wir die Planetenbewegung:
Hier ist die konservative Zentralkraft — Gravitationskraft:

Dann findet man

/ L dr / / L dr
\/ \/Er2 GMmyr — L2

E + GMm 2m

2m7“2

/ ) GMmr — L? /m
arcsm + const.
ry/G2 M2 m? 4 282
$o = <p0‘—|— const. GMm B L
=@ —(pp = arcsin
\/2m B G2 M2m4 M2 m
GMm? _ L 1‘(@%@)%
= sin(e = 20) = GM 2 2EL? 2EL2
. ¢1+ s 1+ o
Mit den Definitionen
L? L 2B L?
= ———— N e = —_—
P=GMm? ' G2 M?Zm?
und der Wahl
- 3
Yo = 577
erhélt man
P_ B P : .
—=14ecosp = |r(p)=-———| Kegelschnittgleichung
r 1+ecosyp
e=0 = Kreis (Planeten)
. ) e<1l = Ellipse (Planeten)
Daraus folgert man fiir die Bahnkurve: e=1 = Parabel (Kometen)
e>1 = Hyperbel (Kometen)
Aus diesen Uberlegungen folgen die Kepler’schen Gesetze:
1. Gesetz (1609): Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die

Sonne steht.
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Offenbar gilt fiir unser obiges Ergebnis:

Vi s E |

Verr ("min)

Abbildung 2.10: Effektives Potenzial

Die Kurvenform ist klar wegen:

Ve L? GMm v _ L?
S P Y VT
, L? GMm L?
= Tt :OirminziGMm2:2rg
1G22 M2m3
:>Vveff(7amin) = _5 12

=  gebundene Bewegung fiir Veg < E < 0
= 0<e<1 = Ellipsen (Kreise fiir e = 0) mit Sonne im Ursprung (=Brennpunkt)

Es gilt auch:

M
a = 1%;2 = G2 |ETn grofse Halbachse
b = _r # = £ va kleine Halbachse

V1—e? V2|E|lm m/GM
Fiir B = Veg(rmin) = —5 CAM gilt 2. B..

= Kreisbahn
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2. Gesetz (1609): Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten {iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fléchen.

Betrachte:
dr
r"
dA
Abbildung 2.11: {iberstrichene Fléache
1 1 dr 1 1 L
A _ — v v _ — 7 _ — _ |7 T —_ — " 71 —_ —
= d 2|7“><d7“| 2|r dt|dt 2|1"><U\dt 2m!r><p\dt det
dA
= — = A= — = const. Flachensatz
dt 2m
A heifit Flichengeschwindigkeit.
3. Gesetz (1619) Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die

Kuben der groflen Halbachsen der Ellipsen.

Es gilt:

. L . T
A= & omA=1 ‘/ dt
2m 0

= 2m[A(T) - A0)]=L-T

[ Ellipsenflache = w ab]

L 1
& 9mmab=L.T & 2mr— 32 _ .7
m G M
27 3/ 2 (47T2> 3
= a :T = T — a
vVG M GM

Da die Konstante % fiir alle Planeten gleich ist, folgt:
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Veranschaulichung;:

E, Vet

5
f

|
|
|
f—W//‘/////i % W//////W @

r
"Umkehrpunkte”
V7272227 £ Klassisch nicht erlaubte Bereiche
2
o 2 instabile Gleichgewichtslagen: d(\j/fﬁ =0 ;dd\rlgﬁ <0
® £ stabile Gleichgewichtslage: d(\j/?ﬁ =0 ;d;\r/jff >0
Abbildung 2.12: Potential und Teilchenenergie

Bemerkung: Hier wird wieder die Bedeutung des harmonischen Oszillators offenbar. Die

Taylor-Entwicklung des Potentials liefert:

V(r) = V(rg) + V/(ro)(r —rg) + %VN (r0)(r — 1r0)*

so dass in einer Gleichgewichtslage 7o (mit V' (ro) = 0) fiir kleine Auslenkungen
x=r—r gilt:

1 "
V(rog+z) = V(rg) + §V (ro) z?

Damit gilt fiir die Kraft an der Stelle r = rg 4 a:

F=—gradV =-V"(ro) z &

Wenn: V' (1) <0 = F' in Richtung der Auslenkung
= Instabilitét
V' (rg) > 0 = F der Auslenkung entgegen gerichtet

Stabilitat
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3 Das Zweikorperproblem

Bisher: Behandlung eines einzelnen Teilchens (Korper, Massenpunkt)

Notig:  Erweiterung auf Teilchensysteme

3.1 Allgemeines zu Mehrteilchensystemen

Ausgangspunkt: Newton-Axiome miissen fiir jeden einzelnen Massenpunkt giiltig sein
Also:

Dynamische Grundgleichung(en) (= Axiom 2):

ﬁi T m; 7:; = Fext,i + Z Fij = Fges,i
J

mit den Bezeichnungen:

m; = Masse des i-ten Teilchen
7 = Ortsvektor des i-ten Teilchen
Fezti = externe Kraft auf das i-te Teilchen
F;j = (interne) Kraft des j-ten auf das i-te Teilchen
Fyes; = auf das i-te Teilchen wirkende Gesamtkraft

Bemerkung: Axiom 1 als Spezialfall von Axiom 2 erfiillt (vgl.

Bemerkung;: Wenn keine externen Krafte auf ein Teilchensystem wirken, also -ﬁext,i =0 gilt,
dann heiftt das System abgeschlossen.

Bemerkung;: Die internen Kréfte F’ij sind zumeist ,,Zweikorperkrafte®, d.h. sie hdngen
lediglich von der Lage (und evtl. den Geschwindigkeiten) zweier Teilchen ab.
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3.2 Erhaltungssatze fiir Mehrteilchensystem

Zusétzliche Schwierigkeit bei Mehrteilchensystemen: die Zahl der Bewegungsgleichungen kann
sehr grofs sein

= explizite Losung aller Bewegungsgleichungen ist nicht nétig
=  Berechnung von Bahnkurven aus Erhaltungssitzen (vgl.

3.2.1 Impulserhaltung

Idee: Summation aller dynamischen Grundgleichungen

N
= Zﬁl = Zmﬂ_‘; = Z ﬁext,i"’ZF‘ij = Zﬁext,i“‘zzf‘ij
=1 % 7 7 % % J
= Zﬁemt,i“‘%ZZ(F‘ij“‘F‘ji):Zﬁezt,i
i i g \—_6—/ i

Mit den Definitionen:

M = >.m = Gesamtmasse
R = % > MGty = Ortsvektor des , Schwerpunktes®
P = o mi, = ME = Gesamtimpuls
Fext = D Feati = (externe) Gesamtkraft
folgt

MR = Zmzf; = Mﬁ:Zmzﬁ =P = F Impuls- oder Schwerpunktsatz
i

)

Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines Teilchensystem bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse des Systems in
ihm vereinigt ist und die Summe der externen Kréfte auf ihn einwirkt.

Impulserhaltungssatz:
Fiir ein abgeschlossenes System (ﬁext = 6) bleibt der Impuls des Schwerpunktes erhalten:

—

Mﬁzf’:ﬁ = P = const.

Bemerkung;: Die Bewegung eines gesamten Teilchensystems kann also durch die Bewegung
eines Massenpunktes, ndmlich des Schwerpunktes beschrieben werden.

Bemerkung;: Mit Hilfe des Schwerpunktsatzes kdnnen sogenannte ,Relativkoordinaten de-
finiert werden: 7; = R+ 5;
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Abbildung 3.1: Relativkoordinaten

Wenn fiir ein gegebenes System ff(t) bekannt ist, geniligt also zur Angabe der
Lage 7;(t) aller Teilchen des Systems die Kenntnis ihrer relativen Lage §;(t) in
Bezug auf den Schwerpunkt R.

3.2.2 Energieerhaltung

Voriiberlegung:

Fiir konservative Krafte F‘z = F‘;xt’i + Z F:ij gilt:
J

N
T‘Oth‘:iXFi:VX Z‘ZO
or
also
(a) ﬁewt,i = —61“/@;@1‘
(b) Wenn Fij = —F}i Zentralkraft (7j; = 7 — )

Vig (7, 7)) = Vig(I7i = 751) = Vij(rig) = Vji(rji)

= Fj =-ViVi; = - 67:»: = af*j = 37—% = V;Vji = —Fj

Insgesamt demnach:

—

F,=-V;V; = -V, Vet + Z‘/}j
J

Analog zum vorherigen Abschnitt kann daraus hergeleitet werden:

1 - 1
T+V = Z §miﬁ 24 Z Veat,i + 5 Z Vij | = const. Energie(erhaltungs)satz
7 7 J

mit

T o= Y=Y i
Vo= Y=Y Vet 2
i J

7
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Energieerhaltungssatz:

Fiir ein Teilchensystem in einem (externen) konservativen Kraftfeld (und konservativen Zen-
tralkréaften untereinander) ist die Summe der kinetischen und potentiellen Teilchenenergien
zeitlich konstant.

Bemerkung;: Es gilt auch ein Drehimpulssatz in der Form L= Z Mezt,i = Mem und

die Aussage 2(T) = <Z (ViVi) - i)

(2
(=, Virialsatz*), wobei < ... > ein zeitlicher Mittelwert bedeutet.

3.3 Das Zweiteilchensystem

.. ist ein wichtiger Spezialfall eines Mehrteilchensystems. Hier gilt fiir den Schwerpunkt:

2 _ _

., 1 . miry + mara

R=— E mir; = ———
M “4 - mi + mg

1=

Es ist zweckméfig den Relativvektor (Differenzvektor) 7 = 7 — 7 einzufiihren, um das

—

System statt mit 7 (), 7(t) dquivalent mit E(t), 7(t) zu beschreiben:

M o= R+ %F:ﬁ+§1
o= R-Tii= R+
Abbildung 3.2: Schwerpunktsystem
Die dynamischen Grundgleichungen lauten dann:
[M =m +m27ﬁ21 = _ﬁ127ﬁezt = ﬁewt,l + ﬁea:t,zJ
= = = T Dynamische
I = F F ’ s 5 .
(H) mlcl B ﬁeﬂltvl + ﬁ12 } L B“= |MR=F. Grundgleichung
(1) mary = Festa I des Schwerpunktes
sowie:
= = = = Dynamische
1 1 . . . F F F, F:
— D) ——(1I) = =7 —Th= certl p 212 Zert2 221 Grundgleichung
mq mo mq my ma ma

der Relativbewegung

ﬁext,l . Fext,? + ( 1 1 > - ﬁext,l _ ﬁext,2 + @
‘ my m2 2

L — ol 1i_ 1 1 — mimz = ; 113
Fo1 = —Fi2 { = o T oms = M= ey — »reduzierte Masse }
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Fiir ein abgeschlossenes Zweiteilchensystem (= Zweikorperproblem)
gilt dann (Fege; = 0):

M ﬁ = 0 - kréftefreie Bewegung des Schwerpunktes
Bewegung einer Masse p im Zentralfeld Fis

,u,";_:' = ﬁ 12 7
Da die erste Gleichung trivial (®) geldst wird, spricht man hier auch vom ,,effektiven Ein-

kérperproblem*.

Im Zweiteilchensystem gelten folgende niitzliche Zerlegungen:

Impuls:
5 LS 2 2 = ma - my - =
P = pi1+ps = miri+mery = (m1+m2)R+m1ﬁ2r—mgﬁlr = MR
" . 5, Mmimg -, = o
o= marn = miR+ ]1\/[27’ = miR+ur
Pa = maR—pi
kinetische Energie:
T = Ti+1T, = §m1 o+ §m2 (8
1 2 1 2. 1 5
= R gmi (7)) 7 gmi2 TR
1 = 1 mi\2 - 1 mi o
smeB? 4 Sy (T1) 72 - Smy2 TR
+ 2m2 +2m2 i r 2m2 i T
1 = 1 m1m2(m1 + m2) . 1
= -MR?+= P2 S MR2 4 2
p M Ty M2 AR T
Bemerkung: Es treten keine Mischterme R - 7 auf, was diese Koordinatenwahl vorteilhaft
macht.
Potential:
2 1 2.2
V() = Y Vearit5 D> Vi(r) = Veata + Veara + Viz(r)
=1 =1 j=1
[ Vin = Vag = 0; Va1 = Vio ]
Gesamtenergie:
Ly 520, 1 - 5 o 5
E = T+V = §MR + 5#7‘ + Vezt,l (R,T’) + ‘/e;gt’Q (R,T‘) +Vig (7’)
=0, wenn Syst;?n abgeschlossen
Drehimpuls:
N N o, 2 . _ R 2 . 2 . N N .
L= M(Rx R) —&-;mi(@- X&) = M(Rx R)+my (52) ixitmy (T1) 7x = MEx R+ pix i
Bemerkung;: Es lassen sich also alle wesentliche ,Systemgréfen® in einen Schwerpunktan-

teil (Ff, ﬁ) und einen Relativbewegungsanteil (77, 7") separieren (in einem
abgeschlossenen Zweiteilchensystem ist diese Separation vollstandig).
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3.4 Planetenbewegung als Zweikorperproblem

der Ortsvektor eines Planeten mit Masse m,,

L= Tp
7o = 75  der Ortsvektor der Sonne mit Masse mg
und 7 =7; —7 =7, —7s dann gilt:

Veati =0 (abgeschlossenes System!)

Lo S msm M msm
V12(7"1,7‘2)=V12(7“)=—Gﬂ=—GJ; p=——>L—y M=ms+m,
T T ms +my
1. =y 1 - Mp 1 . L2 1 L Mu
E=-MR?>+ _pui? - G—= = ~MR? B4 i = - g—=
2 TanT r2 tomr T Ty r

[vgl.undmit I_::I_:R—i—ET:M(R'Xﬁ)—i—u(FX?)}

Im Schwerpunktsystem mit R= 0, R = 0 gilt also

Nach entspricht das gerade der Bewegung einer Masse p im gravitativen Zentralfeld der
(ruhenden) Masse M. Also:

I R .
r(¢) = Tp— (hier e < 1 = Ellipsenbahn)

Damit folgt:

Wahl R =0
L ms =2

e = Planet und Sonne bewegen sich also

!

== Mt T MT = auf Ellipsen um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt.
fp= = B-tep L _mp
Veranschaulichung:
S My b My
s 0 omy P me P
Planetenbahn
Sonnenbahn
Abbildung 3.3: Planetenbewegung als Zweikérperproblem
Bemerkung: ~ Wegen mgs > m,, gilt natiirlich in sehr guter Naherung 7, ~ 7; 75 ~ 0 und

damit der in [2.7] betrachtete Fall der Keplerbewegung.
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Neben der bisher behandelten Newton’schen Beschreibung der klassischen Mechanik gibt es
noch weitere (vgl. Schema Ende Kapitel . Von den beiden Alternativen, der Lagrange-
und der Hamilton-Mechanik, behandeln wir hier das Wesentliche der ersten. Basierend auf
den bisherigen Verlauf der Vorlesung kann die Lagrange’sche Formulierung der Mechanik wie
folgt motiviert werden:

Wir haben gesehen, dass zur Beschrelbung eines physikalischen Systems die vektorielle dy-
namische Grundgleichung m 7 = F mitunter durch eine (oder mehrere entkoppelte) skalare
Gleichung(en) ersetzt werden kann, siehe die Beispiele in n ﬂ 2.5| und [2.7] . Man kann also fra-
gen, ob sich die dynamische Grundgleichung direkt in eine (oder mehrere) skalare Gleichungen
iiberfithren lasst.

Bemerkung: Die folgende Herleitung der Lagrange-Gleichungen 2. Art vermeidet die
Formulierung der Lagrange-Gleichungen 1. Art, die Verwendung des sog.
d’Alembert’schen Prinzip und damit den Begriff der Zwangskraft und (weitest-
gehend) der Zwangsbedingung. Diese werden im Rahmen der Hauptvorlesung
zur Theoretischen Mechanik behandelt. Hier geht es lediglich um die Vorstel-
lung einer hoheren Methode der analytischen Mechanik, die zur Newton’schen
Formulierung alternative Losungen in oft eleganter Weise erméglicht.

4.1 Generalisierte Koordinaten und Geschwindigkeiten

.. formalisieren den ersten Schritt zur Lagrange-Formulierung.Daher machen wir folgende

Definition: Wenn die Gesamtheit irgendwelcher skalarer Grofsen q1,qo, . . ., gs die momen-
tane Lage eines Systems mit s Freiheitsgraden in einem n-dimensionalen Kon-
figurationsraum eindeutig bestimmt, so nennt man sie generalisierte oder
verallgemeinerte Koordinaten und ihre Ableitungen ¢i, ¢o, . . ., ¢s genera-
lisierte oder verallgemeinerte Geschwindigkeiten.

Bemerkung;: Im Allgemeinen hat ein Teilchen im n-dimensionalen Konfigurationsraum n
Freiheitsgrade; ein System aus N Teilchen hat dann n/N Freiheitsgrade. Gibt
es 0 < k < nN ,Zwangsbedingungen®, die die Bewegung(en) des Systems
einschrinken, reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade auf nN — k.

Beispiel: Ebenes Pendel: Die Bewegung ist zunéchst auf eine Ebene eingeschréankt, so
dass statt sphérischer ebene Polarkoordinaten benutzt werden. Im Falle des
mathematischen Pendels mit masselosem Pendelarm konstanter Lénge erfolgt
die Bewegung der Pendelmasse entlang eines Kreises, so dass das System nur
einen Freiheitsgrad hat. Also:
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n = 3, (r, ¥, p)-Koordinaten
s = 1: betrachte nur ¢ als Koordinate, da r, ¢ = const.

Bemerkung;: Generalisierte Koordinaten miissen weder die Dimension einer Lénge haben
noch geometrisch interpretierbar sein. Damit sind auch die zugehorigen Ge-
schwindigkeiten verallgemeinert. So gilt im Falle des ebenen, mathematischen
Pendels z.B.:
generalisierte Koordinate ¢ = generalisierte Geschwindigkeit ¢ und kinetische

Energie: T—er2 m (72 —i—rgo)'lmrgo

=0

4.2 Die Lagrange-Gleichungen 2. Art

Die Ausgangsfrage ist also: Wie gelingt die Herleitung von s < n/N skalaren Gleichungen aus
den 3N dynamischen Grundgleichungen mr; = F, ; ¢+ = 1,...,N? Der Einfachheit halber
betrachten wir den Fall N = 1, also ein Einteilchensystem. Sei g; eine der s unabhéngigen
verallgemeinerten Koordinaten, dann gilt (mit %—Y =0):

- - oV or
_’:F:— = - — - —_
mr V= %8 ‘8qk
o g O _ OV or oV
0qy; or  Oqy Iqx
d( . oF Ld(oF) oV
Da gilt:
. [ OF oF o o
=T ) 7"'757t = 7= a4 + = = =7
(q1, 2 Gsst) ;{aql QI} ot din  Oqn
sowie:
qi und q; werden als
unabhdngige Grofien
aufgefasst!
-5 2@ 2@ R g 8-
dqe § ~ & Pa\oa) M T ot \og) " 0g & \0a NS T 01| T o
N—_——— N——

) R

folgt aus (¥ ):

g Oqi

_mor v
an 2 Oqy Oqr

a(ary oo
dt \ Oq, Oqi Oqr

i 0P\ ooy
g,

Wegen T = 2 m-r ﬁndet man:
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und wenn V' # V(¢) gilt, schlieRlich:
4 (orN_ dov. (0T OV _,
dt \ Oqy, dt Oqy, oq  Oqrp)
———
»geschickte Null“
d (T -V) B (T -V) _0
dt gy, oq
Mit der Definition der Lagrange-Funktion L :=T — V folgen die

d L L
— a— — 8— =0| Lagrange-Gleichungen 2. Art fiir konservative Krafte
dt \ Oq oq

Bemerkung: Im Unterschied zur vektoriellen Newton’schen Bewegungsgleichung (mit i.A.
n = 3 Komponentengleichungen) handelt es sich bei den Lagrange-Gleichungen
2. Art um ein System von s = n—k Gleichungen, in denen die die Freiheitsgrade
einschrankenden Zwangskrifte bereits implizit beriicksichtigt sind.

Bemerkung;: Zur Formulierung der Lagrange-Gleichungen 2. Art ist die Kenntnis der Kréfte
nicht explizit erforderlich, sondern lediglich die des Potentials.

Bemerkung;: Die Lagrange-Funktionen L und Ly = AL,A € Rund Ls = L + W

liefern dieselben Bewegungsgleichungen. L; ist trivial; fiir Lo gilt:
d(OLy\ 0L _d (0L 0 (dF\\ OL 0 (dF
dt \ Oq Oqs, Cdt ¢, O0qi \ dt Oqr,  Oqi \ dt
_ A (ony oL d o fSgor.y Rl o (i
T At \oq) " g T dtog | & \da W)T 58 (7~ og \dt
_ A (oL _oL d(or\ o (dr
o dt O Oqi,  dt \ Oqi Oqi, \ dt
_ 4 (oL) _oL
~dt \ Ok Oqx
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil:
d (OF 0*F ) 0’F
dt <an:> - zl: <8qz a%) U otog
o (dF O*F \ . OF
g (1) = 2 auom) 1 g

fiir zweimal stetig differenzierbare F(qy,...,qs,t).
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4.3 Anwendungsbeispiele

. zur Illustration der Methode:

4.3.1 Das freie Teilchen (s=3)

Koordinatenwahl: ¢ =z, ¢ = vy, g3 = 2

1 1 1
= T:§m172:§m772:§m(j:2+y2+22); V:const.LO
oL JdT N d (0L oL 0L 0 = v =0
—_— = ——=mux —_— —_— — Xr.:, — = — = mxr =
8(}1 ox dt 8q 7({9(]1 ox

Fiir die anderen Komponenten analog = mr =0

4.3.2 Der schiefe Wurf (s=3)

Koordinatenwahl: ¢ =z, ¢ =y, g3 = 2

1
= T:§m(fb2+y2+22); V=mgz

= freies Teilchen in Bezug auf z- und y- Koordinate: mi =mg¢g =0

dt \0g; ) — at \ 9z 2 Y ) =M 5g T, -

Also: mZ+mg=0 = |Z=—g

4.3.3 Atwood’sche Fallmaschine (s=1)

Koordinatenwahl: ¢t = 21 =2, 21+ 20+ 7R =1

V % = 2zo=0l—7TR-—=z = 21 =23 29 =—2
. 1 . . 1 . 1 .
] = T:imlzf—kimgz%:§m122+§m222:§(m1+m2)22
V=—-migzn —magzz=-migz—mag(l—7R— 2)
z=0------ 1
= L:T—V:i(ml+m2)2’2—|—mlgz—|—mgg(l—ﬂ'R—z)
1
:§(m1—|—m2)22+(m1—mg)gz—i-mgg(l—?TR)
O i DO oL
gz \TTM2)ET ey T M) 2 g = A T m2) g
o 0L 0L (et ma) - Jg=0
I R o pTir Pl my +mg) Z— (M1 —mz) g =
e ="M
Z mi + mo
1 /mi—m
' = z(t)z0+voz(tt0)+2<12> gt — to)?
Abb. 4.1: Fallmaschine my +ma
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4.4 Erhaltungssatze und Symmetrien

In der Newton’schen Mechanik haben wir den Impuls-, Energie- und Drehimpulserhaltungssatz
kennen und schéitzen gelernt. Diese Sétze konnen natiirlich auch im Rahmen der Lagrange-
Mechanik hergeleitet werden. Sie bietet aber dariiber hinaus einen tieferen Einblick in die
Begriindung fiir die Existenz von Erhaltungsgrofsen. Betrachten wir zunéchst die

4.4.1 Anzahl der Erhaltungsgrofien

Seien ¢, qo, - - -, qs die generalisierten Koordinaten, die zusammen mit den generalisierten Ge-
schwindigkeiten ¢y, go, . . ., ¢s den Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢ bestimmen. Die Inte-
gration der Lagrange-Gleichungen 2. Art erfordert 2s Anfangswerte, also 2s freie Konstanten,
die (geschrieben als Funkt. der ¢; und ¢;) die Erhaltungsgrofen bzw. Bewegungsintegrale sind.

In einem abgeschlossenen System, fiir das die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit
abhéngt, kann eine der 2s Konstanten als der (beliebige) Zeitnullpunkt gewéhlt werden, so dass
2s — 1 Konstanten, also 2s — 1 unabhingige Erhaltungsgréfien existieren.

Beispiele: Freies Teilchen Zweik6érperproblem (Kepler)
Freiheitsgrade: s=3 s=6
unabh. Erhaltungsgrofien: 2-3—1=5 2:6—-1=11

Energieerhaltung: 1 1

Impulserhaltung: 3 3 (Schwerpunkt)
Drehimpulserhaltung;: 3 3
Lenz-Runge-Vektor: - 3
Summe: 7 10

= nicht alle Erhaltungsgrofsen sind unabhéngig oder gleich bedeutsam!

4.4.2 Zyklische Koordinaten
Der einfachste Fall zu einer Erhaltungsgrofte zu gelangen liegt vor, wenn % = 0, denn dann

gilt:

Generalisierter oder verall-

d OL oL d 0L oL gemeinerter oder kanoni-

— e =——=0 =  |Pm = = = const. ..

dt 0¢m  Oqm  dt Ogm Odm scher oder konjugierter Im-
puls

¢m ist dann eine zyklische Koordinate.

Bemerkung: Man wahlt also am geschicktesten die verallgemeinerten Koordinaten so, dass
moglichst viele zyklisch sind.

Beispiel: Zweikorperproblem:

1. Wahl:  (¢1,92,93) = (z1,91,21) ;  (q4,G5,q6) = (22, Y2, 22)

1 . . . 1 . . .
= T:§m1(x%+y%+z%)+§m2(a:§+y§+z§)
Gmim
V:—%; 7"2\/(161—332)24-(111—y2)2+(21—22)2
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2. Wahl:

)

oL
L=T-V ; —#0 fiirallel
Iq

keine zyklischen Koordinaten

(q1,92,93) = (Re, Ry, R.) 3 (qa,95,96) = (1,0, ¢)
1 ) ) . 1

T =5 M(RL+ By + R2) + 5 p (7% + 1% &%)

GMp

r

V=-—

oL 0L 0L
L_T_V’emx_m%_am‘”

MR, =MR,=MR, =0

—

P =const.| = kriftefreie Bewegung des Schwerpunktes
oL d oL d

- = 2 p —

5o 0 T o a0

pur?y =const| = (Relativ-)Drehimpulserhaltung
oL 0 = d OL

o9 dt 99

0
da aber bereits 5% = 0 ergibt sich keine weitere Erhaltungsgrofse

Insgesamt erhélt man also:

5 zyklische Koordinaten und 4 Erhaltungsgroéfien

Neben dem zu einer zyklischen Koordinate gehérenden (erhaltenen) generalisierten Impuls las-
sen sich in der Lagrange-Mechanik natiirlich auch die ,jiblichen Erhaltungssétze fiir Energie,
Impuls und Drehimpuls formulieren. Mehr noch: die Lagrange-Beschreibung erlaubt einen ein-
fachen Weg einen tiefer liegenden Zusammenhang zwischen Erhaltungsgrofsen und Symmetrien
zu erkennen. So sind die ,Haupt-“Erhaltungssitze mit der Homogenitét und Isotropie von Raum
und Zeit verkniipft. Um das einzusehen betrachten wir zunéchst die

4.4.3 Energieerhaltung

Die Homogenitat der Zeit fiihrt auf die Energieerhaltung: Wenn die Lagrange-Funktion
eines abgeschlossenen Systems invariant unter zeitlichen Translationen t’ =t + « ist, folgt:

"7QSaqla‘°

{(5)a
>{(

oq

0L

'7qsvt):L(Ql)"'aQSuqla'"7qsat+a) = EZO

o)y =3 i (o) o () o) = 32 (35 )

aL)Ql}—LIZO & diHZO = H = const.

dt

=: H = Hamiltonfunktion
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In konservativen Systemen mit V' =V (qy,...,qs) gilt

L = T(q17"'7QS7q.1>"'7q.S) —V(QL---,Qs)

= H = Zl: <gg>ql}—L:Z{<gg>ql}—(T—V)T2T—T—|—V=T+V:E

l

T ist homogen, quadmtzsch mn G, d.h.:
T(aq17 A a/q's) - a T(q17 M qS)
=3 (82)q=2r

Damit ldsst sich also die Hamilton-Funktion eines abgeschlossenen Systems als die Gesamt-
energie ¥ = T + V interpretieren und es gilt die Energieerhaltung.

Bemerkung;: Die Hamilton-Funktion ist nicht immer gleich der Gesamtenergie und nicht
immer eine Erhaltungsgrofe.

4.4.4 Impulserhaltung

Wiéhlt man fiir die generalisierten Koordinaten eines abgeschlossenen Systems die Ortsvektoren,
dann kénnen die Lagrange-Gleichungen 2. Art geschrieben werden als

d 0L 0L

dt ov; o
Zur Untersuchung der Folgerung aus der Homogenitit des Raumes betrachten wir eine
raumliche Translation 7’ = 7+ €, mit der gilt:

=0

o = €=
Tmnslation! 5
L 1
0L = - 07 : - -~ _
Z 87“1 R Z arl ’
-S.O.
:|> Z d 8L Z = Z oL = const
dt 81}, dt E)UZ - ov; '

Das ist aber gerade der Gesamtimpuls P= Z des Systems.

Bemerkung;: Aus der Additivitat der Lagrange-Funktion (die besagt, dass die Lagrange-
Funktion eines Systems, welches aus zwei abgeschlossenen nicht miteinan-
der wechselwirkenden Teilsystemen A und B besteht, durch die Summe der
Lagrange-Funktionen L = Ly + Lp der Teilsysteme gegeben ist) folgt die Ad-
ditivitat von Energie und Impuls.

Bemerkung;: Auch der Drehimpulserhaltungssatz lasst sich mit einer Symmetrie verkniip-
fen, nédmlich der Isotropie des Raumes. Das heifst die Lagrange-Funktion ist
invariant gegeniiber (infinitesimalen) Drehungen.



42

4 Lagrange-Mechanik

4.5 Das Hamilton-Prinzip

Bisher haben wir , differentielle Formulierungen der Mechanik behandelt. Die Mechanik kann
aber auch ,integral‘ formuliert werden, was in der Vorlesung Theoretische Mechanik ver-
tieft wird. Hier sei daher das grundlegende Integralprinzip der Mechanik erwahnt, ndmlich das
Hamilton-Prinzip:

Die Bewegung eines mechanischen Systems erfolgt in der Zeitspanne zwischen ¢; und t5 so,
dass das (Linien-)Integral

stationdr ist, also 6W = 0 gilt.

to

W:/L(q1,~~-,q5,(jl,-~-,q5,t)dt

t1

Bemerkung:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

Aus der Mathematik ist bekannt, dass die Bedingung W = 0 auf die Bedin-
gungen

doL oL
dt oG Oq

fiir den Integranden fiihrt, also auf die Lagrange-Gleichungen 2. Art.

Das Hamilton-Prinzip ist unabhéngig von dem Koordinatensystem, in dem die
Lagrange-Funktion L formuliert ist.

Da die Dimension der Lagrange-Funktion L = T — V die einer Energie ist, hat
W die Dimension [W]= Energie x Zeit = Wirkung.

Da die Bewegung eines Systems oft (meistens?) so ablduft, dass W minimiert
wird, spricht man auch vom Prinzip der kleinsten Wirkung.
(urspriinglich von Pierre Louis Moreau de Maupertius im Jahre 1744 formu-
liert)

Das Hamilton-Prinzip enthélt keine neue bzw. weitergehende Physik. Es ist
aber formal wichtig, z.B. fiir die Aufstellung der Quantenmechanik (Stichwort:
Schrodinger-Gleichung!).

Auch die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik kénnen aus einem Inte-
gralprinzip hergeleitet werden.

Anwendungsbeispiel: Ableitung des Fallgesetzes aus dem Hamilton-Prinzip

Ein anfinglich (9 = 0) ruhender Korper falle aus einer Hohe h(0) = 20m und erreiche den
Erdboden nach ¢t; = 2s.
Alle Fallgesetze der Form

h(t) = h(0) =207 Mgi" ;. g=10=; neN
S

sind mit dem Messergebnis vertraglich. Welches ist das richtige Fallgesetz?
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Es gilt:

h o= h(0)—20"Mg = =207y gD

1 . 1
=>L=T-V = imh2 —mgh= §m22_2”n292t2"_2 —mg {h(O) - 21_”gt”}
= mg? {21_2"n2t2”_2 - @h(O) 21_"75”}
g
Damit gilt:
2 2
W(n) = / L(t)dt = m g’ / (212" n? 2% = T p(0) + 21 t”) dt
g
0

2
2 1-2n n 2n—1 m 1—n 1 n+1
= 2 2 —2—h 22— 2
"y { <2n—1> g MO 2 }

2
9 n m 4
e {2n—1 g ()+n+1}

dW 5 [2n(2n — 1) — 2n? L g

R — = m — =

dn g 2n—1)? (n+1)2

= = 22 =20)(n+1)2—42n—-1% =0 < nr4nP-om?+Tm—-2=0

Losungen sind Faktoren des konstanten Terms. Wenn ganzzahlig, dann n € {£1,+2}.
Test durch Einsetzen bzw. Polynomdivision:

(n*+n—9n?+m—-2):(n—2)=n3+3n>—-3n+1

Also n = 2 extremiert W(n)!
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Bisher: Bewegung von einzelnen (unter Umsténden miteinander wechselwirkenden)
punktformigen Korpern (Teilchen, Massenpunkte) ohne Ausdehnung

Jetzt: Beschreibung ausgedehnter Korper

Unter allen denkbaren ausgedehnten Korpern nimmt die Klasse der starren Korper eine beson-
dere Stellung ein, da sie haufig sind und vergleichsweise einfach behandelbar bleiben. Daher
zunéchst folgende

Definition: Ein starrer Korper ist ein System aus N Massenpunkten, die feste Absténde
zueinander haben, d.h. es gilt: |75 — 7j| = ¢;j = const.; i,j€{1,...,N}

Bemerkung;: Ausgedehnte Korper mit beweglichen Teilchen sind also keine starren Korper

(Auto, Koffer ...)

Bemerkung;: Das Konzept des starren Korpers ist eine Idealisierung (Atomkerne z.B. ruhen
nicht), die aber in sehr vielen Féllen keine wesentlichen Einschréankung fiir die
Beschreibung makroskopischer Kérper nach sich zieht.

Um die einfache Behandelbarkeit eines starren Korpers einzusehen betrachten wir die

5.1 Freiheitsgrade und Bewegung eines starren Korpers

Die Lage eines starren Korpers ist durch die Ortsvektoren 77, 7, 73 von drei korperfesten Punk-
ten, die nicht auf einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt, da dann die Ortsvektoren aller
anderen Punkte des Korpers iiber die Abstandsbedingungen (siche obige Def.) festgelegt sind.
Die Zahl der Freiheitsgrade ergibt sich dann wie folgt: die verbleibenden 3 -3 Freiheitsgrade der
drei ausgewahlten Punkte reduzieren sich um weiterer drei wegen deren Absténden zueinander:

|1 — 7ol =cig; |To—73| =co3; |3 —71|=c31; ci2,c23,C31 = const.

Also hat ein starrer Kérper sechs Freiheitsgrade, die einer Translations- und einer Ro-
tationsbewegung zugeordnet werden kénnen (Theorem von Chasles). Zur Beschreibung der
Rotationsbewegung benotigen wir den Begriff der Winkelgeschwindigkeit: betrachten wir
die Rotationsbewegung eines einzelnen Punktes:
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@
S
dr do Es gilt:
dr L 7
. dr L n
T <-Rotationsachse A7 = 7t
. \dﬂszgersinﬁdgo
n
0

Abbildung 5.1: Schwerpunktsystem

Fiir die Rotationsgeschwindigkeit gilt demnach:

i dy
= = (Ax7) =

dt )

Urot =

Damit gilt allgemein (im nichtrotierenden System):

g:ﬁtra"i'ﬁrot :Utra_FwXF

¥ : Geschwindigkeit im Inertialsystem
Urq :  Translationsgeschwindigkeit
Urot . Rotationsgeschwindigkeit

Daraus folgt (bei gleichem Ursprung von rotierendem und inertialen System):

!

(2~ (@)oo 22 (2), - (2)rec
dt Z dt Z/ schreibweise dt ) dt Z/

5.2 Kinetische Energie und Tragheitstensor eines starren
Korpers

5.2.1 Kinetische Energie

In einem Inertialsystem gilt:

R .
[ Ui = Utra +W X T }

N ‘ N
T = ;QWiﬁiZZ;Qmi(gtra+vaﬁ)2

N N N

I .y 1 L o2 . oS

= E 5 Mi Utra +E §mi(wxri) +§ M Vpra - (G X T5)
=1 =1 =1
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Mit:
.
M = Zml 0 Ve (DX 7)) = (Ve X D) - T 5 Z m; 7;  (Schwerpunkt)
i=1 =1
folgt:
N m;
T = Mvtm + ) 7 (@ x7)*  + (Vpra X &) - MR
H,—/ =1
. Z wechselseitige” Energie Ty, bestimmt
Translations- Rotati o T durch T lat: S 4R . .
energie T otationsenergie Tr urch Translation (¥%.,) und Rotation (&)

—

Im Schwerpunktsystem (R = 0) gilt dann:

N
1 .
T=Tr+Tgr= QM Tira® + E % (@ x 7_’;-)2 kinetische Energie des starren Korpers

Bemerkung;: Wird ein starrer Korper in mindestens einem Punkt festgehalten, so reduziert
sich seine kinetische Energie auf die Rotationsenergie (Euler Theorem).

5.2.2 Tragheitstensor

Die Rotationsenergie lasst sich schreiben als:

N g ‘ N
To = Y gm@xap LY gm (@ - @]
i=1 =1
N o4 3 3 3 2
-l (zwkwk> (zmm> (zwkrm)
=1 L k=1 m=1 k=1
N 1 r 3 3 3 3 3
S35 9) NERTHSENES 3 wmkwm]
i=1 L k=1 =1 m=1 =11=1
N 1 3 3 3
Sl { 53 [z imtimit) — ] wkm}
=1 k=11=1 Lm=1
3 3 1 N 3
= ZQ{ZWM! (TimTimOk1) Tzkrzl]}wkwl
k=1 1=1 =1 m=1

TV
=: Iy = Trigheitstensor

[ Summenkonvention }

Bemerkung;: 4 ist der Teilchenindex nicht der Komponentenindex.
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Bemerkung: Beachte, dass hier wg,w; die Komponenten von & in einem korperfesten KS
sind.

Der (diskrete) Tragheitstensor lautet explizit:

o N (rio® +ris?)  (—riira2) (=71 7i3)
I = Y mi| (-riara) (ra®+ris®)  (—riaris)
=1 (=rizri) (=rizria)  (ran® + ri2%)
N Tig? + 7322 —TigTiy —Tiz Tiz Iin I I3
= Z m; —TiyTiz  Tige + T —TiyTis = | Io1 a2 In3
i=1 —Tiz Tix —TizTiy  Tig® + Tiy? I31 I3 I33
Definition: Die Diagonalelemente des Tragheitstensors heifsen Tragheitsmomente, die

Nichtdiagonalelemente Deviationsmomente

In der Praxis besteht ein starrer Korper aus sehr(!) vielen Massenpunkten, und es ist daher
zweckmaéfig von einer diskreten auf eine kontinuierliche Darstellung iiberzugehen d.h. von einer
Summation iiber die einzelnen Massenpunkte auf eine Integration iiber das Volumen V des
starren Korpers:

m=1

N 3
Iy = Y m [ (Z Timn‘m> Okt — Tikm]
i=1

=72

N
= > m; (7?0 — rinrar)

=1

Der Ubergang zur kontinuierlichen Darstellung gelingt mit der Einfithrung der Massendichte
p(¥) mit M = [ p(F)dV als (Gesamt-) Masse des starren Korpers:

Iu = / o) (P26 — rrt) dV

Vv
3
T J]f pla1, x2,73) ( Z TmTmOkl — $k$l> dxy dxo dxs
m=1

{ 2.B. kartesische Koordinaten J

Bemerkung: Im (oft vorliegenden) Fall einer konstanten Massendichte gilt natiirlich:
_ . . M
I Zp/ (P20 —rart) dV 5 p= 2
\%4
Bemerkung: Wie die Bezeichnung , Triagheitstensor andeutet, beschreibt der Tensor die

Tragheit eines starren Korpers bei seiner Bewegung. Damit kommt ? diejenige
Rolle zu, die die Masse bei der Beschreibung der Bewegung einer Punktmasse
hat. Offensichtlich ist der Tragheitstensor durch die Massenverteilung in einem
starren Korper bestimmt.
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Anwendungsbeispiele:

(A) Bewegung eines geworfenen Buches (Steins, Pakets):
Translationsbewegung ( = Wurfparabel) und Rotationsbewegung. Letztere ist durch den
Tragheitstensor bestimmt. In Bezug auf den Schwerpunkt gilt mit p = const.:

3
( Z x?nékl - xk:cl) dVv

3
=p ( Z x%ﬁkl - xkxl> dxq dzs dzs

m=1

Abb. 5.2: Buchschwerpunkt

Tragheitsmomente:

=1, = pfff [ (m% + x% + x%) 011 — xlxl}da:l dxro dxs

= pfff (:1:% + x%) dri dxe dxrs = pfff (y2 + 22) dx dydz
s 454l 5 o
= p/dx (yQ—l—zz)dydz—pa/Lsy?’—l—z?y] dz
—g N

N

M M
Analog: | Iso = Iy = D (a2 + 02) i Iz =1,, = D (a2 + b2)

Deviationsmomente:
112 = Ixy = pJ:[f [ (:E% + ﬂ?% + l‘%) (512 — 5611‘2] dl’l dIQ d:Eg

= —pfjf T X9 dry dre dxg = —pfffxydw dydz
+2 . ta
= —pc/[2x2}_ dy:—pc/OdyZO

_b
2

Analog verschwinden alle anderen Deviationsmomente.
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= Die Achsen eines kantenparallelen Koordinatensystems (hier mit Ursprung im
Schwerpunkt des starren Korpers) sind Haupttrigheitsachsen (s.u.) des Bu-

ches: ) )
o M b +c 0 0
I, -5 0 a?+c? 0
0 0 a’+b?

(B) Anders ist die Situation, wenn die Drehung des Buches z.B. um eine Achse durch einen
Eckpunkt erfolgt (p = const.):

Abbildung 5.3: Eckpunktaufhéngung

Tragheitsmomente:
c b a c 1
Ii = p/// y? + 22 d:cdydz = /[3b3+z2b] dz
0 0 0
M
- pa[sbgc—i-gbcg} T §(b2+c2)
P = b
Analog ergibt sich:
M M
Iy =—(a*+¢%) ; Isz=— (a®+b?)
3 3
Deviationsmomente:
/ 1 51
I, = —pfffa:ydxdydz = —pc/ adydy = —pc§a2§b2 T —Zab
0
p M
abe
(andere analog)
Insgesamt also:
TP+ —fab —jac
d
IEck =M —iab %(a +C) —ibc
—tac —1be  L(a®+1?)
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Bemerkung;:

Bemerkung:

Statt beide Tragheitstensoren direkt zu berechnen kann man auch den Stei-
ner’schen Satz ausnutzen, der einen Zusammenhang zwischen Tragheitsten-
soren eines starren Korpers, die in achsenparallelen Koordinatensystemen be-
rechnet werden, herstellt. Sei @ ein Verschiebungsvektor mit

Ti=xz+a1; Ta=me+taz; ITz=x3+as; d=(a1,az,a3)= const.

dann gilt:
2 2
o o a3 +a3 —aijaz —aias
Toyg = 1o+ M —ag ay a%+a§ —as as
—aza]  —a3a a% + ag
bzw:

<~ <~ 3
<Io+5> = (Io) + M Z afnékl — ar aq
kl kl m=1

Der Tréagheitstensor ist symmetrisch, d.h. es gilt I; = Ij. Diese Symmetrie im-
pliziert, dass er stets auf Diagonalform gebracht werden kann (im Prinzip durch
Einfiihrung eines neuen, gedrehten Koordinatensystems, siche aber auch den
folgenden Abschnitt), also I}, = I},0i. Die neuen Koordinatenachsen heifen
Haupttragheitsachsen und die Elemente in

o Ly 0 O L 0 0
I = 0 I O = 0 I O
0 0 Is3 0 0 I3

heifsen Haupttrigheitsmomente

Um Ordnung in die Fiille der méglichen Bewegungen starrer Korper zu bringen, sind folgende
Begriffsbildungen hilfreich:

Definition:

Ein rotierender starrer Korper heiftt Kreisel. Sind zwei Haupttrigheitsmo-
mente gleich (z.B. I) = Iy # I3 ), spricht man von einem symmetrischen
Kreisel (z.B. Zylinder, Scheibe). Gilt sogar I; = I = I3 handelt es sich
um einen Kugelkreisel (z.B. Wiirfel, Kugel). Wirken dufsere Kréfte liegt ein
schwerer Kreisel vor, sonst ein freier Kreisel.

Zur weiteren Beschreibung eines starren Korpers sind wichtig der ...
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5.3 Drehimpuls und Drehimpulssatz

Fiir einen starren Korper, der nur rotiert, gilt:

N N N N
Lp = mfi x G = Yy mfi x (& x /) =& Y my (75)° = Y mif (7 - &)
=1 i=1 =1

=1

In kartesischen Koordinaten hat man

Bemerkung;:

2 2
N yi 27—y —T;iZ; w1 w1
_ § : 2 2 _
= m; =Yy X+ 2 —YiZ; w2 = Iy w9
, 2 2
i=1 —2;%; —2Yi Ty Y5 w3 w3

Der Gesamtdrehimpuls ist L=1L B+ L E, mit L B = Bahndrehimpuls

Der Eigendrehimpuls kann also mit dem Tragheitstensor in Verbindung gebracht werden:

Bemerkung;:

Bemerkung:

=

<>
Lp = 14| Eigendrehimpuls des starren Korpers

Der Eigendrehimpuls ist im Allgemeinen nicht parallel zur Winkelgeschwindig-
keit = mathematisch schwierige Behandlung.

Im Unterschied zu einem einzelnen MP verschwindet die Wirkung der auf einen
Korper einwirkenden Kréfte nicht notwendigerweise dann, wenn die Summe der
Krifte verschwindet, sondern es kann zu einem resultierenden Drehmoment
kommen:

—

M=mf xF+ix(—F)=( -%)xF #0, wenn 7 #

Ein starrer Korper ist also nur dann im Gleichgewicht, wenn

Zﬁi:o und Zﬁ-xﬁi:().
i=1 i=1

Natiirlich gilt auch der Drehimpulssatz:

dL > - -
dt ¢

Insbesondere gilt (bezogen auf den Schwerpunkt):

— -

L g =M| Schwerer Kreisel |Lgp =0| Freier Kreisel
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Der Zusammenhang zwischen Eigendrehimpuls und Winkelgeschwindigkeit bietet einen einfa-
chen Weg, die Haupttriagheitsmomente eines starren Kérpers zu bestimmen. Es gilt namlich:

o I 00 w1
L E — I1o= 0 I O w2
| \Noor1)\w
luenn
Lgl||®@
und damit fiir diesen Spezialfall
o pas . . . g
Ip=13=1I3 Eigenwertgleichung fiir den Tensor I

und seine (skalaren) Eigenwerte I

Das heifdt weiter:

Il
o

I1 w1 + Ipgwo + Iz w3 = T wo Iy wi + (I22 — I)wa + Ioz w3

Iiwi + Liows + 13wy = Twy (Ill—f)wl—l-flzbug-f-flgo.}g = 0
=
I3y w1 + I3owo + I33w3 = 1 ws 131w1+132w2+(133—1)w3 =0

Die Haupttragheitsmomente I; 2 3 folgen dann aus der Losbarkeitsbedingung

also als Losungen einer kubischen

Il}_ I 7 Ili 7 ?3 —0 Gleichung. Man kann dann zeigen, dass
2 22 2 o die zugehorigen Drehachsen orthogonal
I3 Isp I33—1

zueinander sind (Hauptachsen).

Als ein Beispiel fiir eine typische Kreiselbewegung betrachten wir den gyroskopischen
Effekt (= ,Priizession ): offenbar erfolgt die Anderung des Eigendrehimpulses in Richtung
des einwirkenden Drehmoments, d.h.:

—

5 dL - - -
LE:d—tE:M = dLp = Madt

dle || M mg

Abbildung 5.4: Gyroskopischer Effekt
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Fiir ein drehendes Rad auf einem Hebelarm der Léange a gilt dann:

M = Fxﬁ:aé}cx(—mg)é}:amgé'y
= |M| = M=amg = d[_:E:Mdté’y
dL M d M
Mit dy = L; = Is dt folgt: wp = d—f = Is ,Prazessionsfrequenz*

—

und es gilt vektoriell: &, x Lg =M.
Ahnlich gilt fiir die Priizession der Erde:

Solare Gravitation
> Zentrifugal kraft E

v

Solare Gravitation
< Zentrifugalkraft

Abbildung 5.5: Prizession der Erde

Gesamtdrehmoment fiihrt zur Rotation von Drehimpulsvektor EE mit w, ~ 26000 Jahren
(,Platonisches Jahr*)

Zur systematischen Untersuchung der Kreiselbewegung betrachtet man ...

5.4 Die Eulerschen Gleichungen

Der Drehimpulssatz fiir den starren Korper Ly = M in einem Inertialsystem . lautet im
korperfesten System 37 :

— g
Mit Lg = 1@ folgt

Insbesondere gilt im Hauptachsensystem:

I wy w1 Iy wy My
Lwy |+ we | x| Laws | =| M
I3 (i)g w3 13 w3 M3
Ilw1+(13—12)w2w;3 = M
= Lywy+ (I — I3)wiws = Mo Euler’sche Gleichungen
13(,2)34-([2—]1)0.)1&)2 = Mj
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Bemerkung;: Die Euler’schen Gleichungen sind nichtlinear. Einfach analytische Losungen

—

lassen sich lediglich fiir den Fall des freien Kreisels (M = 0) angeben

Beispiel: Symmetrischer freier Kreisel

Lo+ (I3 —h)wws = 0 4(..)
= Lwy+ (I —I3)wiwg = 0
I3 w3 =0 = wg = const.

Ild)l—l—(lg—fl)a&cug = 0 (I)
Lwy+ (I —I3)wiwg = 0

(11) in (1):
I3 -1
= a>1+{(3 ) ﬂwl:o
Il
I3 —1T
4 Cbl—i—w%wl:O = wp = 3[ 10.13
1

Folglich fiihrt die Rotationsachse in den Komponenten w; und we harmonische Schwingungen
mit der Eigenfrequenz wq aus.

Bemerkung;: Fiir einen Kugelkreisel I1 = Iy = I3 folgt wy = 0, d.h. es ergibt sich keine
Schwingung.

Anwendung: Polbewegung der Erde

Wegen der Abplattung des Erdkorpers ist die Erde kein Kugelkreisel, sondern ein symmetrischer
Kreisel, der als Rotationsellipsoid gendhert werden kann. Die Haupttrigheitsmomente eines
Rotationsellipsoids sind: Iy = I = 2(b? + ¢?); I3 = 2 (a® + b?)

Iz 1 _a2—|—b2—b2—62 a? — 2

= wo Il w3z = b2 T 2 w3 = 7[)2 n 2 w

3

Mit w3 = 27/24 Stunden und a = b = 6378 km (Aquator) und ¢ = 6357 km (Pol) folgt
die sogenannte Chandler’sche Periode zu:

2
T = 2" ~ 304 Tage
wo

Die Abweichung von der tatséchlich beobachteten Periode ~ 433 Tagen beruht auf dem Um-
stand, dass die Erde nicht wirklich ein starrer Korper ist.
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5.5 Lagrangefunktion des Starren Korpers

Geeignete generalisierte Koordinaten g5 (s.0.) sind die sogenannten Eulerschen Winkel, die
(bei Beschréankung auf Rotation) die Orientierung eines korperfesten Koordinatensystems re-
lativ zu einem (ruhenden) Inertialsystem angeben. Haben beide Koordinatensysteme ihren
Ursprung im festen Punkt eines starren Korpers, so gilt

" =AY e

" costp siny 0 1 0 0 cosp sing 0 x

y” | = —sinY cosy 0 0 cos?d sind —sing cosp 0 Y

2" 0 0 1 0 —sintY cos? 0 0 1 z
—_——— ——
korperfes- Drehung um Drehung um Drehung um Inertial-
tes System z"-Achse x'-Achse 2-Achse system

Die Drehwinkel ¢, 4,9 heifen Euler’sche Winkel.

Fiir die Winkelgeschwindigkeit & hat man die Darstellung:
W= wwgz + wy €y —|—w¢€zu =pée, —i—léé'x/ —l—lbétz//
Da im kérperfesten System & = wy €y + wo €y + ws €,m folgt (mit A) :
w1 = ¢ sind siny + 9 cos ; wy = ¢ sind cosy) — I sin ; wg = ¢ cosV +

1 1 1
Da die Rotationsenergie durch Tr = 511 w? + 5[2 wi + 5[3 w3 gegeben ist, folgt fiir die La-

grangefunktion:

. 2
. . _ 1 .. .
L=T-V 2l ((‘D sind sing) + ¢ cos 1/})2 Lagrangefunktion  des
+ 15 ((/3 sind cosy) — 0 sin 1/;) rotierenden starren
+ 34 (

. . N\ 2 Korpers (Kreisels)
Lo (¢ cos ¥ +9) = Vi, 9,v)

Bemerkung: ~ Wahlt man (p,9,1)) so, dass —g—:; = M3 das Drehmoment um die 2"~ Achse
angibt, folgt die 3. Euler’sche Gleichung (s.o.). Die beiden anderen Lagrange-
Gleichungen 2. Art sind nicht identisch mit den beiden anderen Euler’schen
Gleichungen.
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6 Spezielle Relativitatstheorie

6.1 Grundlagen

Urspriingliche Erwartung:

Licht ist an ein materielles Medium, den ,,Ather* (gr.: ,aither =  die obere Luft*) gebunden,
wie z.B. Schallwellen an Luft.

Die daraus folgende Uberlegung, dass die Lichtgeschwindigkeit dann vom Bewegungszustand
des Bezugssystems abhéngen sollte, sollte iiberpriift werden mit dem

6.1.1 Michelson-Morley-Experiment (1881, 1887)

Spiegel 2 (S2)
I

X
=1 :
g
® j |vErde| =V
S
M =1 2
halbdurchlassig n
Spiegel (H)
Empfénger
(Schirm)
Abbildung 6.1: Versuchsaufbau
Berechnung der Laufzeiten
l l 21 20 1
H—S —H : t1 = + = ¢ = — 5
c+v c—vw 2 —v? c1-%
2V 12 2 21
H—>SQ—>H : t2:¢; r = —vto = 752:7#2
c 2 ¢ \J1-%
Die Laufzeitdifferenz
po 21 1 21 1+v2+ 1+1v2+ v
=== v2 \/7@ o cz2 2¢2 T 3
1-— =
c

v
7, ~30kEm = 1074
Erde "
c

fithrt zu einem Phasenunterschied (v = Wellenfrequenz) A¢ = v(t; — t2) = v lé’—;

Es wurde aber A¢ = 0 beobachtet!
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Bemerkung;: Um die eventuelle Ungenauigkeit in den Armléngen [y = lo = [ auszuschlieften
wurde der Apparat um —90° gedreht, so dass dann eine Phasendifferenz von
—A¢ erwartet wiirde. Damit ergibt sich zur Orientierung 0° und —90° eine Ge-
samtphasendifferenz 2A ¢, die im Experiment zu 2A¢ ~ % erwartet wurde.
Das Instrument hétte um den Faktor 40 kleinere Phasendifferenzen detektieren
konnen - eine solche wurde aber nicht beobachtet.

Es gab verschiedene Deutungen dieses Negativresultats:
(1) Michelson: Ather bewegt sich mit der Erde.

(2) Lorentz/Fitzgerald/Lodge: Der Instrumentenarm in Bewegungsrich-
122

5% ) verkiirzt (infolge eines Atherdrucks).

tung ist (um den Faktor 1 —

(3) Einstein: (i) Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes ist unabhén-
gig vom Bewegungszustand des Systems. (ii) In allen gleichférmig be-
wegten Systemen gelten dieselben Naturgesetze (,Kovarianz* der Natur-
gesetze).

Heute wissen wir, dass Einsteins Deutung die richtige ist.

6.1.2 Die Lorentztransformation

Betrachte zwei relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit v bewegte Bezugssysteme
¥, Y (0.B.d.A. sei U = v &,). Wenn zum Zeitpunkt

] 7 y
t = 0, zu dem beide Koordinatensysteme densel- Zpz Y
ben Ursprung haben, ein Lichtsignal von dort aus- - g
gesendet wird, sehen Beobachter in ¥ und X/ eine Y X
sphérische Lichtausbreitung: e |
- y
v
22+ 2422 =2 bow. /P4y 247 =
X
Da ¢ = const. und in ¥ und X’ gleich ist, sind
die beiden Rechnungen nicht mit einer Galilei-
Transformation 2’ = 2z — vt vertraglich.
Daher: Abb. 6.2: Bezugssysteme
Idee: Lineare Transformation
¥ = z x 10 0 0 x
y =y Yy ffor o o0 y
Z = apz-+at 2 o 0 0 ai1 aie z
t/ = a912z+ant t/ 0 0 a21 Q92 t

Da nun der Beobachter in ¥ das System Y’ mit dem Bewegungsgesetz z = v t sieht, liegt
(insbesondere fiir z/ = 0) der Ansatz:

2 = (z —vt) ain =7 ; a2 =-—7Yv
t'=6(ez+1t) ay =0¢ ; axp =90

nahe, in dem also nur noch drei Koeffizienten unbekannt sind.
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Damit folgt:

$/2+y,2+2/2—62t,2:0
o 22+ 442 (22 — 2 zvt + 02t2) — 26° (5222 + 2ezt + t2) =0

2
& 2? +y?+ 22 (7 - P6%e?) — Pt <52 - 72U2> —22t (vy* 4+ ec?0%) =0
N— C ——

. e L0
Also:
2.4
vy
V2= 25?2 =1 = — 6252764(54 =1 )
5% — 42?2 =¢2 = c25% = 2 + 42%0? (I1)
PR =0 o e= T (I11)
262
(II) in (I) : ~% — oyt 1 & 224t 0Pt =2 %2
2 1 422 J _
=0
9 c? 1
< T a2 = Y= =
1 v
c2
c2?
, Aty Cz—i—CQ 02_04—1;2c2+c2v2_ 2 ., -
(I): 6% = 2 2 (2 — 12) 2_z2 7 = =7
(%
(Im: |e=-—

Damit lautet die Lorentztransformation explizit:

¥ = =z x = 2
/ _ _ /
y, - ¥ bzw: ¢ — Y , , Lorentztransformation
2 = y(z—wt) z = vy (& +ot)
= v (t— C%z) t = y(+ C%z’)
Bemerkung: So wie die Galilei-Transformationen die Galilei-Gruppe bilden, bildet die

Gesamtheit der Lorentztransformationen die Lorentz-Gruppe.
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6.2 Folgerungen

6.2.1 Gleichzeitigkeit

Ereignisse, die in einem fiir einen Beobachter ruhenden Inertialsystem Y gleichzeitig erscheinen,
erscheinen von einem relativ zu ¥ bewegten System nicht mehr gleichzeitig. Leuchten z.B. in
Y. zwei Lampen an den beiden Orten z; und 29 gleichzeitig auf (¢, = t2), dann gilt in X'

th —t) T ’y(tg—c%zz)—'y<t1—c%z1) T’ycg(zl—zg) # 0

D.h. in ¥’ leuchten die beiden Lampen nicht gleichzeitig auf.

Folgerung: Der Begriff der Gleichzeitigkeit ist nur sinnvoll in Bezug auf ein gegebenes
Inertialsystem, nicht aber flir die Gesamtheit aller Inertialsysteme.

6.2.2 Zeitdilatation[l

Geméf der Lorentz-Transformation ist die Zeit keine absolute Groke mehr, wird also mit-
transformiert: Uhren in bewegten Systemen gehen langsamer als in ruhenden Systemen. Ein
Beobachter im ruhenden System 3 beobachte eine im relativ zu ¥ gleichformig bewegten Sy-
stem ¥’ ruhende Uhr.

Er findet:

vzl vz
At =ty =t T ’7<t'2+622) —v(t’ﬁc;) Tv(té—tﬁ) = 1At
[UhrruhtinE’ézi:zé}

Wegen v > 1 findet er At’ < At. Die bewegte Uhr geht also langsamer, die Zeit in X' ist
»gedehnt“. Diese sog. Zeitdilatation ist symmetrisch, d.h. ein Beobachter in ¥’ findet fiir das
mit einer in ¥ ruhenden Uhr gemessene Zeitintervall:

V29 V21
At =ty —t) T 7(752—672)—7(151—672) TW(t2—t1) = 7At
[ UhrruhtmE::>21:7;2]

Also: At < At' = bewegte Uhr geht langsamer.

Nachweis: Zwei Flugzeuge in Ost- und Westrichtung: die Uhren an Bord zeigen eine andere
Zeit als eine (z.B. am Nordpol) ruhende Uhr. Wegen U est = Uriugzeug —UErdrot.
und Uost = Upiugzeug + UBrdrot 8ilt [Uwest| < |Uost| und es ergibt sich eine
Zeitdifferenz der Beobachter von At = 323ns.

Nat. dilatabilis = dehnbar, Dehnung
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6.2.3 Liangenkontraktion

Die Ausdehnung eines bewegten Korpers ist in Bewegungsrichtung verkiirzt. Ein Beobachter
in ¥, der einen in ¥’ ruhenden Stab der Lange L' = 2, — 2| beobachtet, findet:

L'=2z—-24 T ¥ (22 — vt2) — v (21 — vt1) T V(2 —21) = 7L

Mit v > 1 = L' > L: der bewegte Stab erscheint also kiirzer. Entsprechendes gilt fiir einen in
¥ ruhenden Stab der von ¥/ aus beobachtet wird.

Anwendung;:

Zerfall von p-Mesonen:

u-Mesonen entstehen durch die Wechselwirkung der kosmischen Strahlung mit
der Erdatmosphére in einer Hohe von etwa h = 10 km mit etwa Lichtgeschwin-

digkeit v = % ¢ ~ c¢ und werden auf dem Erdboden (h = 0) nachgewiesen.

Bei einer Lebensdauer von 7, = 2 - 1076 s kénnen die Teilchen also einen Weg

s~ T~ 210053185 & 600m < 10 km
S

zuriicklegen. Warum gelangen die Teilchen also dennoch zum Erdboden?

Die spezielle Relativitatstheorie sagt, dass ein (hochrelativistisches) p-Mesonen
den Weg vom Entstehungsort bis zum Erdboden um v = (1 — 1)2/02)_1/2 =50
verkiirzt ,sieht”, d.h. lediglich der Weg h/~v = 10515“1 = 200 m zuriicklegen muss,
was mit seiner Lebensdauer vertraglich ist. Umgekehrt gilt fiir einen Beobachter
auf der Erde, dass die Lebensdauer eines p-Mesons verlangert (,,gedehnt®) ist:

TB:'YTM:50'2'1076521'1074S

so dass das Teilchen einen Weg von

s~Tp-c~1-1074-3-10 m=3-10* m = 30 km

zuriicklegen kann, also ausreichend lange ,lebt”“ um den Erdboden zu erreichen.
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6.2.4 Geschwindigkeitsaddition

Wie transformiert sich die Geschwindigkeit eines Objektes zwischen zwei relativ zueinander
gleichformig bewegten Systemen ¥ und X'?
Es gilt (relative Bewegung in z-Richtung):

x=1a dr = dx’
y=1y L dy=dy
z=7(Z +vt)) dz =~ (dz' +vdt')
t=~(t'+ %) dt =~ (dt' + %dz')
L _ (dx dy dz
= u = (ux,uyauz) — (dtvdtvdt>
B dx’' dy’ v (dz 4+ vdt')
5 (dt’ + c%dz’) Ty (dt’ + c%dz’) Ty (dt’ + C%dz’)

_1<M’fw WF”+ﬂ>
v(1+ %492y \dt'"  at’ dt’

= g gy e e 7 e t)
z

Explizit also:

o o w4 Additionstheorem
U = T DUy = Uz = —— der Geschwindig-
vy <1 + 72”(2) Y (1 + *2’[1/2) 1 4 v, keit
c c 2

Es gelten die Grenzfille:
1) v<e = gr1 = u=u, u=u, u,=u,+v

Das aber ist gerade die Galilei-Transformation der Geschwindigkeiten.

/ /
(2) v=oec = =00 = u,—0, u,—0, uz—>u2+/6: Uzt ¢ c=c
1+%  \ctu}

Das heifst die beobachteten Geschwindigkeiten sind stets durch die Lichtgeschwindigkeit nach
oben begrenzt.
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