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1 Inhaltsiiberblick

Der Inhalt der Vorlesung sei anhand dieser Fragen verdeutlicht:

(1) Was wird nicht behandelt?

Zu den nachfolgend genannten Themen gibt es die aufgelisteten Spezialvorlesungen:
e Kosmologie — Physik des Universums

e Astronomie — Grundlagen der Astronomie
— X-Ray Astronomy
— Interstellar Medium

e Astroteilchen — Plasma Physics of Astroparticles
— Cosmic Ray Astrophysics

(2) Was ist Gegenstand der Astrophysik?
Was wird in der Vorlesung behandelt?

Urspriingliche Definition:
Astrophysik = Wissenschaft von der physikalischen Beschaffenheit der Himmelskorper

Im Laufe der Zeit erweitert auf:
— Sterne und Strahlung
e Planeten und kleine Kérper (Monde, Planetoiden, Kometen)
— interplanetares Medium (zirkumstellares Medium)
— interstellares Medium
— Milchstrafle, Galaxien
e intergalaktisches Medium
e Galaxienhaufen, Superhaufen
o Kosmologie
— kosmische Strahlung (EM- und Teilchenstrahlung)

indiziert in der Vorlesung behandelte Themen)

(3) Welche Grundlagen werden bendétigt?
e Theoretische Mechanik (Dynamik, Himmelsmechanik)
e Theoretische Elektrodynamik (Ionisierte Gase, EM-Felder)

e Thermodynamik und Statistik (Sternaufbau, Zustandsgleichung von Gasen)



e Quantenmechanik und -statistik (Energieerzeugung im Sterninneren, Sternentwicklungs-
endzusténde)

e Hydrodynamik/Plasmaphysik (Beschreibung der ionisierten Gase)
e Relativitédtstheorie (Kosmologie, kosmische Strahlung)
Diese werden je nach Bedarf in Exkursen behandelt.
Besonderheiten beziiglich der Uberpriifbarkeit astrophysikalischer Modelle:
e Astrophysikalische Theorien...
— ... konnen praktisch nicht in Experimenten iiberpriift werden
— ... kénnen nur durch Beobachtung getestet werden:
* Fernerkundung (,,remote sensing”)
%, Vor-Ort”-Beobachtung (,,in situ measurement*)

e Astrophysikalische Systeme sind in der Regel einer in-situ-Beobachtung nicht zugénglich
— Fernerkundung mittels EM- und/oder Teilchenstrahlung

e Ausnahme , Heliosphére“ = vom solaren Plasma dominierte zirkumsolare Region

— in-situ-Messungen moglich durch Raumsonden
(allerdings keine ‘aktiven’ Experimente mit selbstdefinierten Bedingungen)

— Heliosphire = | Entwicklungs- und Testlabor fiir andere astrophysikalische Systeme*

— Export von ,,Heliophysik* in die ,, Astrophysik“



2 Entstehung der Sterne

Grundproblem: Bildung eines Sterns mit mittlerer Massendichte p, ~ 1 % aus ,interstellarer”

. . — ~ _24 ~ m.,+
Materie mit prspy ~ 107 £y~ 1 Py

2.1 Das interstellare Medium (ISM)

e Zusammensetzung (Massenanteil) des ISM:

~99% (teilweise) ionisiertes Gas
~ 1% Staub (Teilchen mit @ < 1pm)

e Zusammensetzung (relative Haufigkeit) des Gases:

~ 90% Wasserstoff
~10% Helium
(schwerere Elemente vernachlissigbar)

e Zusammensetzung der Energiedichte = Druck des ISM (in Sonnennéhe)

\Y% v A% \Y%
Pisur = P+ Prag + Por % 0.3 —5 +0.2 —2 +05 — x1—
cm cm cm cm
thermischer Gasdruck: Py, = ankT, a € [1,2]
interstellares Magnetfeld: Priag = %
kosmische (Teilchen-) Strahlung: Pcg ~ 0,5 Cerxg

Da das ISM nicht homogen verteilt ist, konnen diese Werte stark variieren.

Teilchenzahl- Temperatur Ausdehnung Masse

dichte [cm®]  [K] [pc] [Mo]
Heifle Komponente 3-1073 10° - 108 - -
Diffuses HII-Gas 3-1072 10* - -
(einfach ionisierter
Wasserstoff)
HII-Regionen 102 -10° 10* <200 ~ 106
(um O- und B-Sterne)
warmes HI-Gas 0,1-1 10% - 10* - -
(neutraler Wasserstoff)
(Diffuse) HI-Wolken 20 80 3-5 ~ 30
Molekiilwolken 10% - 106 10 - 50 1-50 10% - 10°

(molekularer Wasserstoff)

Tabelle 2.1: Physikalischer Zustand des interstellaren Gases.

1pc=31-10"%m, 1My =2-10%"kg
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2.2 Gravitationsinstabilitit, Jeans’sches Kriterium

Idee: Kollaps einer ,interstellaren Wolke”, wenn die (Selbst-) Gravitation den (thermischen)
Druck tiberwiegt

Da eine interstellare Wolke ein Vielteilchensystem ist, betrachte die gesamte potentielle bzw.
thermische Energie als Maf fiir die Gravitation bzw. den Druck.

2.2.1 Potentielle Energie

e potentielle Energie ® eines Teilchens der Masse m; im Abstand r; von einer (Punkt-)

Masse M:
M m;
2
ry

GMmi

i

Fa=-G € = —grad®; = -V®; = ®; = -

e potentielle Energie F,,; der Wolke ergibt sich aus Summation iiber alle i und Beriick-
sichtigung von M = M (r):

Epot:_zq)i:_zm

'3 )

Ry
=— Z GM (r)dnrip(r;)Ar; » -47G f M(r)p(r)rdr
i 0

sphérisch-symmetrische Massenverteilung
= Masse in Kugelschale mit Radius ri:  m; = dnri Arip(rs)

Mit der Annahme einer homogenen Kugel:

My _ M(r) My M(r)

4
r) = p = = = M = =2 — 3
PE) = = G = s = T = MO0 =g
Ry 2 2
4 M 1 3 M
folgt Epot=—47rG%7rﬁ%Vfr4dr=—47rG—7T—W2— ?,V-—— —w
o Sy Y5 S R

2.2.2 Thermische Energie

3 3 E
e Druck P = @ = [F|As = — 2 Energiedichte

A AAs V
o thermischer Druck Py, = 2nkT (3 Freiheitsgrade, k = 1,38 1072 %)

e thermische Energie der Wolke

3 p 3 M,
Ewp = Py, - Viy = 3nwkTw Viy = S T Vi = S kT
2 impy ‘ 2 pmpy
[nw _pw _ pw ] My = pw Vi
m Am

Nach dem Virialtheorem der klassischen Mechanik lautet im Falle des Gravitationspotentials
die Gleichgewichtsbedingung fiir ein Vielteilchensystem (siehe Exkurs): —E,o; = 2Ey,

Damit lautet die Kollapsbedingung offenbar: Jeans (1902, 1928)
—Epot > 2Ey,(2 ,,Gravitation > Druck”)

M2
- §G—W > 3:M—WkTW
5 Rw  pmpg
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3
5kT 15 ko \2 | T3
My > — W Ry =51/ — ( — )2 7—W ,Jeansmasse”
Gimpy 4 \Gpumpy pw

3 (5kTW)3 1 R

oW > — — = kritische Dichte” = ,,Jeansdichte”
4% An GﬂmH M[%V pJ ) )

15 kT;
Ry > —_—W_ =Ry wJeanslinge” = ,,Jeansradius”

4w Gpmp pw

Bemerkung: James Hopwood Jeans leitete das Instabilitdtskriterium urspriinglich mittels ei-

ner Storungsrechnung her — daher findet man gelegentlich geringfiigig andere numerische
Faktoren in der Literatur (siche Ubung).

Exkurs: Das Virialtheorem der klassischen Mechanik

Motivation: In (nicht-statischen) Teilchensystemen werden stéindig potentielle und ki-
netische Energie ineinander umgewandelt. Daher werden zeitliche Mittelwerte be-
trachtet:

Ausgangspunkt sind die dynamischen Grundgleichungen der Teilchen mit Massen
my;: mzﬂ ZFZ' |'fi

= mgi; T = Fy T < Yy mli T =y Fy 7
% 7

[ konservative Krifte J

=3 < (mifi7) - Smi? Lossev)m 16

i 7

Mit der Mittelwertdefinition (f) = lim [ f(t)dt folgt:
T—>00 )

d 1 d

(i) (ZE (mﬁi-ﬁ-)> = lim ~ OT {Za(mﬁi-ﬂ-)}dt

7 T—00 )
(2 T 7

1 LT
= Z lim — [min 'T'Z']O =0
i T—>00 T ‘
N~———
beschrinkt

( |73z . ﬁ| < 0o 2 beschrankt ]

Also: | 2(T) = (Z (?VZ) -73) Virialsatz fiir konservative Krifte
i

(Z (@Vi) 'ﬂ-> bezeichnet man als ,, Virial” (der Krifte) nach Clausius von lat. vis,
vi;es 2 Kraft, Kréfte

Der zeitliche Mittelwert der kinetischen Gesamtenergie
<> || eines Systems ist (bei beschrinkter Bewegung der
Teilchen) gleich dem (halben) Virial des Systems.
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Anwendung des Virialsatzes auf eine interstellare Wolke
Potential eines einzelnen Wolkenteilchens: V; = «; ]Fi\_l, o; = const.

Damit ergibt sich das ,,Virial“ zu:

SV 7] =Y [(-1)ay 772 & - |7l &)=

()

7
=Y 7" = =V 2 negatives Gesamtpotential der Gaswolke
i

Daraus folgt: 2(T") = - (V)

Der Erwartung entsprechend sind geeignete Kandidaten fiir gravitationsinstabile Bereiche kal-
te und dichte Regionen des ISM. Betrachte daher geméfy Tabelle 2.1 diffuse HI-Wolken
sowie Molekiilwolken.

(1) Diffuse HI-Wolken:
My ~2000Mo > My
P~ 1,5'10_17$ =ny~10"cm™
RJ ~ 50 pc > RW

(2) Molekiilwolken:
M ~ 200Mg < My
ny~(1072-107) em 3 < ny | = Instabilitét

Rjy~0,5pc< Ry

3> nw |+ = Stabilitit

= Sternentstehung geschieht in Molekiilwolken!
Bemerkungen
e Komplikationen beim Gravitationskollaps

— Drehimpuls der Wolke
L verringert durch Drehmoment infolge eines interstellaren Magnetfeldes
(kein abgeschlossenes System!)

— Magnetfeld
L wird unwichtig bei Dichtezunahme
(zunehmende Rekombination = geringerer Einfluss der Ionen)

e Begiinstigung des Kollaps durch thermische Instabilitét. Energieverlust (~ n%,v) der
Gasteilchen (H, Hg) durch Stofanregung anderer (minorer) Teilchen (C,O-Ionen, Mo-
lekiile) und nachfolgende Abstrahlung im Infraroten

2.3 Protosternentwicklung

Da Molekiilwolken inhomogene Dichteverteilung haben, wird es lokal zur Gravitationsinstabi-
litat, also zum Kollaps kommen 2 Fragmentierung von Molekiilwolken in kleineren Teilmas-
sen Mproto mit 0,1Mag < Mproto < 100Mg.

Bei fortschreitendem Kollaps (s. Abb. 2.1) werden die Zentralgebiete der Teilmassen optisch
dick (d.h. undurchléssig) fiir ihre thermische Abstrahlung (im Infraroten, s.o.). Ab diesem Zeit-
punkt spricht man von Protosternen (nahezu kugelformig, p~ 10712 %, T ~20K).

Infolge der Strahlungsabsorption erfolgt eine Autheizung, damit eine Druckerh6hung und ei-

ne Verlangsamung des Kollaps (1. quasistatische Phase). Bei p ~ 1078 % und 7 2 10°K

C



8 2 Entstehung der Sterne

Dissoziation von Hy und ein 2. dynamischer Kollaps beginnt infolge der mit dem erneu-
ten Energieverlust einhergehenden Druckverringerung. Wenn nur noch atomarer Wasserstoff
vorhanden ist (p ~ 1073 %, T ~ 10*K), setzt die 2. quasistatische Phase ein, die bis zum
Beginn der stabilen Fusion von Wasserstoff zu Helium anhilt (2 ,, Wasserstoffbrennen”). Ab
diesem Zeitpunkt spricht man von einem (Hauptreihen-) Stern, der fiir relativ lange Zeit
(10° - 10'% Jahre) stabil bleibt.

Im Falle der Sonne fithrte der 2. quasistatische Kollaps zu p ~ 1,4 % und einer Zentraltem-
peratur von T ~ 1,6 - 107 K. Die ,, Lebensdauer” dieses Zustandes wird mit etwa 10'° Jahren
abgeschitzt (von denen 4,5- 107 Jahre bereits vergangen sind).

A SRR 50 A.—m.
g % < 4 o0 &
Q ordd [3)
.Si < glq —
‘= | 8 S o .4
B = o = <
e (S~ o a
o, + oa o ) ®
n = = %
z Sl A
T Bz BH) - .
vl ................................................ __.S..--Z....__
4 9 N
TE & s =
= g = 1w
= " - N ! A LS
8 B S g '88 """""""""""""" _‘—(2__
n 519 > ® Qo 1 ©
o z|E 9= | g | I
+~ =3 é ‘50 4 < —
o ' N o +
S BT e R B €
- 5 o R ]
CU (3] o=
5.2 3 Sk ] .
T+ & 2 —
3= A3 1= &
v - T A [ T —
7 e __”O“'"Z””__
1 =
0 o -
- = 8.2
Z S T% ] z
] '_o( =iy | —
[ONe)
E M —~ EB N e
& 5 2 5= T
= o 2 € fum 4. = .= .. 1=
- 52 = P
g 2 | cs
3 g - =
>§ ] -~
= o o d
~ 13 -~
— o
V£< | | | | | | | - =
= f f f f f f f
'S e =) k=) =) S o
— — — i i i

Abbildung 2.1: Die Entwicklung eines Protosterns vom Wolkenfragment zum (Hauptreihen-) Stern
mit M, ~ 1 Mg.



3 Aufbau eines Sterns

3.1 Grundgleichungen des Sternaufbaus

Vorlaufige Vereinfachungen: Vernachléssigung von

e Rotation (— Drehimpuls)

Schwingungen (— Astroseismologie)

Gezeitenkréfte (— Begleiter, Planeten)

Magnetfelder (— Aktivitét)

Massenénderung (— Sternwind, Akkretion)

= Demnach verbleibt eine sphérisch-symmetrische Gaskugel unter Einfluss ihrer (Selbst-)
Gravitation

Uberlegung: Fiir lange Zeit ist ein Stern (scheinbar, d.h. duBerlich) unveréndert, also in sta-
bilem Gleichgewicht. Die hydrodynamische Beschreibung geht dann in eine hydrosta-
tische Beschreibung iiber, bei dem die (Selbst-) Gravitation durch den (thermischen
und Strahlungs-) Druck im Stern exakt kompensiert wird.

Dann gilt:

'
_ - sph. GM, dP
Fo=-F, = P +d— ; mit p=p(r) und M, = M,(r) = f47rpr2 dr
r
0

sym. r
und damit
(I) i—f = _G%rp Hydrostatische Gleichung (= Kriftegleichgewicht, Impulserhaltung)
(IT) % = 47r?p | Kontinuitétsgleichung (2 Massenerhaltung)

Offenbar ist die Losung dieses DGL-Systems noch unterbestimmt, da wir nur zwei Gleichungen
fiir die drei Unbekannten P(r), M,(r) und p(r) haben.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, das Gleichungssystem zu schliefien:

= 1:isoth
(A) P=Kp", K = const. = Mechanisches Gleichgewicht 7 190 . erm
~ allgemein: polytrop

_ pkT Strahlungsgleichgewicht

(B) P=—= + §T4 2 Thermisches Gleichgewicht {
Hm

konvektives Gleichgewicht

(A) schlieBt das System, (B) hingegen erfordert eine weitere Gleichung fiir die Temperatur.
Sie kann iiber eine Energie(transport)-Gleichung berechnet werden. Man unterscheidet den
Energietransport durch Strahlung oder Konvektion:
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3 Aufbau eines Sterns

e Energietransport durch Strahlung

Summiert {iber alle Raumwinkel gilt fiir den Energiefluss Fg bei vorhandenen Energie-
quellen @ und Senken S:
@'FEIQ-FS:&N,O

mit:
F =056, ; ¢g= Gesamtstrahlungsstrom (mi%)
Q =4me ;€ = emittierte Strahlungsenergie pro Volumen- und Zeiteinheit (ﬁ)
S = —ckU ;S = absorbierte Strahlungsenergie pro Volumen- und Zeiteinheit (ﬁ),

¢ = Lichtgeschwindigkeit, k= Opazitatskoeffizient (%)
U = Gesamtstrahlungsdichte (%)

EN = EFusion + € Kontraktion = Nettoenergieerzeugung (@)

o J
= enp = Nettoemission s

Also gilt kurz:

1d

2 dr (7“2¢>s) =epnp | Energiegewinn im Sterninneren

Sei L die Leuchtkraft eines Sterns, d.h. die gesamte pro Zeiteinheit abgestrahlte Ener-
gie, dann gilt:

L= f Fp-dd=47R%¢s  (mit Fy = ¢sé, und dA = R2dQE,)

Stern-
ober-
fliche

Fiir alle anderen r < R, gilt analog:

dL,
dr

L, = 4nrpg = (I11) = 47nr?pey | Energieerhaltung

Die Temperatur T ist implizit iiber ey = en(T) in dieser Gleichung enthalten, sodass
eine weitere Gleichung benétigt wird. Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt im Falle

A

eines ,schwarzen Korpers” (2 ,Hohlraumstrahler”):

dT decaT?
=—kg— = -
bs sa 0 k= 3%
= (IV a) (d_T) __9s__ L 3k __ 3k L, | Energietransport
dr)s ks  4mr24caT3  16wcaT r2 durch Strahlung

Bemerkung: Gelegentlich wird auch der Massenabsorptionskoeffizient k' = % verwendet.

Bemerkung: Wirmeleitung ist vernachléssigbar, denn:
l ~ ~3-107"m

proton V2rn ,mittlere freie Weglinge”
lphoton N 1/k ~10™4m

= lphoton > lproton

= Wirmeleitung (also Energietransport durch St68e) ineffektiv (solange kein ,ent-
artetes” Gas — wie bei sogenannten Weiflen Zwergen — im Sterninneren vorliegt)
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e Energietransport durch Konvektion

Idee: Fliissigkeitsvolumen ist wirmer als seine Umgebung = Auftrieb
= Stromung 2 thermische Konvektion

dT |4 dT| |dT E: Wirmeres Fliissigkeitselement
dr admbT drlg |drly ldrlsy.  U: Umgebung im Strahlungsgleichgewicht
Wenn Abstrahlung bei
Abkiihlung des Elements
vernachléssigbar
T

. . | > 7
0 r r+Ar R.

Abbildung 3.1: Temperaturdifferenz zwischen einem aufsteigenden Fliissig-
keitsvolumen und dessen Umgebung.

Fiir die mit AT verbundene Warmemenge (pro Volumenelement) gilt:

dQ
= (== AO =cp- AT
v (dT’)P—const.:> Q=cp
T T
Niaherungen: ATz{ L I }Ar; Ar 1;
drly I|drlg 2

[ 2 Mischungsweg # mittlerer Durchmesser der Turbulenzelemente ( ~ einige 100 km)

J

Dann gilt fiir den konvektiven Warmestrom (tjo,,: einige km/s):

dT
dr

dT
dr

U

_ _ L
¢K = AQ *Ukonv = CP * AT - Ukonv = §CPukonv {

Also:
Energietransport durch Konvektion, wenn:

d_T
dr

dT
> —_—
dr

Str. adiab

Benutze dann als Temperaturgradient:

(IV b) (d_T) - (d_T) _ (d_T) apP _ (1 B 1) T dP | Energietransport
dr Jrone  \dr Jagiaw \dP) dr ~v/) P dr durch Konvektion
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Die Grundgleichungen des Sternaufbaus lauten also:

dP M,
(I) — = _GMrp (Impulserhaltung)
dr 72
M,
(1I1) dd_ = 47r2p (Massenerhaltung)
T
dL
(I1I) d_rr = 4nr?pen (T,P) (Energieerhaltung)
3k L, ar| - _|dT
dT 3,2 7 | qr Ar |
(IV) o (116ch;1; gp j; Str. X :j; adiab (Energietransport)
v) Pdr o ldrlsy. 1 drladiab
pkT  a,,
=T
(V) P={ pmpg 3 (Zustandsgleichung)
Kp”

Die Losung von (I), (II), (III), (IV) und (V a) sind die Funktionen
P(r), My(r), p(r), Ly (r), T(r)

fiir gegebene chemische Zusammensetzung (= ji) und bekannte Energieerzeugung ey (7,P)
und Opazititskoeffizienten k(T,P).

Bemerkung: Polytrope Modelle sind bereits durch (I), (II) und (V b) vollstandig beschrieben
und liefern P(r), M,(r) und p(r).
3.2 Einfache Folgerungen aus den Grundgleichungen

3.2.1 Zustand eines Sterns im Zentralbereich

Nach Grundgleichung (I) gilt:

AP GM,p
—_— == /...dr
dr 7r2
0
R, M,
M,p M, G 16 M?
P(R)-P(0) = -Py=-G [ =dr=-G [ ZCam, ~- L 220
= P(R.) ()’ 0 | r‘ p— R

0
P(R.)=0 dM, W _R.
(-] (5
2GM?
= m Druck im Sternzentrum
TR;

i P
Py = 7p0 kKly = Ty = HMH 20 Temperatur im Sternzentrum
KMy k  po

Daraus folgt sofort:

Fiir die Sonne findet man:
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J N
PO oF 1015 015 >
m

— 10 Pa ( Zum Vergleich: Druck an )
m3

Erdoberfliche: ~ 10° Pa

Toe i —108K~ 10K

P0 = TPx m~10

Bemerkung: In dieser Rechnung ist der Strahlungsdruck Ps (siehe Grundgleichung (V a))
vernachléssigt. Das ist a posteriori als zuléssig erkennbar, denn:

Pspo = gT(;{@ ~25: 10'2 Pa < Py o

J
_ -16
[a =76-107— KJ

Erst fiir M, 2 4 Mg ist Psg 2 0,2 P und damit nicht mehr vernachléssigbar.

Bemerkung: Genauere Rechnungen liefern die Werte

Poow~ 10'° Pa; Pspe 50,03 e0; Toe~1,6- 107K; po,e =76 —3
cm

3.2.2 Schwingungszeitskala
Fiir die Freifallzeitskala (oder auch dynamische Zeitskala) 7 folgt aus

d®>>  GM,p char. R, GM, R3
Pz~ 2 o 2 - 2
r Werte  Tf, R 47TGp>e

Fiir die Sonne ( po ~ 1,4 >3 ) gilt: 7p ~ 1,4-10%s ~ 23 min

Fiir die Schallzeitskala gilt:

R, c e
Tg=— = i g, (cs: Schallgeschwindigkeit)
cg k:T

Fiir die Sonne (T® ~10°K, Ry =17-108 m) gilt: g~ 7-103s ~ 5-7p

Also: Da 7p und 7g in etwa gleich, ist die Schwingungszeitskala der Sonne in der gleichen
Groflenordnung:

‘ TSchwingung = 1 — 2 Stunden

Bemerkung: Die vor allem beobachtete 5-Minuten-Oszillationen sind demnach Oberschwin-
gungen des Sonnenkorpers.

Bemerkung: Die Sonne schwingt nicht als Ganzes, sondern stets lokal. Schwingungen, die den
Radius eines Sterns signifikant &ndern, heiflen Pulsationen und die zugehérigen Sterne
treten z.B. als Pulsationsverinderliche in Erscheinung.

3.2.3 Kontraktionszeitskala = Helmholtz-Kelvin-Zeitskala

Nach dem Virialsatz (vgl. 2.2) gilt:

Epot
2

~Epor = 2By, < By, = —

Es wird also (im zeitlichen Mittel) die Hélfte der bei quasistatischer Kontraktion gewonne-
ne potentielle Energie in thermische Energie umgewandelt — die andere Hilfte wird abge-
strahlt:
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Ey:e 3 M2
Eog=-—P%_ " g —*
S 2 110 R,

2

Bei bekannter Leuchtkraft L. eines Sterns ergibt sich eine (maximale) Kontraktionszeitskala
THK aus

Es
L,

THK ®

Fiir die Sonne (M@ =2-10kg, R =7-10°m = Egow~ 1041, Lo=4- 1026W) findet man
TaK ~ 107 Jahre.

Das ist sehr viel kiirzer als das nachgewiesene Mindestalter der Sonne ¢ ~ 4,5-10° Jahre.

Alternative? — Kernfusion (s.u.)!

3.2.4 Masse-Leuchtkraft-Beziehung
Annahme: Strahlungsgleichgewicht, dann gilt:

T 3k L,

g5 Loy
dr 16mcaT r? (IV2)

M, . .
Naherungsweise gilt: mit p » T weiterhin
3 Ak

T 16mcaT?4nR® _, T*R?

L, = —_— —*RY ~
R, 3k'M.,3 M,
Mit
po pkT T P
My p
und (siehe 3.2.1)
M? M? R® M,
P~ Z = T~ —Z N
R* R* M* R*

ergibt sich also:

L. ~ M3}| Masse-Leuchtkraft-Beziehung

Bemerkung: Die M-L-Beziehung ist giiltig fiir chemisch homogene Sterne im Strahlungs-
gleichgewicht.

Bemerkung: Die M-L-Beziehung wird tatséchlich in grober Néherung fiir Hauptreihensterne
beobachtet: s

3
L* ~ M*+1,0

3.2.5 Eddington-Limit

Wenn die Strahlungsbeschleunigung gg vergleichbar zur Gravitationsbeschleunigung
ga wird, d.h. -
1 dPS _ k:gf)s _ k' L. L GM,
p dr S 997 pc CcAnR?2 T R2

gilt, ist die Stabilitdtsgrenze eines Sterns erreicht. Dann:

=9a
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4G
= L, = Z—ICM* =Lg Eddington-Leuchtkraft

Fir L, > Lg ist der Stern nicht mehr stabil.

Bemerkung: In solaren Einheiten findet man:

Le _ 4. 104%
Lo Mo

Die Leuchtkraft der Sonne Lg ist also weitaus geringer als das Eddington-Limit.

Bemerkung: Die Leuchtkraft der hellsten Sterne liegt bei etwa 10°Lg. Unter der Annahme,
dass sie gerade unterhalb von Lg liegen, ergibt sich als obere Grenze fiir Sternmassen
etwa ~ 100Mg, also erneut die bereits angesprochene Groéflenordnung.

3.3 Energieerzeugung im Sterninneren

Die Energieproduktion in Sternen ist ein schones Beispiel fiir die frithzeitige Verzahnung von
Astrophysik und Elementarteilchen- bzw. Quantenphysik. In den letzten Jahren hat sich der
Begriff Astroteilchenphysik durchgesetzt.

3.3.1 Der Weg zum Konzept der Kernfusion

1854:
1861/63:
1915:

1925:

1928:

1929:

1932:

1938:
1939:

Helmholtz schldgt vor, dass Meteroriteneinfall auf die Sonne deren Strahlung iiber
die ‘beobachtete’ lange Zeit ermoglichen konnte.

Kelvin widerlegt diese Theorie und weist darauf hin, dass auch keine andere,
bisher vorgeschlagene Theorie das Problem der Energieerzeugung 1ésen kann.
Harkins & Wilson schlagen erstmals als Prozess eine ,, Transmutation® von Ele-
menten in der Sonne vor (ebenso 1920: Eddington und Perrin).

Payne findet erste Evidenz fiir die Haufigkeit von Wasserstoff und Helium in der
Sonnenatmosphére (bis dahin: Sterne haben erdihnliche chemische Zusammen-
setzung).

Gamow und Condon & Gurney entdecken und beschreiben den Tunneleffekt am
Beispiel des (nuklearen) a-Zerfalls bzw. des umgekehrten Vorgangs.

Russel stellt die Hinweise fiir die Dominanz von Wasserstoff auf (und in) der
Sonne zusammen. Atkinson & Houtermans nehmen an, dass auch Protonen in
einen Atomkern eindringen kénnen, wenn das den schweren a-Teilchen schon
gelingt: erster Vorschlag der Fusion von Wasserstoff zu Helium.

Eddingtons und Stromgrens Untersuchungen lassen wenig Zweifel iibrig, dass die
Sonne iiberwiegend aus Wasserstoff besteht.

Bethe findet — zusammen mit Critchfield — den Proton-Proton-Zyklus.

Bethe und Weizsécker finden (unabhéngig voneinander) den Kohlenstoff-
Stickstoff-Sauerstoft-Zyklus.

3.3.2 Pinzipielle Atomkernstruktur, Tunneleffekt

Atomkern 2 Protonen und Neutronen, die der elektromagnetischen und der starken Wechsel-
wirkung unterliegen. Letztere ist stirker als erstere und hélt den Kern zusammen.

Das zugehorige Potential hat die prinzipielle Form:
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VKern (T)A \\
\\ -V 3 7 < Tmaz
\\ VKern(T) = 1 qk
- — ;T 2 T'mazx
dmeg T
x ,,,,,,,,,,,,,,
Tunneleffekt
Tmax = T
Vo
W_A — o
Potential der Coulomb-Potential
starken WW.

Abbildung 3.2: Prinzipielle Form des Atomkern-Potentials.

Fiir die potentielle Energie eines Protons (mit Ladung +e) in diesem Potential gilt:

Epot,p(r) = VK@rn(r) €

Insbesondere gilt fiir r = rp,

1 .
%€ 9510183~ 1,5MeV
ATEn Timaz |

qr =€
Pmae = 1,1-107% m

Diese Energie ist zu vergleichen mit der mittleren kinetischen Protonenenergie Ey;, = %k:T.

Epat,p(rmaa:) =

In Anwendung auf den Zentralbereich der Sonne findet man:

3
By = ék‘To,@ T 1,5-1071%J ~ 1000eV = 1 keV

Too = 107K

Es ist also (trotz Maxwellverteilung) fiir Protonen klassisch praktisch unmdoglich in den Kern
zu gelangen. Die Quantenmechanik ldsst aber den Prozess zu; man spricht von Tunneleffekt
(vom ,,Durchtunneln” der Potentialbarriere).

3.3.3 Nukleare Zeitskala # Lebensdauer der Sonne

Masse eines H-Atoms: 1,0075my,
Masse von 4 H-Atomen: 4,03001m,,
Masse eines He-Atoms:  4,0013m,,

(mit atomarer Masseneinheit m, ~ 1,661-1072" kg = %muc)

Bei der Fusion von 4 H-Kernen zu einem He-Kern kommt es also zu einem ,,Massendefekt”
Am = 0,0287m,,. Damit ist ein Gewinn von (Bindungs-) Energie von

AFE = Amc? ~ 27 MeV
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pro 4H — He verbunden.

Dann gilt:
Mg =2-10* kg 2 10°” H-Atome

= max. Produktion von 2,5-10°¢ He-Atomen, also (AE)ges ~ 100 .

Bei einer Leuchtkraft Le = 3,86 - 1020 2 folgt:

AFE
To,maz = (L& ~3-10% s~ 10" Jahre
®

Bei einem geschitzten Alter von 4,5 - 10° Jahren hat die Sonne also bisher etwa 5% ihres
Wasserstoffvorrats verbraucht.

Bemerkung: Obige Betrachtung von Atommassen statt Atomkernmassen ist erlaubt, da bei
der Umwandlung von 4 'H in 1%He auch 2 Elektronen zerstrahlen:

4'H +2e™ - “He (tatsdchlicher Prozess, s.u.)

< 41H +4e” - *He + 2¢~ (Bilanz in Atomen)

4 H-Atome 1 He-Atom
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3.3.4 Fusionsprozesse

Ve Ve

Abbildung 3.3: Veranschaulichung des ppl-Zweiges des Proton-Proton-Zyklus
(2 Bethe-Critchfield-Zyklus).

Ve ppll
[§]

Zyklen-
Be ‘\verzweigung

pplll

Ve

Abbildung 3.4: Veranschaulichung des ppll- und pplll-Zweiges des Proton-
Proton-Zyklus (2 Bethe-Critchfield-Zyklus).
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(XVI) 1 60
\ Zykdlen-
| verzweigung xvin
15N S

~y

17

o ot Ve
\( (X1V)

'\ (XVIIL)
v, 7 e et v,
e 150 Y e

v’y //
P 7’/ 17O

Abbildung 3.5: Veranschaulichung des CNO-Zyklus (2 Bethe-Weizsicker-
Zyklus).

12k
(XXI) C

Ho

Abbildung 3.6: Veranschaulichung des 3a-Prozesses.

Bemerkung: In den obigen Schemata bezeichnen die bei den e stehenden rémischen Zahlen
den Prozess gemifl der nachfolgenden Tabelle.

Bemerkung: Wenn hinreichend viel '2C produziert ist, fithrt 2C+*He — 60 zu Sauerstoffbil-
dung.
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Bez. Reaktion Verfiighare  v- Mittlere Temp. Zyklus
(A+B->C+..) Energie Energie Reaktions- (K] Prozess
Qap[MeV] [MeV] dauer
(I) 'H+'H >?H+e"+v. 0,16 0,26 14-10° a pp
(IT) H+'H »3He + v 5,49 6s pp
(IT1)  3He+*He —*He+'H+'H 12,86 10° a ppl
(IV)  3He+*He — "Be + 1,59 >14-10%  ppll
(V)  "Be+e = TLi+u, 0,06 0,80 >14-10%  ppll
(VI)  "Li+'H —“He +* He 17,35 >14-105  ppll
(VII) "Be+'H »®B+~y 0,13 >23-10%  pplll
(VIII) 8B - 8Be*+et+r, 10,78 7,20 >23-10  ppllI
(IX) 8Be* — ‘He +1 He 0,095 >23-10°  pplll
(X)  P2C+'H -BN+y 1,94 1,3-107 a CNO
(XI) BN -BCt+e"+v. 1,51 0,71 7 min CNO
(XII) BC+'H - M"N+4 7,55 2,7-105 a CNO
(XII) “N+'H - 150 +4 7,29 3,2-108a >10-105 CNO
(XIV) 150 - BN+et+v, 1,76 1,00 82s >10-105 CNO
(XV) BN+'H -1'2C+*He 4,96 1,1-10°a >10-10° CNO
(XVI) PN+'H - 160 + 4 12,13 >17-105 CNO
(XVII) 160 +'H - 'F + ~ 0,60 >17-10° CNO
(XVIII) YF 5170 +et +v. 0,80 0,94 >17-105 CNO
(XIX) 70 +'H - MN +1 He 1,19 >17-10° CNO
(XX) “4He+'He —»%Be+~ -0,095 >100-10° 3«
(XXI) ®Be+*He — 12C* + >100-10° 3a
(XXII) 12Be* - 2C+xy 7,37 >100-10° 3«
e +e - v 1,02 — P.-V.

Tabelle 3.2: Ubersicht iiber Zyklen, Prozesse und Reaktionen.

Bemerkung: Verschiedene Isotope eines Elements sind in dieser Notation nicht unterschieden
(z.B. in (VII): §B -9Be* + e +1,).

Reaktion (XX) ist endotherm (verbraucht also Energie) und ist die umgekehrte Reaktion
(IX).

Bemerkung: Eine untere Grenze fiir die Dauer eines Zyklus ist natiirlich durch die lingste
mittlere Reaktionsdauer gegeben; beim ppl-Zyklus also 14 - 10° Jahre. Dass der Pro-
zess liberhaupt im Innern der Sonne stattfindet, liegt an der hohen Dichte dort, die die
Energieerzeugungsraten (sieche 3.3.5) mitbestimmen.

Bemerkung: Die Neutrinoenergie ist in der Bilanz vernachlissigbar, d.h. die freiwerdende
Bindungsenergie ist fast génzlich fiir die Abstrahlung verfiighbar. Lediglich fiir Zyklus
pplll tragt das Neutrino eine signifikante Energie. Fiir die Sonne aber gilt fiir die relativen
Haufigkeiten: ppI : (ppII +ppIII) =87:13 und auch ppII : ppIII =13:0,015, d.h. ppIII
ist (zur Zeit) unbedeutend.

Bemerkung: Auch wenn die Neutrinos energetisch unbedeutend sind, ist ihr Nachweis ein
wesentlicher Test fiir die Realitét der postulierten (!) Zyklen bzw. Reaktionen. Die fast
nicht mit Materie wechselwirkenden Elektron-Neutrinos v, werden tatséchlich beobachtet
— der Fluss betrdagt aber nur ca. % des theoretisch erwarteten. Eine Losung dieses solaren
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Neutrinoproblems liegt in sogenannten Neutrinooszillationen, d.h. der Umwand-
lung von Elektronneutrinos (v.) in Myon- oder Tauneutrinos (v,, v,). Moglich ist dies
bei nichtverschwindender Ruhemasse von Neutrinos, fiir die es seit einiger Zeit starke
Hinweise gibt. (Die v, konnen von den v.v,-Detektoren nicht gesehen werden.) Fiir den
experimentellen Nachweis der Neutrinooszillationen wurde 2015 der Physik-Nobelpreis
an T. Kajita und A. McDonald verliehen.

Die Fusion von Kernen ist bis zur Bildung von ®’Fe exotherm, d.h. Bindungsenergie wird frei.
Die Verschmelzung schwererer Kerne verbraucht Energie, ist also energetisch ungiinstig.

Bindungsenergie

pro Nukleon
MeV]

A

10+

84%

| i >
1 10 100 Massenzahl A

Abbildung 3.7: Bindungsenergie pro Nukleon iiber Massenzahl A

Die hochste Effizienz, also den héchsten Energiegewinn, liefert die Fusion von Wasserstoff zu
Helium.

3.3.5 Energieerzeugungsraten (&p,sion)
Allgemein gilt:

verfiighare Energie verfiighare Energie Volumeneinheit

€ Fusion = . = . — X . s
Massen- und Zeiteinheit Volumen- und Zeiteinheit = Masseneinheit

verfiighare Energie Reaktionen Volumeneinheit
= X X
Reaktionen Reaktion Volumen- und Zeiteinheit = Masseneinheit
1
= > QaB ' Cap ' -
Reaktionen P

Fiir Q op siehe Tabelle; fiir I' 4 gilt:

Zahl der Stof Fusions-W'keit
Tup = 2 & (? e‘ — x (Wkeit fiir Durchtunnelung) x usions o
Volumen- und Zeiteinheit

Durchtunnelung

~(Xap)(Xpp) -Fap(T); Xap?= relat. Massenanteil von A bzw. B

Mit der Definition von Fap(T) =T" fap(T) folgt:
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’ Epusion = €0 XA X pT" fap(T) ‘ Energieerzeugungsrate

Man findet fiir 7 = (1 - 4) - 107 K:
o p-p-Zyklus: v~ (5 - 4)
o CNO-Zyklus: v~ (23 - 14)

Genauer:

Abbildung 3.8: Energieerzeugungsrate iiber Temperatur fiir verschiedene
Fusionsprozesse.

Bemerkung: Das System der Grundgleichungen (3.1) ist also hinsichtlich der T-Abhéngigkeit
von €y hochgradig nichtlinear.

3.4 Ein Standardmodell des Sternaufbaus

3.4.1 Umformulierung der Grundgleichungen

Motivation: Es ist zweckméfig, statt der Radialkoordinate r die in einer Kugel mit Radius r
befindliche Masse M, als unabhingige Variable zu wahlen, weil:

(i) dann im Gegensatz zu r die duflere Grenze bekannt ist, da im Unterschied zu R,
die Gesamtmasse M, bekannt und fiir lange Zeiten unverdnderlich ist (anders fiir
R., siehe Kapitel 4).

(ii) die Gleichungen sich (geringfiigig) vereinfachen.

T

Offenbar gilt mit Grundgleichung (II): dr = >— und damit:
dTrep
dP  dP GM,p P G M,
— = Arr?p = - = I
o a2 o e | W
d 1
= ——|
dM, 4mr3p
ar, dL, L,
O g, ATemAmeen ey =ev) (1D
B L jdr| T
ar _dr o | 16mcaT®r? " ldrls 1 drladia
dr —dm, P (1_1)20113 jdr| _jdr
y Per " ldr S dr ladiab
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kL, 4T _|dT
dT _ 647T2CGT3 7“4 ’ er S er adiab (IV)
dM, ( B l) Z dp | dT S dT
vy PdMT ' er S er adiab
PET L Aa
und | P={ @mg 3
Kp?

Die Losung dieses Systems vier gewohnlicher (nichtlinearer) Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir die Funktionen P(M,), r(M,), L.(M,), T(M,) erfordert vier Randbedingun-
gen.

3.4.2 Randbedingungen und Lésungsverfahren
Randbedingungen sind offenbar:

Sternzentrum: M|,_o=0; L;|,_,=0
Sternoberfliche:  P|,_p =0; T|._p =0

bzw. mit M, als unabhéngige Variable:

Sternzentrum: 7 a0 = 0; Lilp =0

Sternoberfliche: Py, _p, =0; Ty 5 =0

Das sind zwar vier bekannte Randbedingungen, aber da nicht alle fiir dasselbe r bzw. M,
gegeben sind, ist ein iteratives Losungsverfahren erforderlich:

Wikle 4 Po=Ply _o; To= Ty o und inte.griere. nach auﬁ.en
® R.=7|y _p, 5 Le = Ly -y, und integriere nach innen
4_[ Ergeben sich in beiden Féllen dieselben Losungskurven? J
nein
ja
[ Losung gefunden J

Abbildung 3.9: Tteratives Losungsverfahren fiir das Sternaufbau-Gleichungs-
system.

Bemerkung: Verbesserte d&ufliere Randbedingungen erhilt man durch Anpassung an eine Sternat-
mosphére (s. Kap. 5.3).

Bemerkung: Im Falle mechanischen Gleichgewichts, also fiir polytrope Gaskugeln, lassen sich
die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung zu einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung (Lane-Emden-Gleichung) reduzieren. Die Integration ist in diesem vereinfach-
ten Fall wesentlich leichter (und nicht iterativ), siehe Ubungen.

3.4.3 Standardmodell der Sonne

Fine numerische Lésung der in 3.4.1 beschriebenen Grundgleichungen mit den Randbedingun-
gen aus 3.4.2 liefert fiir die Sonne:
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W
c [L A
kg }
CNO-Zyklus + pp-Zyklus
1,5 F%(1,2%)

| |
T T
1 2
sRe sRe Re

Abbildung 3.10: Verteilung der Energieproduktion innerhalb der Sonne.

1,0 |

0,5

0,36,

|
iQ@ Rg

=T
©
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|

T
~0,1Rg
~ 0,25R

Abbildung 3.11: Leuchtkraft- und Massenverteilung (& Massenanteil
von Wasserstoff) in der Sonne.
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plkg/m’] T [K]
A

A
10° 7 107+
103 106
10' 1 10°
1071 10%
"""""" } } >
iR, 2Ro Rg
Kern Strahlungstransport Konvektion Sonnenwind

Abbildung 3.12: Temperatur- und Dichteverteilung in der Sonne.

3.5 Nicht-Standard-Modelle

Zur Losung des Neutrinoproblems' sind Modelle mit wesentlichen Abweichungen vom Stan-
dardmodell vorgeschlagen worden. So werden z.B. diskutiert:

(1) geringerer Heliumanteil = weniger Neutrinos aus ppll und ppIII
Probleme:

e nicht in Ubereinstimmung mit , primordialer” Heliumhéufigkeit (direkt nach Urknall)
e resultierende solare Oszillationsfrequenzen weniger gut in Ubereinstimmung mit Be-
obachtung als Standardmodell

(2) schnell rotierender Kern = zur Stabilitdt notwendiger thermischer Druck kann geringer
sein (Zentrifugalkraft!) = geringere Temperatur = weniger Neutrinos aus ppll und ppIII
Problem:

e bendtigte Rotationsfrequenz sehr hoch = Abplattung des Kerns = Quadrupolmo-
ment des Gravitationsfeldes = zuséitzliche Abplattung des gesamten Sonnenkoérpers:
nicht beobachtet

(3) starkes inneres Magnetfeld (Konsequenz aus (2)) = magnetischer Druck = geringerere
Temperatur (wie (2)) = weniger Neutrinos aus ppIl und ppIII
Problem:
e kleinskaliges (~ 0,2Rs) Magnetfeld kann im gut leitenden Sonneninneren nicht beste-
hen: ,, Zerfallszeit” viel kiirzer als Sonnenalter

= ,,Standard-Modell” bisher das beste!

1
~ % der erwarteten v. werden gemessen
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4 Entwicklung der Sterne

Zum Studium der Entwicklung der Sterne — und natiirlich auch der Sonne als Hauptbeispiel
— hat sich eine aus der Beobachtung abgeleitete Darstellung der stellaren Zustandsgrofien
wie Leuchtkraft, Oberflichentemperatur, Radius und Masse (bzw. deren Kombinationen) als
besonders zweckméflig erwiesen. Diese Darstellung ist:

4.1 Das Hertzsprung-Russell-Diagramm (HRD)

Hertzsprung (1905), Russell (1910): Verteilung von Leuchtkréften und Spektraltypen (s.u.) der
Sterne nicht uniform.

Russell (1913): erstes Hertzsprung-Russell-Diagramm

Spektraltyp

log (%)

Absolute Helligkeit

Leuchtkraft

- +10

I I I I I

I
4,0 3,5
lo > X ) y
g( K ) Effektive Temperatur
!,//;;//I; Population I ("jung”) ------ Population IT ("alt”)

Abbildung 4.1: Prinzipielle Struktur des Hertzsprung-Russel-Diagramms.

Erlduterungen zum HRD:

(1) Die Linien gleichen Radius ergeben sich aus der Uberlegung, dass an der Sternoberfléiche
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gilt:
L. =4 R ¢g

Unter der Annahme von Schwarzkorperstrahlung (Planck-Formel!) gilt das Stefan-Boltz-

mann-Gesetz, d.h.:
W

m2K*
Dabei ist Tep die effektive Temperatur an der Sternoberfliche (2 die Photosphére im
Falle der Sonne, s.u.). Damit folgt:

L. N T\
Lo Re Tegr 0

T,
log(L ) 2log(R )+4lo 7
Lo Ro Tepr 0

= Sterne mit gleichen Radien liegen auf Geraden im HRD.

ps=0-T ; o0=567-107°

bzw.

Die Einteilung in Spektraltypen Sp geht auf eine historische Klassifikation von Stern-
spektren (nach der Stdrke bestimmter Spektrallinien wie z.B. der Balmer-Serie fiir H)
zuriick, die erst spéter als (effektive) Temperaturskala erkannt wurde. Es gilt in etwa:

Sp O B A F G K M
Tem [1000K] 50-30 30-10 10-7 7-6 6-5 54 4-3
Die Sonne ist vom Spektraltyp G (genauer: G2V) und hat T,p = 5770 K.

Urspriinglich sah man diese Ordnung als Entwicklungssequenz; daher bezeichnet man O-
und B-Sterne als frithe und K- und M-Sterne als spédte Typen, obwohl dies nicht mehr
auf eine zeitliche Entwicklung hinweist.

Mit Population IT bezeichnet man Sterne, die in der Frithphase des Kollaps der ,,pra-
galaktischen” Wolke entstanden sind. Sie sind demzufolge ,,metallarm”, d.h. enthalten
urspriinglich einen nur geringen Anteil von Elementen schwerer als Wasserstoff. Sie sind
zudem fast sphérisch im galaktischen Halo verteilt. Typische Vertreter sind Mitglieder
von Kugelsternhaufen.

Die jiingere Population I wurde spéter aus dem dann mit ,,Metallen” angereicherten
interstellaren Medium gebildet. Thre Entstehung zu einer Zeit fortgeschrittenen Kollaps
spiegelt sich auch in ihrer rdumlichen Verteilung wieder: man findet sie zur galaktischen
(Haupt-) Ebene hin. Schematisch gilt also:

Abbildung 4.2: Schematischer Aufbau der Milchstrafle.
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(4) Das HRD ist ein Zustandsdiagramm, d.h. kein Entwicklungsdiagramm. Eine lokal er-
hohte ,,Sterndichte” im HRD zeigt an, dass Sterne vergleichsweise lange durch die ent-
sprechenden Zustandsgroflen charakterisiert sind — es ist also wahrscheinlich, Sterne in
diesen Zustinden zu finden. Umgekehrt weisen die ,leeren” Bereiche des HRD auf rasche
Anderung der Sternzustéinde hin — nicht aber darauf, dass diese Kombinationen unméglich
sind!

Bemerkung: Es gibt auch so genannte Population IIT - Sterne, mit denen man die (bis-
her unbeobachtete) erste Generation von Sternen im Universum bezeichnet. Der élteste
bisher (2015) bekannte Stern ist 13,6 Milliarden Jahre alt und Pop-II-Mitglied!.

4.2 Sternentwicklung

4.2.1 Grundidee

Die zeitliche Entwicklung eines Sterns kann als Sequenz (quasi-) stationiirer Zustidnde
berechnet werden, d.h. die zeitliche Anderung (im Wesentlichen der chemischen Zusammen-
setzung infolge der Kernfusion) erfolgt so langsam, dass der Zustand einer Sterns zu einem
gegebenen Zeitpunkt in der Regel (mit der dann vorliegenden chemischen Zusammensetzung)
geméf der (statischen) Grundgleichungen (I) - (V) gegeben ist.

Entwicklungssequenzen erhilt man demnach durch die Berechnung von relativen Element-
haufigkeiten X; als Funktion von ¢ und r (oder M, ) bzw. den zeitlichen Anderungen X;(t,r).
Fiir das Wasserstoffbrennen gilt z.B.:

Xnu=-—————¢crpp(Xu,Xue,r) = —Xpe

QH,H@

Es gibt nun Entwicklungsphasen, bei denen die zeitliche Anderung von ey (sieche Gleichung
(IT)) nicht nur durch € pysion =: €, sondern auch durch € gontraktion =: €k signifikant beeinflusst
wird. Es gilt allgemein:
dQ (dU dV) ds
EK =——FT =— P

v\ ra) Ty

mit Q: Wirmemenge pro Masseneinheit, U: Innere Energie pro Masseneinheit, V: Arbeit zur
Volumenénderung pro Masseneinheit, S: Entropie pro Masseneinheit

Wegen
du v dAT A N cpy = spez. Wirmekapazitét pro
p d‘g =(ép-¢éy)dT'-Vdp Masseneinheit bei konstantem
V=- Druck bzw. Volumen
P

folgt weiterhin:

dt

. (dT) 1 (dP) _ ds Nettoenergieerzeugung
=P~ 14 | (mit Kontraktion)

EN=EFt+EK =EF—Cp + - —
p \ dt

Damit lautet die Grundgleichung (III) (vgl. 3.4.1):

o __ . (d_T)+1(d_P)
av, P Nar ) T o\

18.C. Keller u.a. (2014). ,A single low-energy, iron-poor supernova as the source of metal in the star SMSS
J031300.36-670839.3“. In: Nature 506, 463—-466
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Waéhrend im statischen Fall % ...) = 0, miissen fiir Entwicklungssequenzen ggf. die beiden
Zusatzterme beriicksichtigt werden.
Bemerkung: In der Praxis werden die Zeitableitungen diskretisiert:

L AX
CTOAL

und - -
dL T-T 1P-P

NeEp—C +—
aM, " TTAr T AL

wo T, P die Ergebnisse des vorangegangenen (quasi-statischen) Modells sind.

4.2.2 Entwicklung der Sonne

Berechnet man die zeitliche Entwicklung der Sonne gemifl der beschriebenen Modellvorstel-
lungen, so ergibt sich folgender ,, Weg” im HRD:

L
log (L@ ) /—Ende des Massenverlusts (C-O-Kern)
+4 + +10° —grofiter Radius: R ~ 240R
lanet. . : M
; \131:1;151 Roter Riese: Mg = —1076 Ja}(?r
+o T Einsetzen des ”He-Brennens”
2-Schalen-
BCreir?er:ln\ (Massenverlust: ~ 0,1M)
+2 1 $+10* ;
+1+ 10°
0T Track”
0 Jahre
-1 7 "H-Brennen”) 3/ ”Henyey-Track”
I
9+ weifler Zwerg IHayashi-Linie
mit 0,6 M¢ I(Beginn der 2.
I quasi-stat. Phase)
-3 + I
6
4+ kollabierende § — 19
Wolke
I I I I I
5t 4 3 2 1 Tegr
log ( %

Abbildung 4.3: Entwicklungspfad der Sonne im HRD.

Bemerkung: Rechts von der Hayashi-Linie ist kein hydrostatisches Gleichgewicht moglich.

Bemerkung: Es kommt nicht zu einem C-Brennen, da Zentraltemperatur zu niedrig.

4.3 Endpunkt der solaren Entwicklung

Modellrechnungen sagen, dass fiir 0,5 § %* 4 die thermonukleare Entwicklung mit dem

He-Brennen endet, d.h. es bleibt im Kerngeblet ein C-O-Gemisch, welches aufgrund der zu
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niedrigen Temperatur nicht fusioniert (Rote-Riesen-Phase). Die noch Wasserstoff-reiche Hiille
wird als Sternwind abgegeben, und es bleibt ein C-O-Kern zuriick (2 Zentralstern in ei-
nem planetarischen Nebel). Der C-O-Kern entwickelt sich zu einem sogenannten Weiflen
Zwerg.

4.3.1 Der Zustand des C-O-Kerns

Ein C-O-Kern ist charakterisiert durch pco 2 107% (» 100pp,). Bei derart hoher Dichte
verliert die Zustandsgleichung des idealen Gases ihre Giiltigkeit, weil die Impulse bzw. Energien
der Gasteilchen geméfl der Quantentheorie nicht beliebig klein sein kénnen, sondern einen
minimalen Wert haben, den Fermi-Impuls pr bzw. die Fermi-Energie Er:

Es gilt das Pauli-Prinzip:

In jedem Volumenelement h® (h = 6,63-1073* Js 2 Plancksches Wirkungsquantum) des aus
Orts- und Impulsraumkoordinaten gebildeten Phasenraums (7,p) kann es nur zwei Fer-
mionen (= Spin-1/2-Teilchen: z.B. Elektronen, Protonen, Neutronen) verschiedenen Spins
(£1/2) geben.

2
Ein Zustand mit der maximalen Phasenraumdichte 73 heifit vollstindig entartet.

Das von einer im Orts- und Impulsraum jeweils sphérischen Phasenraumverteilung von N
Teilchen eingenommene Phasenraumvolumen Vy, ist:

4 4
Vph = §7T R3 gﬂp?naz
und es muss gelten
N 2 Nh3 4 47 4 4T 4
— < — Voh>——=-1R°—pp =V -—
7 R s T M R

Der Teilchenimpuls pyq; ist also — bei festem Ortsraumvolumen — nach unten begrenzt:

3\ N
Pmaz 2 PF = h (8_7'(') n1/37 n= V

Es gibt dann eine zugehorige kinetische Fermi-Energie der Teilchen (mit Masse m):

2 2/3
ﬁ h—(i) n’® v<«c (nicht-rel.)
Ep={ 2m - 2m 87r1/
3
PFC he (83) n'®  wge (relativ.)
7r

Entartung liegt vor, wenn die Fermi-Energie gegeniiber der thermischen Energie nicht mehr
vernachléssigbar ist.

Beispiel: (a) heutiger Sonnenkern: Ey, = kT ~ 1keV

& Poe 1032 -3
mp
= Erp~0,3eV = nicht entartet

Ne = Ny

= Fpe.~0,5keV =  schwach® entartet im Kern, sonst nicht

(b) zukiinftiger C-O-Kern:
Reco $0,1Rg (siehe 4.2.2)

= ne,p(C‘O‘Kern) 2 103ne7p(heute)
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= Efy ~ 30eV = nicht entartet
= Er. ~50keV = entartet!

= Elektronengas im C-O-Kern ist (fast vollstindig) entartet.

4.3.2 Der Ubergang zum Weilen Zwerg

Ein stabiler Endzustand ergibt sich, wenn die Gesamtenergie eines Sterns Ey.s = U + Eg
(U = innere Energie, Eg = Gravitationsenergie = potentielle Energie) fiir einen bestimmten
Zustand minimal wird. Im Falle der Entartung (die ja beim C-O-Kern bereits vorliegt) ist
U im Wesentlichen durch die Fermi-Energie der Elektronen gegeben (d.h. thermische Energie

von Elektronen und Ionen sind vernachlissigbar = T' ~ 0).

M, N,
Also (Ne: ;o= 3):
HeMMyp §7TR*
2/3
M, ‘ 2 (3)2/3 3M*/u§mp ONRMf/gR;Q
_ _ ) Hemp 2me \8T AT R
R Y 3\"(3Mfnemy\ " [
- -hc(—) ( - “Zmp) CrM," R}
HeMyp 8 4T R3]
M2
Mit Eg = _3GM, (siehe z.B. 3.2.3) folgt:
5 R*
Cun MP B2 3G R
E!]es = 43 35
CrM/)° R;' - gGMf R;!
Mit der Bedingung:
[Bedingung fiir Minimum in Egesj
(s) 10 Cng
53 peg , O 2 p-2 R, = —
dEges —2CNR M* R* + 5GM* R* _ 3 GM;/‘S
1 3 = 3
dR. 2CR MIPR2 ¢ §GM3 rR:2 |©) M, = (?@) & = Mgy,
5 H\3 G

Im nicht-relativistischen Fall ergibt sich also fiir einen bestimmten Sternradius ein stabiler
Zustand. Fiir die Sonne findet man R, ~ 1072Ry. Die Sonne wird also zu einem stabilen
weiflen Zwerg werden.

Bemerkung: Im relativistischen Fall gibt es nur dann ein Gleichgewicht, wenn M, < 1,44Mg
ist. Sterne mit Massen grofler als diese Chandrasekhar-Grenzmasse My, kontra-
hieren weiter und entwickeln sich schliefilich zu Neutronensternen (M S 3Mg) oder
Schwarzen Léchern (M 2 3Mg).

Exkurs: Chandrasekhar-Grenze

Offenkundig gibt es fiir den relativistischen Fall keinen ausgezeichneten Radiuswert;
5Cgr

3/2
stattdessen erhilt man formal eine Grenzmasse My, = (36) , fir die gilt:
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Eges(M. s Mcp)s0 < Innere Energie U § Gravitations-Energie Eg

Diese Betrachtung gilt allerdings nur néherungsweise, da die Fermi-Energie Er lediglich
fiir die Grenzfiille v << ¢ und v § ¢ bestimmt wurde und nicht fiir den Ubergangsbereich
zwischen nicht-relativistischer und relativistischer Beschreibung. Eine exaktere Berech-
nung (siehe Scheffler & Elsésser VI 3.6) liefert:

M,m.c?

HeMMp

Ey

256 s s

U43m\"*  hM?
e (2
2mmecmy e

Eges
EU ‘ ! \
sl
\ N
\ \
L0 WMCF 0,5 | stabiler
\\W "“_P”’::,,f‘J Zustand
05+ -
—_— —_—
/1/0/#’"’;,,#'*‘"’# \Gravitations—
04 o l> Kollaps
115
e
,/ ] ) ’.&
1 9 Eo

Abbildung 4.4: Energie-Radius-Beziehung fiir verschiedene Sternmassen.

Im Parameterbereich des Gravitations-Kollaps verliert die Bestimmung der Grenzmasse
nach Chandrasekhar ihre Giiltigkeit, da dann die Atomkerne zu dissoziieren beginnen.
Das entstehende ,,Neutronengas” kann dhnlich wie das Elektronengas behandelt werden
= Neutronenstern oder Schwarzes Loch.
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5 Sternatmosphéiren

Zur genaueren Beschreibung von Sternatmosphéren ist eine Theorie des Strahlungstransportes
erforderlich. Eine entsprechende Beschreibung erlaubt auch eine verbesserte Formulierung der
in 3.4.2 behandelten Randbedingungen von Sternmodellen.

5.1 Grundgleichung des Strahlungstransportes

Fiir den Fall kugelsymmetrisch verteilter Sternmaterie gilt:

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der
Sonnenatmosphére.

Aus den Uberlegungen

dl, = (aly)err

or
folgt:

(2
ov

Sei I,,(r,9) die monochromatische Strahlungs-
intensitidt beim Sternmittelpunktsabstand r in
Richtung § (geneigt um den Winkel ¥ gegen die
lokale Normale 7).
Dann gilt fiir die Anderung der Intensitiit pro
Wellenldnge ds:
% =-k, I, +¢e,

mit k,: Absorptionskoeffizient [%] bei Fre-
quenz v

€,: Emission pro Léngeneinheit bei Fre-
quenz v

)d19 ; dr=cos?ds; rdd=-sindds

cosV

oI, B sind 01,
or r  0U

=-k, I, +¢e,

Strahlungstransportgleichung

(i) Mit den Definitionen

ergibt sich die (integrale) Form:

COS

, Gesamtstrahlungsintensitéit”

ol

or

,,Opazititskoeffizient”
,,Nettoemission”
sind 01 -
—=-kl+¢
r 0v
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(ii) Da die Sternatmosphire diinn im Vergleich zu ihrem Abstand vom Sternmittelpunkt ist,

gilt weiterhin (r - oo, 0¥ - 0)

i I I
sin Y 3_ < cosV 8— 2, planparallele Schichtung*
r O0U or

sodass es geniigt zu betrachten

9 g hT+ Transportgleichung fiir die Gesamtstrahlungs-
oSV or T | intensitit in einer planparallelen Schicht

Im Falle des thermodynamischen Gleichgewichts gilt:

. oI
,Abstrahlung” = ,Absorption” = e=kl = el 0
r
Dann gilt:
== [Lav- [ B =21~ B
k
0 0
mit: .
2h h -
B,(T) = e (2) -1 ,Kirchhoff-Planck-Funktion”
kT

Im Allgemeinen ist € # kI und man setzt an:

7 _
cos ¥ Z— =-kl+kB=-k(I-B) |Strahlungstransportgleichung (ST)
r

5.2 Die optische Tiefe

Da eine Sternatmosphire geometrisch diinn ist und nur wenig Masse (im Vergleich zur Stern-
masse) enthélt, sind weder r noch M, geeignete unabhéngige Variablen zu ihrer Behandlung.
Man definiert daher

oo

f T k'p dr’ | Optische Tiefe

8

E=FKp

Aufgrund der stark variierenden Dichte in der Sternatmosphére variiert auch 7 hinreichend
stark und ist somit eine geeignete unabhéngige Variable.

Bemerkung: Es wird auch

t
T(t):fEdt’; t=to—r; dt=-dr

mit der geometrischen Tiefe ¢ verwendet.

In diesem Zusammenhang bezeichnet man 7 als optische Dicke (der oberhalb ¢ liegen-
den Schicht).

Die Strahlungstransportgleichung (ST) kann wegen dr = —k dr dann geschrieben werden

als:

oI Benutzt wird auch dI ,
cosﬂE—I—B die Notation: cosﬁE—I—B (ST?)
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Fiir einige Betrachtungen ist es zweckmifBig, die folgenden Momente (gebildet als Integrale
iiber den Raumwinkel d2) zu verwenden:

1
J= o [ I(1,9) dQ = gemittelte Strahlungsintensitit ,,0. Moment”
T
g = f I cos?) dQ2 2 Energiefluss (= const.) ,, 1. Moment”
1
k=— f I cos? 9 dQ ,,2. Moment”
47
mit denen aus (ST’) folgt:
d
dos _ 47 (J-B) ~0
-
ST77
a1, s
ar  4n'?

5.3 AuBere Randbedingungen fiir Sternmodelle
Ausgehend von der Eddington-Niherung
I(1,9) = In(7) + cos 9 I1(T)

folgt fiir die in 5.2 definierten Momente:

1 1
J:—f}on +—f11 cos® d) = T,
4 47
-0

4
gbgz/[o cos v df) +/Il cos® dQ:?WIl:const.

| —
=0

1 1 1
k:-/[ocos?ﬁd(z +—f11 cos 9 dQ = =1,
47 47 3

—_————
=0

Damit ergibt sich aus (ST”):
dk_ ¢s ‘f dr

dr — 4r
1 3
:>k(7')=¢—57'+6:—0 = Io(T):ﬁT-‘rC
47 3 47

und o
J=B < Iy~=-T"
T

Bei 7 = 0 sei die Abstrahlung ausschlieflich nach aufien (obere Halbebene) gerichtet, d.h.

¢s =2nwly = c=@
27
Damit und mit ¢g = 471;“;%2 folgt
L, 1
ZT4=%T+@ = T4=—(§T+—)
T 4n 2 ArR?20 \4 2

Durch Vergleich mit
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L2

*

T, = —*
eff A1 o R?

ergibt sich, dass die ,,Sternoberfliche” bei

3 2
-T+=-=1 = 7==
4 2 3

liegt. Die Gleichung fiir T¢p soll durch eine verbesserte Randbedingung fiir den Druck an der
Sternoberflédche erginzt werden.

dp GMTp dp GM,p G M,

dr r2 | dr  kr2 T k' r2
dr:—d% k=Fkp
An der Sternoberflache gilt:
2
dp  GM, F
dr = k' R?
womit folgt:
%3
2 2
=) -p0) = - f dr = L
p(S) p()‘ (3) [ OkT

Offenkundig ist also die Kenntnis der Opazitét fiir die Bestimmung der Druckrandbedingung
notwendig.

5.4 Die Opazitit

Die Opazitéit kann iiber

r 1 dB, 1
[ ]{;_V T v Rosselands
0

mittleren

d
[ dB, dv Absorptionskoeffizienten
dr
0

bestimmt werden.

Mit B, aus 5.1 und einer Analyse von Absorptions- (o) und Streuquerschnitten (og) fiir

Photonen an Atomen (mit Anzahldichte n;) und Elektronen (n.) erhilt man (u = Z—;)

-1
r 150 exp(u) /4 (exp(u) —1)2

du
(1-exp(u)) 201 +Osne

el
Il

Die Opazitét ist z.B. in der ,,Astrophysical Opacity Library” tabelliert, urspriinglich aber nur
fir T'>1eV, also T' 2 11600 K, also nicht fiir die solare Atmosphére.

Die Liicke hat Kurucz geschlossen, der Berechnungen fiir 7' = (5500 - 50000) K vorlegte.
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5.5 Strukturierung der Sonnenatmosphére

Ahnlich wie bei der Erdatmosphiire kann das Temperaturprofil zur begrifflichen Strukturierung
verwendet werden:

5.5.1 Anschluss an Standardmodell (vgl. 3.4.3)

‘ g = A
/ Q
/ g"Uv 5
J/ ﬁ-gil% S{
L4 _____XF T __ D
0
2
] — = “8 L0
° = &85 =
2o T 28 A S TS T
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Abbildung 5.2: Temperaturprofil der Sonnenatmosphire.
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5.5.2 Photosphiire, Chromosphire, Ubergangsregion und Korona
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Abbildung 5.3: Strahlungsprofil der Sonnenatmosphére.

Bemerkung: Die Energie der Sonnenstrahlung wird durch Kernfusion im Kernbereich der
Sonne (R < 0,2Rg) erzeugt. Diese urspriinglich im ~-Bereich liegende Strahlung (vgl.
3.3.4) wird aufgrund der hohen Dichten im Sonneninneren und der dadurch bedingten
kleinen mittleren freien Wegléinge der Photonen (Ipposon ~ 1073 m) stéindig gestreut, also
absorbiert und (stufenweise) re-emittiert. Daraus ergibt sich
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(1): VergroBerung der Photonenzahl
(2): Verringerung der Frequenz, bzw. Verldngerung der Wellenlidnge

Kern:  Eppoton ¥ 1MeV, Ax10"2m (v)
Atm.: Eppoton 1€V,  A~107"m  (optisch)

Bemerkung: Bei streuungsfreier Abstrahlung wiirde die ~-Strahlung der Kerns direkt ab-

strahlen und vom Kern zur Oberfliche nur etwa t » % N % ~ 2,3s bendtigen.
S

Tatséchlich, also mit Streuung, die ndherungsweise als Diffusionsprozess beschrieben wer-
den kann, gilt:

1
D photon 3 lph c

R? R?
© :1_® ~5-102s~1,6-10° Jahre
glphc

= t=
DPhoton

Die beobachtete Strahlungsenergie ist also relativ ,alt”...
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5 Sternatmosphéren




6 Sonnenwind und Heliosphére

6.1 Der Sonnenwind

Aufgrund von Kometenbeobachtungen (Schweifausrichtungen) und erdmagnetischen Stérungen
wurde zunéchst eine sporadische, dann eine kontinuierliche Korpuskularstrahlung der Son-
ne vermutet. In Verbindung mit der Einsicht, dass die Korona nicht im (hydro-) statischen
Gleichgewicht sein kann, entstand daraus das Konzept einer (hydro-) dynamischen Beschrei-
bung, also des Sonnenwindes.

6.1.1 Gleichgewicht der Sonnenkorona

Wie in 5.5.2 gesehen ist die Korona (fast) vollstéindig ionisiert. Die somit vorhandene Vielzahl
freier Elektronen fithrt zu einer hohen thermischen Leitfihigkeit, die gemé&fl der Plasmaphysik
Ky, ~ T? mit (K] = ﬁ, und zu einem Energiefluss Fy, = —Ky, VT fithrt. Wegen der
Energieerhaltung gilt dann:

—

. d 5, AT
Fy =0 - 2T”/Z—):o
Vo Ein < @ (T ar

Mit den Randbedingungen im Vergleich zur Koronatemperatur (7}, > 10° K, vgl. 5.5) sehr klei-
ner Photosphéren- und interstellaren Temperaturen (T'(Rg),T1sp < T = T (Re) ~ Tisy ~ 0)
folgt:

T r - Rg 27
T(r) = T’“[(%)(rk_i@)] <y

_2/7
Tk(L) >

! l p T
! Tk 2' 3' Re

Abbildung 6.1: Schematischer Temperaturverlauf in der Sonnenkorona.

Verwendet man dieses Temperaturprofil zusammen mit der Annahme idealen Gases P = mik‘T
P
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in der Bedingung fiir das hydrostatische Gleichgewicht:
dP  GMoep - 1dpP _ _GMemp

dr r2 Pdr  KTr?
sodass:
- GM@'/TLP
P(’I“) = P(R@)exp —R[ W d?’"
®

Da das zuvor bestimmte Temperaturprofil nicht stirker als % abnimmt, ist ALI?O P(r) > 0,
woraus folgt, dass die Korona nicht im hydrostatischen Gleichgewicht sein kann. Diese
Erkenntnis fiihrte zur Aufstellung eines hydrodynamischen Modells der Korona und
damit zum Konzept des Sonnenwindes.

Exkurs: Hydrodynamik

Ausgangspunkt: Boltzmann-Gleichung (Vlasov-Gleichung, wenn (‘;—{)St“ﬁ =0)
one
of . - F . (M)
— +0v-V + —-V = | =
at " o m of ot /stose
Bemerkung: Die Vlasov-Gleichung kann aus dem Liouville-Theorem hergeleitet wer-

den:

Die Dichte D der Systempunkte in der Nachbarschaft eines gegebenen Sy-
stempunktes im Phasenraum ist zeitlich konstant.

Es gilt die Liouville-Gleichung:

oD
“— +{D,H} =

(mit der Poisson-Klammer {...}) und folgender Hierarchie von Verteilungsfunktio-
nen:

D D
[Ddgdp const.

1>

In=

N-Teilchenverteilungsfunktion

fi= f fn dg dps ... dqy dpy 2 1-Teilchenverteilungsfunktion

f=NFf N 2 Teilchenzahl im Gas

Damit folgt:

T 0 = i 0 (Vlasov-Gleichung)

Allgemein gilt:
df _of ofdr ofdv _(ﬁ)
dt ot ordt 0vdt \ 6t /susse
—— Y=
=0-Vrf zg.ﬁvf
also die oben angegebene Boltzmann-Gleichung.

Die Verteilungsfunktion f(7,0,t) kann wie folgt interpretiert werden:
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fd3 d3v 2 Zahl der Teilchen mit Ortskoordinaten in [#, 7 + dF]
und Geschwindigkeit in [9, ¥ + dv]

Dann gilt (ganz anschaulich):

N = ﬂ F(7,0.t) dBr 3o

1>

Gesamtzahl der Teilchen

n(rt) = f f(#,0,t) Ao 2 Teilchenzahldichte (0. Moment)
1

u(rt) = — [ O f(70,.t) d3v 2 Stromungsgeschwindigkeit (1. Moment)
n

Die Temperatur ergibt sich aus der kinetischen Energie der Teilchen im mit der Strémungs-
geschwindigkeit bewegten System

1 1
gk Tty = [ Sm(@-u? [ d (2. Moment)
n

= T(rt)———f(v @) f(7,0,t) d>v
Dabei bezeichnet ¢ = v—u die Eigen- bzw. Pekuliargeschwindigkeit der Gasteilchen.

Schliellich verallgemeinert man noch auf
(J_D)(F,t) = m/(f) -4)® (v -a) f(7,0,t) @>v = Drucktensor (2. Moment)

was im Falle anisotroper Strémungen von Bedeutung ist.

Bemerkung: Es lassen sich weitere Geschwindigkeitsmomente bilden (z.B. ist der Wérme-
strom das dritte); diese sind aber fiir eine einfithrende Formulierung der Hydro-
dynamik nicht erforderlich.

Die bekannteste Verteilungsfunktion ist die Maxwellsche, die sich im Falle verschwinden-
der StoBe (Vlasov-Gleichung) in der Gleichgewichtssituation ergibt, d.h. wenn ‘;—{ =
Sie trégt ihren Namen, weil sie erstmals von Maxwell (lange bevor die Vlasov-Gleichung

formuliert wurde) hergeleitet wurde.

Bevor diese Herleitung betrachtet wird, sei noch die (naheliegende) Definition der Ge-
schwindigkeitsverteilung (im Unterschied zur Phasenraumverteilung) gemacht:

f(7,0,t)
n(7,t)

g(7,0,t) =

Es gilt offenkundig

/g(rvt :—ff(f"ﬁt)dv— =

59_

Bemerkung: Im Falle des Gleichgewichts gilt natiirlich f = 0, sodass
IR G
g(7.0) = o)
n(7)

Zur weiteren Illustration ist es interessant, Maxwells urspriingliche Herleitung (1859/60)
nachzuvollziehen.

Maxwell setzte an:
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Sei N die Gesamtzahl der Teilchen und v, vy, v, die Geschwindigkeitskomponenten in
orthogonale (const.) beliebige Richtungen, also

U= 03€; +Vy€y + V€,

und sei
N g(vy) dug x (Vg0 + dug ]
N g(vy) dv, ¢ Zahl der Teilchen mit { y {-Komp. der Geschw. in { [vy,vy + dvy]
N g(v;) do, z [vz,0; + dv, ]
Dann gilt:

N g(vg) g(vy) g(v;) dvg dvy dv, = Zahl der Teilchen mit Geschwindigkeit in [, 0 + do]

Zahl der Teilchen pro infinitesimales

Einheitsvolumen C\;/gslélﬁrvbclﬁ(ilrg_

keitsraum

Da die Koordinatenrichtungen willkiirlich gew&ahlt werden kénnen, kann diese Zahl nur
vom Abstand zum Ursprung abhéngen, d.h.:

N g(vz) g(vy) g(vz) = Ngf)(vi-i-v; +v§) =No¢(v); v= /v% +U§+v§

Maxwell: “Solving this functional equation, we find:”

g(v;) = C exp(Av?) ;  ¢(v) = C? exp(Av?)

mit v? = va ;o ie{ry,z}
i

Bemerkung: Bei Maxwell findet sich keine explizite Herleitung der exp-Funktion als
Losung. Moglicherweise hat er diese einem Buch von Sir John Herschel, Sohn von
William Herschel, dem Uranus-Entdecker, entnommen.

Aus dieser Geschwindigkeitsverteilung g(v) = g(v.) g(vy) g(v.) ergibt sich die Maxwell-
Verteilung (= Phasenraumverteilung) zu:

m \*? mu?
FB) = n(F) g(8) = n(F) (M) exp (- sz) (Hier: T + T())

Eine verallgemeinerte Darstellung ergibt sich wie folgt. Auch hier gilt natiirlich:

11>

n(rt) = ff(?,ﬁ,t) d3v Teilchenzahldichte (0. Moment)
1
(i) = - f 5 F(7,5,0) o
n
1
T(Rp) = 2= f(f) —a)? f(70,) o
3kn

B t) =m [(a —d)® (5 a) f(i5) Ao

11>

Stromungsgeschw. (1. Moment)

1>

Temperatur (2. Moment)

11>

Drucktensor (2. Moment)

Offenbar gilt also fiir die Maxwell-Verteilung:

n(F)z[f(ﬁ,f) dgv:n(F)fg(U) Bu = fg(a) Bo=1
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Und damit:

oo (o]

477[9(6)1}2 dv = f h(v) dv=1; h(v)=4mg(d)v?

0 0

wobei h(v) als Haufigkeitsverteilung der Geschwindigkeitsbetrige interpretiert
wird:

h(v)a

dh(v)

= 87g(D)v — drg(B)v? s L
dv

kT

[2kT
=>v=\/— =tcw
m

» 0

cw

Abbildung 6.2: Schematische Héufigkeitsverteilung der Geschwindig-

keitsbetrége.
= S N2
- 2kT
= | fu(P0) = ng,(r) exp(—(” 2“) ) . ow=1/—— | Maxwellverteilung
T2 C%/V Sy m

Mit den bisher zusammengestellten Begriffen ist es nun moglich, die Grundgleichungen
der Hydrodynamik herzuleiten, ndmlich als Geschwindigkeitsmomente der Boltzmann-
(bzw. Vlasov-) Gleichung (a € Np):

/(...)17“ d®v  oder auch /() (B —u)* d3v
Wir betrachten zwei Gleichungen explizit:

(I) 0. Moment — Kontinuitéitsgleichung = Massenbilanz

g—{w-mm(%m) (3 feae @-

n:ff(ﬁ,ﬁ,t)d% - %+f(ﬁ-ﬁ,~)fd3v+§;f§vfd3v= f(%

=:P-L (production, loss)

) 3o
Stole

Fiir die beiden Integrale auf der linken Seite findet man:

U, 7 un- R RN
(V-(Ag) =67 - A+(A-9)0) @ @=%ff(r,u,t)vd3vj

f(ﬁm)fd%: [%(ﬁ-f)—f(%-v)]d%i%f@fd?’vl%(mj)
=0
|

U, 7 un-
abhéingig
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f Vo f dv = g_vf d3v = frﬁ g—f dv; dvj doy = If[f]iz dv; doy, T 0

i S (02) =0

Damit insgesamt:

% +V-(ni)=P-L| Kontinuititsgleichung

(II): 1. Moment — Impulsbilanzgleichung

of . . F . 5f) ‘ R 3
— . — = — cee d
@t+v Vrf+m Vof (& o /v( ) d°v

= S+ [9@-9)f dos [ (gv)f o= [5(5) g

=: Transferintegral I

In Komponentenschreibweise hat man:
0 R F . .
—(nu;) + fvi (0-V,)f v+ /vi (— . Vv)f d3v = (Ir);
ot m

Fiir die Integrale gilt hier:

/vi(ﬁ-@r)fd‘gvTf(ﬁ-@r)(vif) dgv:f Vo (G f) —vif (Vrr-0) | Ao
=0

U, T un-
i@vaiﬁfd?’vl@rf(ci+ui)(é+ﬁ)fdgv

=V, fciéfdgv+uif6fd311+ﬁ[cifd3v +u; 4n

=0 =0

=0, da |f;1\i£ﬂoo f=0 =f f% d3v
Also:
o 9 P F
n U; . - - oL - .
Uigy 1 8; + V,«-(E)]‘+uZ~VT-(nu)+n(u-VT)ui— E’n: (I7)q
T
Massen- N . 8’11,1 - R L= Fz T
— -V, (ni)+u;(P-L)+n—+(...);+u;Vy - (nid)+n (@-V,)u;——n = (I7); |:n

bilanz ~~r S ot AANAAAANNAA m
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da o 1

=— +(4- %H)+E+I—T E(P—L)
dt Ot p n o n

m

Bildet man in analoger Weise das 2. Moment, ergeben sich insgesamt folgende hydro-
dynamische Grundgleichungen (oft wird p = nm verwendet)

Op

or V(i) = (P=L)ym=qn

0
ot

%(pswv(psa):a-ﬁv(a 75) V(kVT)+q

- (pi) + V- ((pu)a) = f+V-F +di

die die Massen-, Impuls- und Energiebilanz quantifizieren.

Hierbei bedeuten:

—

f 2 Kraftdichte

€ 2  Energiedichte

gm = Massenquellen/-senken
qr 2 Impulsquellen/-senken
ge = Energiequellen/-senken

Zum Abschluss des obigen Systems wird noch eine Zustandsgleichung P = P(p,T)
benétigt.

Bemerkung: Die Losung dieser Gleichung ist erschwert durch ihre Nichtlinearitét.

6.1.2 Hydrodynamische Beschreibung der Korona
Parker’s (zu dieser Zeit (1958) vollig neuartiger) Ausgangspunkt:

Beschreibung der solaren Korona als hydrodynamische Stréomung. Daher lauten die Grund-
gleichungen:

Ip

Massenbilanz: Y +V-(pii) =0
- - M
Impulsbilanz: % +p(U-V)i=-VP - G pér
P ot r2

statt Energiebilanz: T = const.

Zustandsgleichung: P =2nkT  (,,2” da Plasmal)

Mit den Annahmen p = nm, sphérische Symmetrie und Stationéritét (%() =0) gilt dann:

1dn 1du 2

e I
r2d (rnu) 0 - n dr wdr r @
du dP GMmn du 2T 1dn GM
nmu— = —— — n—=-—-——_=——1 (IT)
dr dr 72 dr m ndr r2

Einsetzen von (I) in (II) liefert:

du 2kT 1du  4KT GM 1du (u2 ~ 2k:T) _4KT  GM

< =
dr m wdr mr 2 u dr m mr 72
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ldu Z(r)
wdr  N(u)

4kT M 2kT
, mit Z(r)z——G—z; N(u)=u?-"—"—=u?-¢?
mr T m

Bemerkung: Schallgeschwindigkeit ¢ ausgezeichnet.

Bemerkung: Gleichung gilt auch fiir u » —u (2 ,, Akkretion”)

Bemerkung: Gleichung nur sinnvoll 1sbar fiir N(u) #0 oder N(u) =0AZ(r) =0
Wegen:

4T GM
-

GM
0 = |re= Zm ,wkritischer Punkt”

|
Z(r) 0
(re) =0 < AKT

mre T

2kT [2kT
N(u.) ! 0 < ug -—=0 = |u.=1/— =c| ,kritische Geschwindigkeit”
m m

d
und lim Z(r)=0 = lim (_u) =0 wu(r— o0) = const.

r— 00 r—oo \ dr

ergibt sich folgende prinzipielle Lésungstopologie:

U A
Wind
N >0
Ue :
3 Akkretion
N <0 3 %Brisen
1
7 <0 Te Z >0

Abbildung 6.3: prinzipielle Losungstopologie der Stréomungsgeschwindigkeit
des Sonnenwindes.

Steigung(en) der kontinuierlichen Losungen in (r¢, u¢):

Idee: L’Hospital

4T 26
Ldu|  (dZ[dr)| = mr? r3
wdrly, (dAN/dr)|, ~ 5y, U

dr |y,

0

_ (du)2 _GM  2KT  (4kT)®  2kT (4kT)*  32k°T® §
o3 mr.  G2M2m3  GEM2m3  G2M2m3

Tec

(du) 4 (2k:T)3 2ud  w
dr /1y, G2M?\ m GM 1.

Bemerkung: =" fiir Wind-/Akkretionslosung
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Bemerkung: Die Differentialgleichung erlaubt auch, das Vorzeichen von 3—’; in vier Bereichen
eindeutig festzulegen:

T<r. | T>TC

| r<re | > du du
u<c|—>0] —<0

Aus  u<c|Z<0O,N<0|Z>0,N<0 folgt dr dr
u>c| Z<0,N>0|Z>0,N>0 us e @<0 d_u>0

dr dr

Damit liegt die grundsétzliche Losungstopologie fest, vgl. obige Abbildung.

Bemerkung: Die Existenz des Sonnenwindes wurde ansatzweise zuerst durch die sowjetische
Sonde Lunik 2 (1959) und endgiiltig durch die amerikanische Sonde Mariner 2 (1962)
nachgewiesen.

Mit dem Parker-Modell (und dessen moderneren, erweiterten Versionen) findet man die durch
Messungen bestétigten typischen Werte am Erdorbit:

n(1AE) ~ (5 - 10) cm™
u(1AE) ~ (400 - 600) km/s
T(1AE) = (50 - 100) - 10°K
Daraus ergibt sich ein kontinuierlicher Massenverlust der Sonne von:

y -14 M, k
Mw~—-(2-3)-107"fe (5107 %8)

Der durch Fusion und Abstrahlung bedingte Massenverlust ist allerdings etwa dreimal hoher:

Lo _1a Mo
— =~0,7-10 _—
2 ’ Jahr

Die Beschreibung anderer Sterne erfordert Erweiterungen des Parker-Modells, wie z.B. die
Erweiterung der Impulsgleichung um den Strahlungsdruck (siehe z.B. das Buch von Prialnik
(2000)):

Jdu_ 1dP_GM (| Eosr®
dr  pdr 12 cGM
Mit solchen und dhnlichen Modellen lassen sich typische Massenverlustraten abschétzen:

A

—5 1T /Rote I%Ioa{\é@c:
Riesen reihen-

sterne

Sonnen-
ahnliche
Sterne @ Sonne

4 5 6 log (

==Y

)

Abbildung 6.4: Typische Massenverlustraten in Abhéngigkeit der Temperatur
verschiedener Sterne.
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6.1.3 Erweiterung des Parker-Modells: Magnetfeld
Dessen Beriicksichtigung hat verschiedene Konsequenzen:

(1) ,,Dipolfeld” der Sonne wird deformiert:

[ﬁ e Nahe der Sonne:
- — Plasmaeinschluss
B e Wenn kin. Energiedichte des Sonnenwin-
-— —_— des grofler als mag. Energiedichte:
— Feld wird mitgenommen (,einge-
froren”)
l — Solares wird zu heliosphérischem
Magnetfeld

Abbildung 6.5: Dipolfeld der Sonne.
(2) Rotation bewirkt grofiriumige Spiralstruktur:

e Raumfestes Bezugssystem
— radiale Windexpansion
— Rotation des Magnetfeldes
e Mitrotierendes Bezugssystem
— Stréomung und Magnetfeld spi-
ralférmig
— ,, Eingefrorenheitsbedingung”: kei-
ne Relativbewegung von Stromung
und Magnetfeld

Abbildung 6.6: Spiralstruktur des solaren
Magnetfeldes.

. . : Lol .
Eingefrorenheitsbedingung = 1, =vp, < wvpcosy =usiny

3tan¢:v_B:M
u

Beobachtung bei
Py(0) hat v =QRe
Zusammen mit der Divergenzfreiheit fithrt das auf das interplanetare oder heliosphi-
rische Magnetfeld (Parker 1958):

2 ro\? /. .
B:Bo(—) (er—tanwe,j))
r

(3) Zusétzliche ,,kritische” Punkte (Flichen):
... bei u = Geschwindigkeit der langsamen und schnellen Magnetoakustischen Wellen und
der (Scher-) Alfvén-Welle (s. Kap. 9.2). Dies fiihrte zum Weber & Davis (1967)-Modell.

6.2 Die Heliosphire

Aufgrund der Existenz des Sonnenwindes stellt sich die Frage nach dessen Anpassung an
das umgebende interstellare Medium (ISM).

Die Behandlung dieses Problems erfolgt praktischerweise im Ruhesystem der Sonne. In
diesem blédst aufgrund der Relativbewegung der Sonne und des lokalen ISM ein sogenann-
ter interstellarer Wind. Aufgrund der Wechselwirkung der beiden Plasmastréomungen
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wSonnenwind* und ,,Interstellarer Wind* fiillt ersterer eine in etwa tropfenférmige, in
Stromungsrichtung des interstellaren Windes elongierte Blase, die Heliosphire. Letzere ist
ein Beispiel fiir Astrosphéren, also entsprechende Plasmablasen im ISM um andere Sterne,
die heute indirekt auch beobachtet werden.

Die Heliosphére ist berandet durch die sogenannte Heliopause, die den Rand derjenigen
Region bezeichnet, die von der Sonne (bzw. ihrem Plasma) dominiert wird. In gewisser Weise
endet die Sonnenatmosphére erst dort.

Bemerkung: Es ist eine ,,Interstellar Probe” geplant, die noch in der ersten Halfte diesen
Jahrhunderts die Heliosphére ,,lebend”, d.h. daten-iibermittelnd, verlassen soll. Sie wird
also die erste ,,echte” astrophysikalische Sonde sein.

6.2.1 Struktur der Heliosphire

Wie schon frither in der Vorlesung beschrieben, ist die Heliosphire derjenige Bereich des
zirkumsolaren Raumes, der vom Sonnenwindplasma dominiert wird. Die globale Struktur der
Heliosphire ist bestimmt durch:

e den Sonnenwind (SW)
e das (lokale) interstellare Medium (LISM)
e die Relativbewegung zwischen Sonne und LISM

Im Ruhesystem der Sonne gilt schematisch:

Heliosphérischer

Schock

(= Terminations-
Schock)

(Uberschall- ‘) J 0
Expansion) — e (Unterschall) [ (Uberschall)
- - -~
_____ j - —ﬁeliopauS/
(Unterschall- Bugsto3welle

Expansion)

Abbildung 6.7: Schematische Struktur der Heliosphére.

Typische Skalen in ,,upwind”-Richtung (siehe Skizze):

e Terminations-Schock bei r~ 90 - 100 AE
e Heliopause bei r~ 150 - 200 AE
e Bugstofiwelle bei r~ 200 - 400 AE

Bemerkung: Die Strémung in den subsonischen Regionen der Heliosphére lassen sich nach
einer Idee von Parker wiefolgt beschreiben:

(I) Sonne = Punktquelle einer Plasmastromung
(II) LISM 2 Homogene Plasmastromung
(III) Stréomungen im subsonischen Bereich inkompressibel und wirbelfrei

Dann gilt:
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Vxii=0= ii=-Vo
Mit dem Geschwindigkeitspotential:

N Zyl- Kupisy
o(7) Ko%rd P(p,2) = —\/ﬁ T ULISM*Z
: z —
P Homogene

%(_/ .
Punktquelle Stromung

. _ Kpurisv . urism .
= u(p,z) - Vo = pr?’ Cpt—33 (Kz—r?’)ez

Dieser Ansatz beschreibt das in Abb. 6.8 gezeigte Stromungsfeld:

p
A

Termination- _ - 1
Schock 7

/
// Bugschock

/

Abbildung 6.8: Schematische Schockstruktur der Heliosphére

Exkurs: Stoflwellen (= Schockwellen = Schocks)

= Orte ,sprunghafter” Anderungen der Zustandsgrofien eines Gases bzw. Plasmas mit

Massendurchfluss

Betrachte 1-D, stationdre Gasstromung in z-Richtung ohne Quellen und Senken (4 =

uéy)
Region 1 | Region 2
|11 | > || Anschaulich: Infolge der Abbremsung erfolgt eine
p1 < 02 Verdichtung (Massenerhaltung) und Erwirmung
Ty < Ty (Energieerhaltung) des Plasmas und insgesamt da-
P < P mit auch eine Druckerh6hung (Zustandsgleichung).
StoBwelle

Also:
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a — =N
* - . M du d
pg—erp(vj-v)qj: —VP—%& Snmué :—£ (I)
~—
«|vp|
Energiebilanz: = Ld(pu) = ud_p (E)
v-1 dzx dzx

Integration liefert:

(nu)1
d
J (%2 as o= o =

K
(K) T
(nu)a
u d(nu) dp
(I) MU = 0 L(mnu?+p)=0
| —
hick
Sl te = mnyu? +p1 = mnau3 + pa

K,I 3
® 2 dlpu) _ dp _ 0D v dlpu) K md(nw’)
vy-1 dz dz vy-1 dx 2 dx

m 3
uip1 + —N1uy

= il Ugp2 + Engu% =
v-1 2 v-1 2
u? nmu? f+2
Mit der Machzahl M = — = M? = — = , Y= (f 2 Zahl der
o P f
Freiheitsgrade)
) 2 2 p2  1+~yM;
= p1(1+~yM7) = p2(1 + v M. e
(LeM) =pa(i4nM) = 22

(E) 1 1
(1 + 5(7— 1)M12) = Ugpa (1 + 5(7— 1)M22)

= uip1
usp2 (K) mp2 p=nkr Tp _ 2+ (y-1)M7
up1 n2p1 v 2+ (y-1)M3

Danun v=Mc ~ M\/T, folgt weiter

@E(%) Tz _ 2+ (y-1)M}
ny \M )\ Ty 2+ (y-1)M3
! _ 2+ (y-DM

uy
. = M2 =
Andererseits = M 2yM2 - (y-1)
ur _pTy 1+ (y-DMj2+(y-1M}
wu pen 1+ (y=1)M7 2+ (v - 1M

Und somit schlieB8lich:
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6 Sonnenwind und Heliosphére

Uz N1 2+(’)/—1)M12

ur ny  (y+ )M

2 2ME-(-1) Huoniot-
P v+l Beziehungen
T [2+ (- DME][29MF - (v-1)]

T (v +1)2M7

Im (oft vorliegenden) Fall, dass v = % (1-atomiges Gas = f =3) und My > 1:

U nlN'y—l 1

Ul_n2N7+1:1
P2 2 2 5!

o A+l 1=3 12 > 1 2 starker Schock

T - 1) M? 2y M?
_2%('7 ) 1721:£M12 >1
T (1+’}/)2M1 16

Eine Abschitzung der oben genannten Skalen erfolgt mithilfe der signifikanten
Plasmaparameter.

Teilchenzahldichte Geschwindigkeit — Temperatur
SW  7(HAEY e 400 km 10° (12B) g
LISM 0,15cm™3 26 Ko 8000 K

Damit folgt fiir:

(1) Terminations-Schock

eV

2
U 3 |
qu - (4p) (_) = _pu2 = PLISM — Ptherm t Pmag + Pkosm.Str. ¥ 1 3
4 4 cm

| S —

externer Druck
starker Schock *

Staudruck

\ LAE\? r 3 (pu*)1aE
3 _ N e Lo )
= 4P1AE( " ) YIAE = PLISM = (lAE) W

(2) Heliopause, Bugschock

wesentlich bestimmt durch Einfluss von
o Magnetfeldstirke und -orientierung im LISM
e nicht-sphérische Geometrie

= nur numerisch gut bestimmbar

Bemerkung: Da alle Planetenbahnen weit innerhalb der Terminations-Schockfliche lie-
gen, ist die Auflere Grenze des Sonnensystems nicht identisch mit der Plu-
tobahn, sondern mit der Heliopause beschrieben.




7 Die Milchstrafle

7.1 Grofirdumige Struktur

Die (100 - 300) - 10° Sterne der MilchstraBe sind nicht homogen verteilt, sondern in drei we-
sentlichen ,,Regionen”:

Kugelstern-
o haufen

o

Bulge °

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung der Struktur der Milchstrafle.

e Sterne im Halo (in den Kugelsternhaufen mit > 10° Sternen) haben sich friih gebildet
(Population IT) und damit vom Kollaps der protogalaktischen Wolke entkoppelt. Stern-
dichte in Kugelsternhaufen > 3500 %

e Sterne hauptsichlich in der Scheibe wegen Drehimpulserhaltung wihrend des Kollaps.

Sterndichte in Sonnennghe ca. 130 Steme. 5 () 13 Sterne
1000pc pc

e Sterne im Bulge haben sich einerseits friith gebildet (2 kleine ,elliptische Galaxie”) und
andererseits erst durch dynamische Instabilitdten der inneren Scheibe.
Sterndichte im zentralen Bulge > (100 - 1000) %

Viele Galaxien (~ 70%) — insbesondere auch unsere Milchstrafie — zeigen eine Spiralstruktur.
Die ,,Spiralarme” werden aus jungen, hellen, heiflen Sternen und HII-Regionen gebildet, sind
also Sternentstehungsgebiete.

Wesentliche Frage: Wie kann die Spiralstruktur (der Scheibe) erklirt werden?

Bemerkung: Nicht in Sternhaufen oder Sternassoziationen befindliche Sterne (auch Feldster-
ne genannt) sind quasi-homogen in der Scheibe verteilt.

Bemerkung: Eine analoge Population von sogenannten Halosternen hat eine viel geringere
Dichte, némlich 3-107* % (#0,2% der Sterndichte in Sonnennihe).

7.2 Theorie der Spiralarme

Idee: Die sehr hohe Anzahl von Sternen (s.o.) erlaubt eine hydrodynamische Beschrei-
bung (Lin & Shu 1964).
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Bemerkung: Es wird dabei zunéchst nicht zwischen ,,Sternengas® und interstellarem Gas un-

terschieden.

Bemerkung: Eine kinetische Beschreibung oder auch eine auf einzelnen Trajektorien beru-
hende Modellierung der Stellardynamik ist ebenfalls moglich, aber im Wesentlichen auf
numerische Untersuchungen beschrénkt.

Die Grundgleichungen lauten hier:

dp -

a—p +V-(pu)=0 (Kontinuitétsgleichung)
(9u R - . )
Por +p(ii-V)i=-VP-pVV (Impulsgleichung)

AV =47wGp (Poissongleichung)

Hierbei wird der thermische Druck p als Funktion von p formuliert (Polytropenansatz, s.u.),
und V bezeichnen das Selbstgravitationspotential, also dasjenige, welches durch die Ge-
samtzahl aller Sterne (und letztlich auch der interstellaren Materie) bestimmt ist.

In den fiir das vorliegende Problem geeigneten Zylinderkoordinaten (r,¢,z) lauten die
obigen Gleichungen:

Op + d(pur) + la(puw) + I(puz) Py

K

(K) ot or r  Jdy 0z r
ou | ([ Ou wpdu | Ou ) 0P _ oV
pat P "or  r Oy 0z r ] or p@r

Uy +— + Uy

or r Oy 0z r
u%+%au'z+u%)— oP ov
“or  r Oy "0z )
10 ( 0V 108*V 62V
® (5 )+
ror\ or)] r2op? T2

Ou, ( Ouy,  uyp Ouy, Ouy, | uru@) __OP pov

=4nGp

Fiir die folgenden Betrachtungen geniigt es, eine unendlich diinne Scheibe zu betrachten.

Ansatz: p(r,p,z,t) = o(r,p,t)d(2)
P(T‘,(p,z,t) = PS(Ta907t)5(Z)
u+ u(z)
V =V(rp,z=0t)

Integration [ ...dz und Scheibendicke gegen Null fiihren unter Beachtung von z.B.

%

auf folgende reduzierte Gleichungen
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do d(ouy) 10(ouy) ou,
I - z -
(D ot " or i r Oy " r
an O, O updur up 10Ps 9V

8t+ur8'r+r8g0 r o Or +W_

=0

0
any ey, O Uty Uty 1 0P 10V
dp 1 Op r or Op r Oy

10 1 0%V 9%V
vy 2y 2V 2"
(V) Tar(r )+ r2 Op? " 022

Die z-Komponente der Impulsgleichung fillt weg.

=47God(z)

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich nun die Auswirkungen kleiner Stoérungen (Index

1) einer rotationssymmetrischen Losung (Index 0) untersuchen, indem man eine lineare
Storungsrechnung durchfiihrt.

(1) J(r><)07t) = 0-0(7") + 01(7">4Pat) > |01| <0

(il)  up(ryo5t) = up, (1,0,t) ,Ur, =0 2= keine radiale Geschw.
des ungestorten Zustandes

(i) wp(r,p,t) =gy (1) + U, (1,9,t) = rw +up, (1,9,t) , |up, | < Tw, w: Winkelgeschw.
(iv) Ps(ryp,t) = Ps,(r) + Ps, (r,p,t) , |Ps,| < Pg,
(v) V(rp,2:t) = Vo(r,2) + Vi(r,p,2:t) SIARSI%

Bemerkung: Die Beobachtungen zeigen, dass die Rotation der Sterne um das galaktische
Zentrum keine starre Rotation ist, d.h. w = w(r).

In 1. Ordnung (alle Terme ab 2. Ordnung in den Storgréfen vernachlissigt) gilt dann:

) doy . d(oour,) .\ 18(001@1) s la(alu%) | 00Un

-0
ot or r  Ody r  Ody T
O, O, 1 dPs, o1 0Ps, OVi
) ——+w—+-2 — -+ —— =0
U0 5 " ~ 2t e T2 ar T ar
) 3
(IIT") 8;? urla—(rw)er Y +cuur1+L8§S1 +1?=
T oor oO@ r oy
L 1o 0V 19V 9*W
(V) @(TW) 2o g - rGed(z)

Bemerkung: Die beiden u,,-Terme in (III") lassen sich zusammenfassen:

Up, [%(rw) +w] = Uy, [ra—w + Qw]

or
1 2[ 1r(9w])
= _— 4 1+___
uTle( . 2w Or
42

wobei k = 2wy/1+ %fg—;’ als ,,Epizykelfrequenz* bezeichnet wird. Es ist anschaulich
die Frequenz, mit der ein Stern auf einer i.a. elliptischen Bahn um das galaktische Zen-
trum einen ,, Epizykel“ relativ zu einer Kreisbewegung mit w(r) durchliuft.

Lin & Shu’s Idee war nun, nach einer selbstkonsistenten Lésung von (I’) - (IV’) in
Spiralform zu suchen. Dazu betrachteten sie die Storgréfien in der allgemeinen Form

fi(rip.t) = Re[ frexp {i (mwyt —meo + ¢(r)) }]
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mit m € N 2 Zahl der Spiralarme

wp 2 Winkelgeschwindigkeit der spiralférmigen Stérung
Die Funktion ¢(r) definiert die Spiralform der Stérung:

e Maximum von fi = f; cos(0)

e Wihle (0.B.d.A.) m =2 und feste Zeit

¢ — const :>d_<p:1%
2 dr 2dr

(i)

= 20+ ¢(r) = const. ==

e logarithmische Spirale (2 konstanter Neigungswinkel ¢ gegen Kreis)

Lo(r de 1 .

r(p) = Roexp(ap) = ¢ = ~1In (R_o) ~ d_f =— (i)  (tang=q, s Bem,)
2 2 1
:>¢(7')=—1n(i)+const. 3%:_ ~
a Ro dr ar r

Bemerkung: Neigungswinkel einer Spirale

lokaler Winkel gegen einen entsprechenden Kreis

dr 1
t = — =
any rdp Td_SO
dr

Fiir die logarithmische Spirale gilt demnach:

tany = L _ b . t
an = a5~ (i)—a—cons.
r— r
dr ra

Abbildung 7.2: Neigungswinkel einer Spirale.

Zunichst folgt allgemein mit diesem Stéransatz z.B.:

(I”)  imwyo1 exp{} + aoarlij—gb exp{} + ?am exp{ }+
r r

+@€L¢li(—m) exp{} + wao(—im) exp{} + @am exp{} =0
r r
Fiir (I’) und (II") analoges Vorgehen fiihrt auf

. . R . d¢ dO'O a0 | ~ ao . N
(I”) [im(wp—w)]é1 + [2005 tot 7] Upy + [—72771] Up, =0

>

. ) A 1doT - 1dPs.]. [.dé
(") [im(wp —w)] typ, + [-2w] Uy, + [U—OE] Pg, + [_0_8 dro :| b1 + [15] 1=0

2 . .
(") [im(wy — w) ] dip, + — iy, + [_ﬂ] P, + [—@] Vi=0
2w oor T

also ein lineares Gleichungssystem fiir die Stéramplituden (die Poisson-Gleichung (IV’) wird
spéter betrachtet). Es werden folgende Vereinfachungen betrachtet:

(1) Isothermes (Sternen-) Gas:

kT
P=nkT="—p=c®p = Ps=c’c
m
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o 95 _do1 OPs, _ dou
or or’ Oy Jp

3}
(2) Dichte der ungestorten Scheibe homogen: % =0
r

(3) Spiralarme eng gewunden: ¢ klein = tanvy « 1

2 o 2 1
ﬁtanw—@«l :>§>>;>>;
dr

Die Gleichungen (I”) - (III”) vereinfachen sich dann zu:
d
() [im(wy —w)] 61 + [wod—"b] iy = 0
T

2

. ~ R™
(Ir”)  fim(wp —w)] Gy, + o = 0

Die Losung erhélt man offenkundig zu:

() in (IP)  [im(wy - )]y, + [~20] fiy, + [ﬁ (%)Q] i, + [i%] =0

KQ

(L) = iy, = -

2w [im(wp - w)] i

2
= [im(wp -w) Py, + [/{2] Upy + [CQ (%) ]fbrl + [—m(wp —w d—f] Vi=0

d
d¢
m(wp —w ar X
= = oy
o (8
k2 — [m(wp —w)]” +¢ I
Mit den Definitionen (Scheffler/Elsésser)
d dg\?
—(sz, vk =m(wp - w) , 62(—¢) = zK?
dr dr
folgt
Kvk -~ K v
i, = Vi=—v— 2 L1
[y R R S (L)
™) K32aq - 1
= o1 =— /{',2 Vl]_—y2+x (LQ)
(1) K K v iK - 1
ey = — il S 13
T e T ik M-tz 2w M- 12ea (L3)

Selbstkonsistenz erfordert, dass auch die Potentialgleichung (IV’) erfiillt ist, was (nach lingerer
Rechnung, siehe Lin & Shu (1964)) auf

Vl = 2rG—

fiihrt.
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Bemerkung: Die physikalische Interpretation dieser Stérung ist wiefolgt:

Spiralférmige = | Spiralférmige
Potentialstérung Dichtestérung
Vi <= o1

Diese Selbstkonsistenz ist allerdings nur unter folgender Bedingung gegeben:

(L4) in (L2) = &1[1- 2mGao @]:0

1-12+2 K2

2 | 27Goo| K|
r=——s—

=1-v+ 2 ,Dispersionsrelation”

2
K
In der urspriinglichen Notation gilt:

(*)

r

Da nun vorgegeben ist

o w=w(r) = differentielle Rotation der Sterne
9 9 r dw]
=4w |1+ ——
o k°(r) =4w [ 50 dr
e ¢? 2 Temperatur des Sternengases
d
d_¢ = vorgegebene Spiralform
r
e 0y = ungestorte (Fliche-) Dichte

ist Gleichung (%) eine Bestimmungsgleichung fiir w,(r). Nur fiir bestimmte Winkelge-
schwindigkeiten des Spiralmusters ist eine selbstkonsistente Losung mdéglich!

Fiir unsere Milchstrafle findet man (bzw. ergeben sich) folgende typische Werte:
e Umlaufzeit der Sonne um das galaktische Zentrum

Te ~230-10° Jahre (2 1 ,galaktisches Jahr”)

2
= We N w(r ~ 8kpc) = T_W ~ 10715671
o)

= Vo ~ We - 8kpc ~ 230km/s
o Geschwindigkeit der spiralférmigen Dichtewelle bei r = 8 kpc:
Up = wp -1~ 110km/s

Grundsétzlich rotiert die Dichtewelle also etwa halb so schnell wie die Sterne, d.h. die jeweils
sichtbaren Spiralarme werden zu verschiedenen Zeiten von verschiedenen Sternen (und Gas)
gebildet.

Bemerkung: Dieses Ergebnis ist verstédndlich (erwartet?), da im anderen Falle — also Spiral-
arme stets durch dieselben Sterne geformt — die Spiralarme infolge der differentiellen
Rotation der Sterne schnell ,aufgewickelt“ wiirden.

Bemerkung: Bis heute ist die Frage nach der Ursache der die Spiralform bewirkenden
Storung(en) nicht eindeutig geklirt. Mogliche Kandidaten:

o Huflere Storung durch Wechselwirkung mit Nachbargalaxien

e innere Storung durch Supernova-Explosionen
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Bemerkung: Die Amplituden (L1) - (L4) der Spiralstérung werden bei 1 -2+ = 0 bzw. bei
m(wp—-w) = +kV/ 1 + x singulér. Diese sogenannten Lindblad-Resonanzen ergeben sich
dann, wenn ein mit w(r) rotierender Beobachter die Spiralarme (fast) genau mit ,,seiner*
Epizykelfrequenz passieren sieht.

Bemerkung: Es besteht die Spekulation (!), dass die Spiralarmdurchgéinge der Sonne Auswir-
kungen auf die Lebensbedingungen auf der Erde haben, da die abgeschétzten Zeitrdume
der Spiralarmdurchquerungen in etwa mit den Zeitrdumen der sogenannten groflen ,, Ar-
tensterben“ zusammenfallen.

7.3 Hauptquellen der kosmischen Strahlung in der Milchstrafle

Seit den Ballonfliigen von Victor Hess im Jahre 1912 ist bekannt, dass eine hochenergetische
Strahlung aus dem Weltraum auf die Erdatmosphére trifft. Wie man heute weifl, handelt es
sich um geladene Atomkerne (hauptséchlich Protonen), die in ihrer Gesamtheit die sogenannte
kosmische (H6hen-) Strahlung bilden, mit folgendem Energiespektrum:

Einfluss der Heliosphére (”Modulation”)
—
A

—~ 10*

10-4 _ 1 Teilchen pro m?/s

J=p

galaktische extragalaktische
Quellen : Quellen

~ E72,7

Diff. Fluss (Teilchen/(m? s sr GeV)

].O_IQA* . 9 9 : 2
10-13+ . < knee”: 1 Teilchen pro m*/Jahr
” Ankle”: 1 Teilchen pro km?/Jahr -
~E% a<3
\
\
- \
10 >3
| | | | | | | | | | | 1] »
T T T T T T T T T T T
102 1010 10 106 10 10%° Energie [eV]
W—J Rﬁ _
Raum- “—————— ~ Bodengebundene Instrumente
Sonden Hohenballons

Abbildung 7.3: Energiespektrum der komischen Strahlung. j = p®f(p) ist der
differentielle Fluss, p der Teilchenimpuls.

Die Hauptquellen galaktischer kosmischer Strahlung sind Supernovae (,,Sternexplosionen®
bedingt durch den Kernkollaps massereicher Sterne). Die kosmischen Strahlungsteilchen wer-
den an der durch die Explosion getriebenen Schockwelle auf die beobachteten Energien be-
schleunigt. Diese sogenannte diffusive Schockbeschleunigung ist von der stochastischen
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Beschleunigung zu unterscheiden (die an stellaren Schocks beschleunigte Teilchen im inter-
stellaren Medium nachbeschleunigen kann). Es gibt demnach zwei grundsétzlich zu unterschei-
dende Szenarien:

Fermi IT Fermi I

-
Schock
Abbildung 7.4: Fermi-II-Beschleunigung. Abbildung 7.5: Fermi-I-Beschleunigung.
Stochastische Beschleunigung durch Kollision Schockbeschleunigung durch Kollisionen von
von Teilchen mit (interstellaren) Wolken (im Teilchen mit stellaren Schocks (im Ruhesys-
Ruhesystem eines dufleren Beobachters) tem eines Upstream-Beobachters)
(Fermi 1949) (Krimsky 1997, Axford u.a. 1977, Bell 1978,

Blandford & Ostriker 1978)

7.3.1 Diffusive Schockbeschleunigung

Idee (fiir beide Prozesse): Im Ruhesystem von Wolke und Schock erfolgt eine elastische (stofi-
freie) Wechselwirkung ohne Energieinderung (Umlenkung eines geladenen Teilchens im
Magnetfeld).

Da die Teilchen auf relativistische Energien beschleunigt werden, wird zum Systemwechsel die
Lorentz-Transformation herangezogen.

i) Bewegung eines Systems S’ mit Geschwindigkeit V = Vé, relativ zu S
gung

E=vE'+Vp,) , v=—F7—— , B=—

1%
pm=’y(p;+c—2E’) . DPy=Dy 5 P2=pL

wobei p; 4 . die Komponenten des Teilchenimpulses bezeichnen. In Anwendung auf das
einfallende Teilchen:

1 %4
pix = —Plz — _ZEi
vy c

& &
= Ey =vE] + V1, —’YC—QE{ = ’Y(l - C—Q)E{ + Vp1 cosq

1 FE
Da E? = p202 +m2ct ch2 fiir relativistische Teilchen = Ey~ —FE]+ V2L cos oal
y c

= E{~vE; (1-Bcos?;) (2 Energie im Ruhesystem S’ der Wolke) (%)
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(ii) Bewegung des Systems S mit Geschwindigkeit -V relativ zu S’

E'= 7(E - Vp:z:)

/

o V B W _
px_7 pa?_c_z 9 py_py ) pz_pz
In Anwendung auf das gestreute Teilchen:
analog zu (i) = Es~vE5(1+ Bcosdh) (**)
(E3 = Energie im ,dufleren Beobachter”-System S”)
Erfolgt der ,,Stof3” (2 die Streuung, die Wechselwirkung) in S’ elastisch, so gilt:

E| = E} ((;>)) Eo»~2E1(1-Bcosty)(1+ fcosdh)

und damit fiir den relativen Energiezuwachs pro Streuung:

B, B

AE
=~%(1 - Bcostdy + Beosty — B2 costy cosdh) — 1

§

Um sich von den Einfalls- und Streurichtungen bzw. -winkeln zu befreien, wird eine Mittelung

iiber cos?; und cosv, durchgefiihrt.
e zu betrachtende (Winkel-) Intervalle:

-1<cosd <0 90° <91 < 180°
Teilchen kommt aus Upstream-Region
0° <5 <90°

Teilchen wird in Upstream-Region gestreut

0<cosdhy<1

> 1> a1

e Wahrscheinlichkeiten P fiir Einfall/Streuung aus/in Richtung cos; /cos ¥:

P(cos?1) =-2cos?y | . GroBe eines Fliachenelements auf der Schockfléche
P(cosdy) =2cos?, [  aus Richtung costy bzw. cos )

mit Normierungsfaktor 2, sodass

0 1
f P(cost)dcost) = f P(cosvh)dcosdy =1
21 0

e die resultierenden Mittelwerte ergeben sich zu

0
(cosﬁl)zfP(cosﬁl)cosﬁldcosﬁl
]

0

2

= —2[ cos? Y1 dcosth = 3
gl

1
(cosﬂé)zfP(cosﬁ'Z)cosﬁ'Qdcosﬁ'Z
0

1
2
= —2[00S219'2d00819'2 =3
0
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Mittelt man den relativen Energiezuwachs entsprechend, findet man:

21,025, 25 42
<§)—7(1+3/3+36+96) 1
1- 32
L4384 -1+ 82 38+ 5 ()4 (VY V
= e =z ﬁ (1).(—) <<z

Da () also proportional zu ?, spricht man bei diffuser Schockbeschleunigung auch von
»Fermi-Beschleunigung 1. Ordnung (bzw. 1. Art) oder kurz von ,,Fermi I” (-Beschleu-

nigung).

Bemerkung: Fiir Fermi II ergibt sich analog

(€)= p2

QO |~

was die Bezeichnungen erklart.
Die aus der Schockbeschreibung resultierenden Spektren ergeben sich wiefolgt:

(i) Wenn pro Streuung gilt, AE ~ (£) E, folgt fiir die Energie E,, nach n Streuungen

By = Eo(1 + (€))" @n—ln(g )/ln(1+( )

(ii) Sei die Wahrscheinlichkeit, aus der Downstream-Region (per Konvektion) zu entkommen
P.s., dann ist die Wahrscheinlichkeit, noch nach n Streuungen dort zu bleiben (1—Pes.)™.

Damit ist der Anteil der Teilchen, die zu Energien > E,, beschleunigt werden
N(Ep)~ Y, (1= Pege)™
o

Es gilt nun:

oo oo n-1
Z (I_Pesc)m: Z(I_Pesc)m_ Z(I_Pesc)m
m=n m=0 m=0
00 n
= Z (1 _Pesc)m - Z (1 _Pesc)m_1
m=0 m=1

unendl. geom. Reihe endl. geom. Reihe

Da fiir die unendliche geometrische Reihe gilt

i(l—P )m_(l Pesc)n 1 (1—Pesc)n—1: 1 _ 1
e esc (1 Pesc) P 1- (1 - Pesc) P.,.

folgt

L (1=Pu)"=1_ (1= Pu)”

1-P = =
Z ( esc Peg Pesc Pege

Also:
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1-Pege)” 1 0 1/In(H(§))
N(E) - e ) - = [(1 = Py En/E0)]
1 (En)ln(l—Pesc) 1/In(H(€))
T Pesc EO

Trick: o™ =p"%  weil
ln(al"b):ln(blna)@lnblnazlnalnb
i)
Pesc EO

m(l—lpesc) , Pesc
In(1+(£)) | (€

ln(1+x):x—§+§
€T

—ln(l—x):—(—[:v+;+...])%m

Insgesamt findet man demnach

Der Spektralindex v muss vom Kompressionsverhéltnis des beschleunigenden Schocks abhéngen.

Das sieht man wiefolgt:
_ Pese

(8

(€) haben wir oben bestimmt. P, folgt aus folgender Uberlegung:
(i) Gesamtfluss (Teilchen /m?/s) auf Schockeinheitsfliche

Schock
1 or /2
Fm=—/[(noRccosq9)sinz9d19dcp +
am 0 0 > 7%
neogel NnCoRC
- Zon = r 1
ir 2777 g A

(ii) Gesamtfluss von Fléiche fort (Konvektion): Abbildung 7.6: Einfallswinkel  auf

Schockflache.
Fout = ncrus

Fou _ Ncru2 _ dug

= P,..= = —
@) 7 Fim  ncreld ¢
Demnach:
Pese  4ug 3 Uuo 3
"}/ N = — 3

(&) c 48 up—wug |5—1
[Kompressionsverhéiltnisj

am Schock s = %L
u

Damit ist v # v(E) und es ergibt sich ein Potenzgesetz fiir N(FE). Damit dann auch ein
Potenzgesetz im sogenannten (differentiellen) Fluss j (Teilchen/m?/s/sr/MeV):

p
N) =4r [ 02F@) ', j=pf(p) = ,diff. Intensitit”
0
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N~E7 ~p™7
IR 1 S i T T
47 dp |
=2

also ein Potenzgesetz wie beobachtet (vgl. Abb. 7.3)

Bemerkung: Da der (wahrscheinlich) Supernovaschock-beschleunigte Teil der kosmischen Strah-
lung « = 2,7 hat, findet man

2+s
o=

2 4,7
= a(s-1)=2+5s = s= +am#m2,8
s—1 a-1 17

was im Widerspruch zum erwarteten starken Schock mit s < 4 stiinde. Auflésung: Am
Schock erwartet man j ~ E77 | v » 2,0 — 2,2 und Propagationseffekte (s.u.) fithren zu
a=27"7.

7.3.2 Beschleunigungszeitskala der diffusiven Schockbeschleunigung

Im Gleichgewicht gilt:

Teilchentransport durch
¢ Konvektion mit dem Plasma auf der Upstream-Seite in positiver x-Richtung
e Diffusion von der Schockfliche in die Upstream-Region in negative xz-Richtung

kompensieren sich exakt.

N(x) A
Diffusion ( ) |
U1 _
Konvektion =~
>
Schock Zo
Abbildung 7.7: Konvektion auf und Diffusion Abbildung 7.8: Teilchenzahl-Verlauf in der
von Schockfléche. Upstream-Region.

Dies lisst sich quantitativ wiefolgt beschreiben:

dncr

. - 1-D

uincgr — kK1Vnger =0 = K1 = UINCR
— N —

Konvektions-  Diffusions- 1 dn CR o

uss uss
(Ji1|=const.)  (k1=const.)

e

f ..dx
nceg dr K1

x

=In (—nCR(mO)) = ﬂ(:1:0 —-x)

nor(z) | K1

= | nor(x) =ncr(zo) exp (:—1(56 - 560))

Daraus folgt die Gesamtzahl der Teilchen pro Einheitsfliche auf der Upstream-
Seite

* l N(wo)exp(%(x ~0)) da - N(a0) 2 [exp(%(x —xo>)]1 = BN (a)
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Fir den Fluss der kosmischen Strahlungsteilchen durch die Schockfront in die
Downstream-Region gilt:

7 [eN(0) N(x)
s 4 4
[ ——

Projektion eines
isotropen Flusses
auf die Schockfliche

Damit gilt diir die mittlere Verweildauer eines kosmischen Strahlungsteilchens in der Upstream-
Region:

R1
—N
s Ul_(%) _ dm
! c¢N(xo) cuy
4

FEine analoge Betrachtung fiir die Downstream-Region liefert

To R —
Cu?

sodass die Zeit fiir einen ,,Zyklus” 7= 7 + 7 = 4 (ﬂ + Z—;) ist. Dabei gewinnt ein Teilchen im

c\um
Mittel
AE 4 4 Ul — U

= 30
an Energie. Damit ergibt sich die Beschleunigungszeit zu:
; E T 3 (m N Ko )
B = = — = — —
AB[- (&) wui-u2 \up  up

Unter der (groben) Annahme, dass k1 = kg ~ K gilt (Z—; = s):

3s(1+s) K
Tos-1 u%

Fiir die Beschleunigung von Teilchen an einem Supernova-Schock gelte

s=4, wuy~10000km/s

1 1 1 E m?
/im—)\vw—m,cw—ﬂsw ~ 10
3 3 3qB 3qB | S
Bohm-Diffusion: \ = E =10TeV
mittlere freie Weglidnge B ~0,3nT
v 2 Teilchengeschwindigkeit q=
Also
1019 m_2 6
~ S5 __9.
tB~201014m_2—2 10° s < 1 Monat

Fiir £ =10eV =10°(10TeV) also tp = 2- 10! s ~ 6600 Jahre

Bemerkung: Die Beschleunigungszeit kann durch die , Lebensdauer” des Supernova-Schocks
begrenzt sein.

Bemerkung: Auch am ,, Terminations-Schock” des Sonnenwindes (s.0.) werden Teilchen diffu-
siv beschleunigt. Dort gilt:
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s~25 u1N400%

)~ 5-1010 20 (10 MeV-Teilchen)

51016 22
=tp~ 1T——=- ~5-105s ~ 2 Monate
161010 -



8 Transport kosmischer Strahlung

Zur Beschreibung des Transports kosmischer Strahlungsteilchen
e von der Quellregion weg durch das interstellare Medium
e durch die Heliosphére

wird eine Transportgleichung benotigt. Letztere kann z.B. aus der Vlasov-Gleichung (s.o.)
unter der Annahme einer Wechselwirkung der energiereichen Teilchen per Lorentzkraft F =
¢(E + % x B) mit dem turbulenten Hintergrundmedium (= interstellares oder interplanetares
Medium mit B = By + B; = By + 6B ; E = E) hergeleitet werden (z.B. Schlickeiser 1989 oder

Schlickeiser 2002).

In einer allgemeinen Notation lautet diese Transport-Gleichung fiir isotrope Verteilungs-
funktionen f = f(7,p,t):

9 VARVS } raumliche Diffusion mit Diffusions-Tensor
~i-Vf Konvektion mit Geschwindigkeit des Hintergrundmediums
—tgr-Vf Drift der geladenen Teilchen
1, .\ Of . . _
+§ (V . u) pa—p adiabatische Energieéinderungen
10 0
t— {pQD—f} Impulsdiffusion
p* Op op
+S(7,p,t) Quellen und Senken
0
“5n (pf) p = Impulsgewinn- /verlustrate
p
1
-——f Tr £ Zeitskala fiir Verlust durch Fragmentation
F
1
-7 T, = Zeitskala fiir Verlust durch radioaktiven Zerfall
Ty

8.1 Die Transportprozesse

8.1.1 (R#umliche) Diffusion

o

= Random Walk” eines kosmischen Strahlungsteilchens infolge der Streuung an Plasmatur-
bulenzen (oft beschrieben als Wechselwirkung mit Plasmawellen, s.u.), der durch einen Diffu-
sionstensor beschrieben wird. In lokalen kartesischen Koordinaten gilt:

o lim ((Az;)(Axy))
Y e 2
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Oft wahlt man z entlang eines externen Magnetfeldes und « und y senkrecht dazu. Dann gilt
im Falle ausschliellicher ,,paralleler” und ,,senkrechter Diffusion”:

k, 0 0
K=l 0 k. 0
0 0 /i”

Isotrope (und damit skalare) Diffusion hat man fiir x, = x. Im Falle der oft vorliegenden
magnetostatiséchen Turbulenz (2 rdumliche Verteilung der turbulenten Magnetfelder 6B zeitu-
nabhingig; §E = 0) gilt formal:

® = R(6B,F 1)

Die 6B werden entweder vorgegeben oder aus einem Modell des Turbulenztransportes berech-
net.

8.1.2 Konvektion

Neben ihrer eigenen Bewegung im Plasmaruhesystem (z.B. in Form der Wellenausbreitung)
bewegen sich die Streuzentren mit dem Plasma, also mit dessen makroskopischer hydrodynami-
scher Geschwindigkeit . Diese Bewegung tibertréigt sich durch die Streuung auf die kosmischen
Strahlungsteilchen.

8.1.3 Driftbewegung

Infolge von Gradienten im Hintergrundplasma kommt es zu Driften des Gyrationszentrums ei-
nes kosmischen Strahlungsteilchens. Die wichtigsten sind die Gradienten- und Kriimmungs-
drift in einem inhomogenen Magnetfeld. Sie werden beschrieben durch den Ausdruck:

oo PeBe B
Ugr = —— —
T3¢ B B

Weitere Driften existieren z.B. in Form von Neutralflichendriften oder turbulenz-induzierten
Driften.

8.1.4 Adiabatische Energieinderung

Kosmische Strahlungsteilchen verlieren/gewinnen Energie in divergierenden/konvergierenden
Plasmastromungen infolge der Verdiinnung/Verdickung der Streuzentren. Dieser Effekt ver-
schwindet also fiir V - = 0.

Bemerkung: Der diskutierte Prozess der diffusiven Schockbeschleunigung (2 Fermi-I) wird
in der Transportgleichung durch das Zusammenspiel der Diffusions-, Konvektions- und
adiabatischen Energieinderungsterme beschrieben.

8.1.5 Impulsdiffusion

2 Random Walk” eines kosmischen Strahlungsteilchens (infolge der Streuung an Plasmatur-
bulenz) im Impulsraum, der durch den skalaren Impulsdiffusionskoeffizienten

2
D= lim 8PS
i 2t

beschrieben wird. Es gilt formal D = D((SB ,7,t). Dieser Prozess entspricht der stochastischen
Fermi-II-Beschleunigung.



8.2 Parker-Transportgleichung 73

8.1.6 Quellen und Senken

Quellen kosmischer Strahlungsteilchen sind z.B. Supernova-Schocks, stellare Wind-Termina-
tionsschocks und allgemein alle Teilchenbeschleunigungs-Regionen. Senken sind i.A. Umver-
teilungen im Impuls- (bzw. Energie- bzw. Geschwindigkeits-) Raum (z.B. durch sogenannten
Ladungsaustausch bzw. -transfer) oder Entweichvorgénge, also Teilchenverluste durch Verlas-
sen des untersuchten Gebietes (z.B. Milchstrafle, Helio- oder Astrosphére).

8.1.7 Impulsinderungen

... durch Wechselwirkung mit anderen Teilchen. Wéahrend diese in der Heliosphére vernachlés-
sigbar sind, sind fiir den Fall interstellarer Propagation in der Milchstrafie die Impulsverluste
durch Ionisation des Hintergrundplasmas und durch Pionen-Produktion von Bedeutung.

8.1.8 Fragmentation und radioaktiver Zerfall

Alle nicht elementaren kosmischen Strahlungsteilchen kénnen durch Stéfle oder radioaktiven
Zerfall in leichtere Teilchen zerfallen. Man bezeichnet diese Prozesse als , katastrophale Ver-
luste”.

8.2 Parker-Transportgleichung

In Anwendung auf die Heliosphdre war es wieder Parker, der 1965 die heute sogenannte
Parker-Gleichung formulierte:

of
1

91) - (i) 9+ (905 + S )

Nachdem die Giiltigkeit dieser Gleichung durch Vergleich ihrer Losungen mit zahlreichen,
iiber Jahrzehnte gewonnenen Messdaten bestétigt ist, steht in der gegenwértigen Forschung
die Bestimmung der Transportparameter (die wiederum den Diffusionstensor % und Drift-
geschwindigkeit %4 bestimmen) im Vordergrund. Die wesentliche Herausforderung besteht
in der Bestimmung der turbulenten elektromagnetischen Felder 6B ud dE. Diese lassen sich
nitherungsweise als Uberlagerung von Wellen im Plasma beschreiben. Letzte werden in ein-
fachster Form im Rahmen der Magnetohydrodynamik zuginglich, deren Grundlagen daher
Gegenstand des folgenden Kapitels sind.
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9 Magnetohydrodynamik

9.1 Grundgleichungen

In Erweiterung der Hydrodynamik (vgl. Kap. 6) werden im Falle eines aus geladenen Teil-
chen bestehenden Fluids die Erzeugung elektromagnetischer Felder infolge der Ladungs- und
Stromverteilungen und die Wechselwirkung der Teilchen mit elektromagnetischen Feldern
(Lorentz-Kraft) beriicksichtigt. Das fithrt zunéchst (bei Vernachlidssigung von Reibung und
Wirmeleitung, Gravitationskraft und Quelltermen) auf das Gleichungssystem:

op o
a +V- (pu) =0 j2Stromdichte
. g >
p@ +p(t-V)i=-VP + i(ﬁ x B) xB Grundgleichungen der
ot Ho ,resistiven MHD?”
oP - - -11 ,. = 1
E-F(ﬂ'V)P:—’YP(V'fL)-FV —2(V><B)2 (U#:oo:>—¢0)
Ko o
B 1 . . - . I
8—:—AB+V><(11><B) 72
ot (o)

Zuséatzlich zur HD wird also:
e in der Impulsgleichung die Lorentz-Kraft j x B beriicksichtigt
e in der Energiegleichung die Joule’sche Heizung hinzugefiigt

e das Gleichungssystem um eine Entwicklungsgleichung fiir das magnetische Feld B erwei-
tert.

Die Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes B lisst sich wiefolgt interpretie-
ren:

—

0B 1 = - 5
— = —AB +Vx(ixB)
e Konvektion von
zeitliche  Digision von  mag. Fluss mit
Anderung  magnet. Fluss Plasmageschw.i

Bei endlicher Leitfahigkeit o < oo fithrt der erste Term auf der rechten Seite iiber die dann
nicht verschwindende ,,Diffusion” des Magnetfeldes zum Phédnomen der ,,Rekonnexion” von
magnetischen Feldlinien, d.h. deren ,,Umverbindung”:

Abbildung 9.1: Rekonnexion magnetischer Feldlinien.
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Infolge eines sehr groBen Wertes von AB, z.B. bei Stromschichten, kann es auch fiir vergleichs-
weise hohe Leitfihigkeiten noch zur Rekonnexion kommen.

Im Unterschied dazu beschreibt der zweite Term die konvektive , Mitnahme* des Magnetfeldes
durch das sich bewegende Plasma; man spricht auch vom ,,in das Plasma eingefrorenen
Magnetfeld*.

In astrophysikalischen Plasmen ist die elektrische Leitfahigkeit tiblicherweise sehr hoch, sodass
die Ndherung o = oo verwendet werden kann. In diesem Grenzfall erhélt man die ideale MHD,
deren Grundgleichungen gegeben sind durch:

0
at +V - (pt) =
@ +p(i-V)i=-VP+ i(@ x B) < B Grundgleichungen der
"ot 1o nidealen MHD?”
P - - 1
a—+(ﬁ-V)P:—’yP(V-ﬁ) (U=00=>—=0)
ot o
0B . .
ux B
5 =V x (ixB)

Aus der Kontinuititsgleichung und der Druck-(Energie-)Gleichung folgt P = Kp?, also eine
polytropische Zustandsgleichung (vgl. 3.1).

Die Wirkung der Lorentz-Kraft j x B = L( x B) x B kann durch Umformung dieses Terms

veranschaulicht werden: Ho
1,2 = o2 1 2 . o= B2
—(VxB)xB=—(B-V)B-V|—
o | Ko 2po
(9(A-B)=(A-9)B+(B-9)A+ Ax(9xB)+ Bx (Vx4) )

Aufgrund der formalen Ahnlichkeit, die die Zusammenfassung -V P - V (23—) =-V (P + E)
erlaubt, w1rd als s,magnetischer Druck” bezeichnet.
Der Term ﬁ(é . ﬁ)B beschreibt hingegen die sogenannte ,,magnetische Spannung”, die die

Tendenz gekriimmter Feldlinien quantifiziert, ihre Kriimmung zu verringern. Diese Spannung
wirkt entlang der Feldlinien, der magnetische Druck hingegen senkrecht zu diesen.

Mit Blick auf die Bestimmung der Transportkoeffizienten in der Transportgleichung kosmischer
Strahlung ist nun insbesondere die Bestimmung von Stérungen 6B im Plasma von Interesse.
Im Rahmen der MHD lassen sich nur wenige (aber fundamentale) Storungen erfassen, denn es
gilt die Grundannahme der MHD:

Felder und Fliissigkeit fluktuieren auf denselben Zeit- und Léngenskalen, die durch die
massereichen, also trigeren Ionen bestimmt sind.

Bemerkung: Eine Beriicksichtigung der geringeren Trigheit der Elektronen kann nicht im
Rahmen der MHD erfolgen und fithrt auf eine Zwei-Fliissigkeitsbeschreibung. Diese
erlaubt dann die Behandlung von gegeniiber der MHD-Zeitskala schnellen Fluktuationen
— also einer Vielzahl von weiteren Plasmawellen.
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9.2 Ideale MHD-Wellen
Betrachtet sei ein statischer, stationdrer Plasmazustand mit

po = const. ; Bo = Byé, , Bo=const., FPy=const., g =0
der durch 4 = u1y€, = Uy exp {—iwt + itkx} €, , U1 = const. gestort sei.

In 1. Ordnung lauten die idealen MHD-Gleichungen:

8p1 - N = t. >
O S ==V - (potin) =" —po (V- i)
o - 1 ,. = 5 . L = .
(1) po—l——VP1+—(VxBo)><Bl+—(V><B1)><Bo = —Vp1+— (VxBy)x By
Ho Ho m 0
8P1 R = -, Py=const. >
(IH) E = —U7 (VPQ) -vF (V-ul) = -~vFP (V ul)
0B, - ,
(IV) =+ =V x (i1 x Bo)
ot
Nun gilt:
H 9O, .
. o = —=0= =0= =0
(i) wiy =uiy(z,t) = V-1 = gly =0\ ot & "
Y = analog P; =0
B} 0 0
0By - . k
(11) 8_151 =V x 0 =| By 8;174 = iikBOUIyéy = DBy = :F_B()ulyéy
w
_ulyBO 0 z
0 2
. = 1, = ~ ik
=VxDBj= k20 ﬁ—(VxBl)xBO:—L;Bgulyé’y
~i"~ Bouy, Ho Ho
w

Die zugehérige Dispersionsrelation ergibt sich durch Einsetzen in (II):

. 1 9
= Wwpolly = —— —Bjuyy
Mo W

Dispersionsrelation

B?
2_ D0 o 22 _ 22
=| w'=—k= Ak Foki. AkH von Alfvén-Wellen

HopPo =ké

—

B \V H0P0

wird als Alfvéngeschwindigkeit bezeichnet.

Die damit beschriebenen Alfvén-Wellen sind also Stérungen in @ und in B, aber nicht in
p — diese Fluktuationen sind also inkompressibel. Diese Wellen breiten sich entlang des
ungestorten Feldes mit der Alfvén-Geschwindigkeit aus mit dazu senkrechten Stérungen.
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Ya

Abbildung 9.2: Veranschaulichung der Alfvén-Wellen.

Bemerkung: Die Riickstellkraft auf die gestorten magnetischen Feldlinien resultiert aus der
Spannung derselben.

Bemerkung: Die Alfvén-Wellen wurden 1942 von Hannes Alfvén vorhergesagt und 1949 erst-
mals im Labor nachgewiesen. Thr Nachweis in Sonnenwindplasmen gelang 1969 durch
Analyse von Daten der Raumsonde Mariner 5.

Betrachtet man die alternative Storung
U1 = Uy exp {—iwt + iky} €,
findet man analog:

v k k P
(:>)P1 = +yPy—u1y = ic%—pouly mit cg = ’y—o
w w Po

8U1y
dy

(1) v- Uy = = iikuiy +0

= p1= 052191
.. OB . . - k .

(ii) 8_751 = FikBouiy€, = B = i;Boulyem

_ . i k?

= — @XBl XBQZ———BQ'Ulé
L @B Be - g,

Die zugehorige Dispersionsrelation lautet (Einsetzen in (II)):

w? = (025 + Vj) K = (c?g + Vj) k% | Dispersionsrelation von schnellen
k=kéy magnetosonischen Wellen

Die damit beschriebenen schnellen magnetosonischen Wellen sind also Stérungen in allen
Plasmagrofien und damit auch kompressibel. Sie breiten sich senkrecht zum Magnetfeld mit

der Geschwindigkeit +- /C% + Vj aus.

y —
A B

\

yvy
S

\/

JFeldlinienverdichtung”

Yvy
-

y

>T

Abbildung 9.3: Veranschaulichung der schnellen magnetosonischen Wellen.
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Bemerkung: Die Riickstellkraft auf die gestorten magnetischen Feldlinien resultiert aus dem
magnetischen Druck.

Bemerkung: Die betrachteten Spezialfillle lassen sich auf beliebigen Winkel zwischen Aus-
breitungs- und Magnetfeldrichtung verallgemeinern. Dabei tritt dann auch noch eine
langsame magnetosonische Welle auf.

Bemerkung: Diese idealen MHD-Wellen werden im Sonnenwindplasma beobachtet.

Die idealen MHD-Wellen stellen die Grundform von Schwingungen im Plasma dar und sind
somit Beispiele fiir die in Kapitel 8 erwéhnten Stérungen §B.

Bemerkung: Zur Simulation von turbulenten Stérungen 6B fiir numerische Rechnungen wer-
den z.B. eine Vielzahl solcher Wellenmoden iiberlagert. Das so beschriebene Feld B =
By+0B kann dann in die Bewegungsgleichungen von Teilchen eingesetzt werden (Lorentz-
Kraft) — deren Losung liefert dann die Trajektorien kosmischer Strahlungsteilchen.

9.3 Kopplung von thermischem Plasma und kosmischer
Strahlung

Die 2. Momentengleichung der Transportgleichung der kosmischen Strahlung erlaubt die Be-
rechnung des zugehorigen Druckes:

oP (O - - 4
atCR=V'{HVPCR}—(U'V)PCR—7(V i) Pop =3
. Ar [ 2
mit: PCR=§f(fvp)p dp
0
f(m](p)vf vp® dp
Rij =

f Vf)vp®dp
0

Formal ergénzt diese Gleichung die MHD-Gleichungen, die im Falle einer Kopplung um zwei
Terme erweitert werden miissen:

op =
E TV (,ou) =0 »Impulsiibertrag”
auf therm. Plasma
au L - 1 . - - T
+p(ii-V)i=-VP+—(VxB)xB - VPcp
at Ho
) R U T L SRR
+ +V-iul-pu”+ Pi= -4 VP
at(pu -1 B UL u-VIcr
»Energieiibertrag”
83 . R auf therm. Plasma
B -V (@xB)

Bemerkung: Aktueller Stand der Forschung (2021) ist, dass diesem Gleichungssystem noch
Gleichungen fiir die Turbulenzgrofien (z.B. 0 B) hinzugefiigt werden...
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