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0 Einleitung

0.1 Vorbemerkung
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1 Einfithrung

1.1 Vier Bereiche der Mechanik

In Bezug auf die Geschwindigkeit und die GréBe von physikalischen Objekten, kann man, wie
in Tabelle 1.1 skizziert, die Mechanik in vier Bereiche aufteilen. Die Newtonsche Mechanik

Tabelle 1.1: Bereiche der Mechanik

= kleinere Absténde
U klassische Mechanik Quantenmechanik
(Newton) (Schrodinger, Heisenberg, Bohr u.a.)

hohere

Geschwindigkeit | Relativistische Mechanik | Quantenfeldtheorie

(Einstein) (Dirac, Pauli, Schwinger, Feynman u.a.)

funktioniert gut im “alltaglichen Leben”, versagt aber zum einen fiir Objekte, die sich mit
Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit bewegen, deren Dynamik mit der speziellen
und der allgemeinen Relativitatstheorie beschrieben werden muss. Zum anderen versagt die
Newtonsche Mechanik auch bei der Anwendung auf sehr kleine Objekte auf der atomaren
GroBenskala, die mit der Quantenmechanik beschrieben werden miissen. Fiir Objekte, die
klein und schnell sind, gilt die Quantenfeldtheorie, an deren Ausarbeitung seit 1930 gear-

beitet wird. Im Rahmem dieser Vorlesung werden wir vorwiegend im Bereich der klassischen
Mechanik bleiben.

1.2 Vier Grundkrafte der Natur

Es ist die Aufgabe der Mechanik, das Verhalten von physikalischen Systemen unter Einwir-
kung einer gegebenen Kraft zu beschreiben. Man unterscheidet heute zwischen vier Grund-
kraften, die nach abnehmender Stérke als
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1. Starke Kraft
2. Elektromagnetische Kraft
3. Schwache Kraft

4. Gravitationskraft

bezeichnet werden.

Von diesen haben die starke und die schwache Kraft nur sehr geringe Reichweiten auf der
GroBenskala von Elementarteilchen und lassen sich daher nicht klassisch behandeln. Die
Theorie des Gravitationsfeldes gehort zur klassischen Feldtheorie, wird aber umfassend in
gesonderten Vorlesungen zur allgemeinen Relativitdtstheorie behandelt. Damit verbleibt fiir
die klassische Beschreibung nur das elektromagnetische Feld, die weitreichend iiber makro-
skopische Abstdande wirkt.

Die obige Einteilung in nur vier unterschiedliche Krafte erscheint kurz. Es ist aber zu be-
denken, dass die elektromagnetischen Krafte auch Reibungskrafte und samtliche Arten von
chemischen Kréften, die die Molekiile zusammenhalten, umfassen. Damit sind die elektro-
magnetischen Kréfte die dominierenden Krafte des téglichen Lebens und die einzigen, die
vollstdndig verstanden sind. Die Theorie der elektromagnetischen Krafte war und ist Vorbild
fiir die Theorie der schwachen Wechselwirkung und fiir die Theorie der starken Wechselwir-
kung (“Chromodynamik™). Es fehlt uns heute noch, trotz umfangreicher Bemiihungen, eine
quantenmechanische Theorie der Gravitation, obwohl die klassische Theorie der Gravitation
(Newton) und deren relativistische Verallgemeinerung (Einstein) vorliegen.

1.3 Historische Entwicklung der Elektrodynamik

Anfanglich waren Elektrizitit (Katzenfell, Batterien, Stréme, Elektrolyse, Blitze u.3.) und
Magnetismus (Stabmagneten, Kompassnadel, Nordpol u. 4.) getrennte Diszipline. 1820 aber
entdeckte Oersted, dass elektrische Strome magnetische Kompassnadeln beeinflussen. Kurz
danach behauptete Ampere richtigerweise, dass alle magnetischen Phdnomene auf sich bewe-
genden elektrischen Ladungen basieren. 1831 entdeckte Faraday, dass ein bewegter Magnet
einen elektrischen Strom verursacht. Als dann Maxwell und Lorentz die endgiiltige Theorie
formulierten, waren Elektrizitdt und Magnetismus eng verbunden als Elektromagnetismus.
Faraday hatte schon vermutet, dass Licht elektrischen Ursprungs ist, was durch die Gleichun-
gen von Maxwell nach Einfiihrung des Verschiebungsstroms theoretisch begriindet wurde. Die
Entwicklung der Optik, untersuchung von Linsen, Spiegeln, Prismen, Interferenz und Beu-
gung) vollzog sich dann als Teil des Elektromagnetismus. Die bahnbrechenden Versuche von
Heinrich Hertz im Jahr 1888 brachten dann die entscheidende Bestatigung der Theorie. Die
damaligen Hauptbetatigungsfelder der Physik (Elektrizitdt, Magnetismus und Optik) waren
damit um das Jahr 1900 in einer einzigen Theorie vereinheitlicht.

Seit dieser Zeit trdumen viele Physiker von weiteren Vereinheitlichungen, angefangen mit
Einstein, der die Gravitation mit der Elektrodynamik vereinheitlichen wollte. Seit ca. 1960
existiert die elektroschwache Theorie von Glashow, Weinberg und Salam, die die schwachen
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und elektromagnetischen Krifte verbindet. Uber die Grand Unified Theories (schwach, elek-
tromagnetisch und stark) seit ca. 1970 gelangte man um 1980 zur Superstring Theory, die
alle vier Grundkréfte in einer einzigen Theorie fiir alles (“theory of everything”) beschreiben
mochte. Die Vereinheitlichung der Krafte ist nachwievor ein zentrales Arbeitsgebiet der theo-
retischen Physik, eingeleitet durch die erfolgreich gelungene Formulierung der theoretischen
Elektrodynamik.

1.4 Eigenschaften der elektrischen Ladungen

Der Elektromagnetismus behandelt die Dynamik und Wechselwirkungen von elektrischen
Ladungssystemen. Es ist daher sinnvoll, sich deren Haupteigenschaften in Erinnerung zu
rufen:

1. Es gibt immer zwei Ladungsarten: es gibt immer zwei Arten von Ladungen, die wir
als positiv (+) und negativ (-) bezeichnen, und die sich in ihren Effekten aufheben.
Warum gibt es nicht 8 oder 10 verschiedene Arten?

2. Ladung ist erhalten: Sie kann nicht erzeugt oder vernichtet werden; was jetzt vorhan-
den ist, war auch schon friither da. Eine positive Ladung kann eine negative Ladung
annihilieren, aber eine positive Ladung kann nicht allein verschwinden. Die gesamte
Ladung des Universums ist fiir alle Zeiten festgelegt.

3. Ladung ist quantisiert: elektrische Ladungen sind immer ganzzahlige Vielfache der
Elementarladung e: das Proton hat +e, das Elektron —e, das Positron +e, das Neu-
tron ist ungeladen, die Pi-Mesonen haben die Ladung +e, 0, —e, der Kohlenstoffkern
die Ladung +6e. Niemals haben wir 5.831e oder e/2. Wir wissen aber, dass Protonen
und Neutronen jeweils aus drei Quarks mit den Ladungen +2/3e und +1/3e bestehen,
allerdings scheinen freie Quarks nicht in der Natur zu existieren. Aber selbst dieser Be-
fund wiirde an der Quantisierung der Ladungen nichts dndern: wie wiirden dann (e/3)
als Elementarladung nehmen. Da die Elementarladung sehr klein ist, braucht man diese
Quantisierung bei vielen makroskopischen Anwendungen nicht zu beriicksichtigen.

1.5 Einheiten

Eine Plage der Elektrodynamik sind die verschiedenen Einheitensysteme, die die Verstandi-
gung zwischen Physikern erschwert. Dies ist weit schlimmer als in der klassischen Mechanik,
wo das zweite Newtonsche Gesetz immer F' = md ist, egal in welchen Einheiten die Kraft
F, die Masse m oder die Beschleunigung @ gemessen werden.

Dies ist aber nicht der Fall in der Elektrodynamik, wo je nach Einheitensystem die Glei-
chungen anders lauten. Betrachten wir das Coulomb-Gesetz, das die Kraft zwischen zwei
Ladungen ¢; und g2 im Abstand 77 = ré, angibt. Im Gauss-System (CGS) gilt

F=2%z caGs.
T
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Im SI-System (MKS) gilt

o I qg2
F = — SI
dmey 72 R

und im Heaviside-Lorentz-System der Elementarteilchenphysik

Das CGS-System hat theoretische Vorteile und wird deshalb auch im folgenden benutzt. Das
SI-System verwendet gebrauchliche Einheiten aus dem taglichen Leben wie Volt, Ampere und
Watt. Auch die Lehrbiicher verfahren hier nicht einheitlich, also Vorsicht bei der Konsultation
anderer Literatur!



2 Mathematische Voriiberlegungen

Hinsichtlich der Definition von Skalaren und Vektoren, den Vektoroperationen wie Addition,
Subtraktion und Multiplikationen insbesondere Skalarprodukt, Kreuzprodukt und Spatpro-
dukt verweise ich auf das Kap. 1 des Mechanik-Skripts. Ich setze dessen Inhalt im folgenden
voraus und wiederhole hier die fiir die Elektrodynamik wichtigen Aspekte.

2.1 Differentiation und Integration von Vektoren

2.1.1 Differentiation von Vektoren

Der Vektor A kann eine Funktion des skalaren Parameters u sein, d.h. A = /T(u) In Kom-
ponentenschreibweise gilt dann

Au) = Ag(u)ér + Ay(u)és + A.(u)és . (2.1)

Da die kartesischen Einheitsvektoren €; nicht variabel sind, definiert man das Differential
des Vektors als

— —

dA(u) _ A(u+ Au) — A(uw)
= lim
du Au—0 Au
L Agz(u+ Au) — Ay (u)
N Alieo Ay “l
Ay(u+ Au) — Ay(u) ,  A(u+ Au) — A (u)
+ Au €2 + Au €3 (2.2)
dA(w)  dAg(u) . dAy(u) . dA.(u)_
so dass = T + Ty 2 + Ty 03 (2.3)
Analog ergeben sich hohere Ableitungen zu
d"A(u) _ d"Agy(u) ,  d"Ay(u) n d Az(u)é ' (2.4)

du™ du™ du™ 2 du™

Es gelten folgende Regeln, die man leicht iiber die Komponentendarstellung (2.1) beweist:

d /> = dA dB

(2) (A B) = e (25)
d /- = . dB dA -

(b) @(A-B> - A-— 4.8 (2.6)
d /- = - dB dA =

() %(AXB> = Ax o+ 2o x B (2.7)
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(d) Falls ®(u) eine skalare Funktion bezeichnet gilt

d (. < dA  dd -
— (PA)=Dd—+ —A. 2.
du ( ) du + du (28)
Wichtige physikalische Vektoren, die als Ableitungen von Vektoren definiert sind, sind die
Geschwindigkeit

. ar(t) -

t) = =7t 2.
v(t) = — =71 (2.9)

als Zeitableitung des Ortsvektors 7(t) eines Punktteilchens und die Beschleunigung

du(t)  d*F(t)

)= ——=—5 = F(t) (2.10)

als Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors ¥(¢) und somit als zweite zeitliche Ableitung
des Ortsvektors 7(t).
2.1.2 Integration von Vektoren

Analog zur Definition der Ableitung (2.2) eines Vektors definiert man das Integral eines
Vektors A(u) lber die Integrale seiner Komponenten

/ du A(u)

/ du [As(u)E) + Ay (w)d + A (1))

- /dqu(u)é’1+/duAy(u)é'2+/dqu(u)€3. (2.11)

Als Beispiel betrachten wir den Vektor A(u) = (3u? — 1,2u — 3, 6u2 — 4u) und berechnen
das Integral f02 du A(u). Entsprechend der Definition (2.11) ergibt sich

2 2
/ duA(u) = / du (3u® —1,2u — 3,6u® — 4u)
0 0

= [u® —uu® - 3u, 20 — 20%]] = (6,-2.8) . (2.12)

2.2 Koordinatensysteme

Wir beginnen mit den kartesischen Koordinaten z,y, z. z,y, z eines Punktes P sind defi-
niert als die Projektionen des Ortsvektors ¥ = OP auf die Achsen €1, €5, €3, d.h.

7=z +yés+ ze3, mit |&l =1, i=1,23. (2.13)

Wir betrachten jetzt zusatzlich neue Koordinatensysteme g1, g2, g3 mit den Transformati-
onsgleichungen

a=q(r,y,2), @=¢yz2), @=qg(y?2) (2.14)



2.2 Koordinatensysteme

und der Umkehrtrabsformation

r=x(q1,92,93), y=yq,9,q), z==z2(q,9q6). (2.15)

Der Ortsvektor 7 des Punktes P kann dann mittels Gleichung (2.15) als Funktion der krumm-
linigen Koordianten ¢; aufgefasst werden:

F(QM(J%QS) = ($(91,927QS)7 y(Q17q27q3)7 Z(q17qQ7Q3)) . (2]‘6)

2.2.1 Koordinatenlinien und Koordinatenflachen

Halt man zwei dieser drei neuen Koordinaten konstant und variiert man nur die dritte neue
Koordiante, so erhilt man drei Koordinatenlinien:

Li: 7 = 7(q,q =c2,q3=c3)
Ly: 7 = (g1 =c1,q2,q3 =¢3)
Ly: 7 = gn=c1,¢2=c¢2,q3) .

Ist eine dieser Koordinatenlinien keine Gerade, so spricht man von krummlinigen Koordi-

naten.
Halt man nur eine neue Koordinate fest und variiert jeweils die beiden anderen, so erhilt

man Koordinatenfldchen:

Fr: 7 = 7(q=c1,¢,q)
F: 7 = q,9=c,q)
F3: 7 = q,q2,q3=c¢3) .

Die Koordinatenlinien L; entstehen durch Schnitt von je zwei dieser Koordinatenflachen.

2.2.2 Festlegung von Einheitsvektoren

Als normierten Basisvektor oder Einheitsvektor €;, im Punkt P wahlen wir einen Vektor vom
Betrag 1 tangential zur Koordinatenlinie L; (g2 = c2, g3 = ¢3) im Punkt P. Seine Richtung
soll dem Durchlaufsinn der Koordinatenlinie bei wachsendem ¢, entsprechen:

_ 07/0q

> — 2.17

= o7 /o 240
oder fiirt =1,2,3

877/8(11- = higqi (218)
mit dem Skalenfaktor

hi = ‘877/an| . (2.19)

Dies fiihren wir am Beispiel der Zylinderkoordinaten vor.
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2.2.3 Beispiel: Zylinderkoordinaten

GemaB Abbildung 2.1 werden als neue Koordinaten gewahlt:

¢: der Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors auf die x — y-Ebene und der z-
Achse,

p: der Abstand des Punktes P von der z—Achse,

z: die Lange der Projektion des Ortsvektors auf die z-Achse.

z Az

=l

Abbildung 2.1: Zur Einfithrung der Zylinderkoordinaten

Aus Abbildung 2.1 erhalten wir als Transformationsgleichungen

p=+vVzx?+y? ¢ =arctan(y/x), z=2 (2.20)
und als Umkehrtransformation
T =pcos¢p, y=psing, z=2z (2.21)

mit den Einschrankungen p > 0 und 0 < ¢ < 27. Man erkennt, dass jedem Tripel (p, ¢, z)
exakt nur ein Raumpunkt zugeordnet ist. Abbildung 2.2 zeigt, dass die Koordinatenflache
fir p = const. einem Kreiszylinder um die z-Achse entspricht. Die Koordinatenflache fiir
¢ = const. ergibt eine Halbebene, die die z-Achse enthilt, wihrend die Koordinatenflache
fiir z = const. eine Ebene parallel zur x — y-Ebene ergibt.

Gem3B der Definition (2.18) erhalten wir mit ¥ = (x,y,z) = (pcos ¢, psin ¢, z) fiir die drei
Einheitsvektoren

. _ 0r/op

€ = 97/0p) = (cos ¢, sin ¢, 0) (2.22)
€y = ngZ = (—sin ¢, cos ¢, 0) (2.23)
L 0rfoz

& = Ga =(0,0,1) . (2.24)

10



2.2 Koordinatensysteme

Ebene Z=CONst.
Kegel O=const. z
Kugel I=const.
r

=

r
N , ]
r |~ Zylinder p=coNnst.

Ebene (p=const.
[ y
[0) y
5 Ebene (p=CONSt.

Abbildung 2.2: Koordinatenflichen und Koordinatenlinien fiir Zylinderkoordinaten und
Kugelkoordinaten

Offensichtlich ist €, parallel zur x — y-Ebene und zeigt weg von der z-Achse; € ist ebenfalls
parallel zur x — y-Ebene und ist die Tangente an den Kreis z = const. und p = const.; €,
entspricht dem kartesischen Einheitsvektor €3.

Aus den Beziehungen (2.22)—(2.23) erhilt man

— —

€1 = €,Cco8¢ — €ysing, € =€,sind+ €ycose . (2.25)

Durch Berechnung des Spatprodukts

cos¢ sing 0
€, (€yx &)= |—sing cosg¢ 0| =cos®p+sin¢g=1
0 0 1

|dsst sich sofort {iberpriifen, dass die Zylinderkoordinaten ein orthogonales Koordinatensystem
mit variablen Einheitsvektoren bilden.
Aufgrund der Variabilitdt der Einheitsvektoren folgt fiir die totalen zeitlichen Ableitungen

de, oe,dp 0e,dp 0€,dz . : -
dt dpdt T dodt TGz ar 0T (TonGcos@)o+0=08, (226)
dé ) .
% = 0+ (—cos¢,—sing)é+ 0 = —¢¢, (2.27)
de,
= . 2.2
g 0 (2.28)
Gleichungen (2.26)—(2.28) stimmen mit dem allgemeinen Ergebis
e;
d—tf 1é (2.29)
iiberein, das sofort aus € - €; = const. durch Differentiation nach ¢ folgt:
de;
dTJ ;=0 (2.30)

11
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Ubungsaufgabe:

A 2.2.1) Berechnen Sie die Einheitsvektoren sowie den Geschwindigkeitsvektor und Beschleu-
nigungsvektor in Kugelkoordinaten = = rcos¢sinf, y = rsin¢sinf, z = rcos . Driicken
Sie €, €p und €, als Funktion der kartesischen Einheitsvektoren €7, €3, €3 aus.

Verifizieren Sie dabei folgende Ergebnisse:

ér = (sinfcos ¢,sinfsin ¢, cosf) (2.31)
€p = (cosfcoso,cosbsingp, —sinb) (2.32)
€s = (—sing,cosg,0) (2.33)
F(t) = 7 + 108 + rsinfpé, (2.34)
. . 1 d (7“29) .
- . 2 2002 > . 2| >
a(t) = (—rf° —rsin”0¢*)e, + |- pra rsin 6 cos 06~ | €y
r
1 d 2 .. 2.5 N
+ [rsin&dt <r sin 6(]5)] € - (2.35)

2.3 Vektorielle Differentialoperatoren

2.3.1 Gradient

Wir definieren zunachst skalare Felder und vektorielle Felder.

Definition: Skalare Felder: Unter einem skalaren Feld versteht man eine skalaren Funktion
¥(x,y, z), die jedem Punkt P(z0, 30, 20) den skalaren Wert v (¢, yo, 20) zuordnet, wie z. B.
Temperaturfelder, Massendichte und Ladungsdichte.

Definition: Vektorielle Felder: Unter einem vektoriellen Feld versteht man eine Vektorfunk-
tion /Y(x,y,z), die jedem Punkt P(xq,yo,20) den Vektor /_f(xo,yo,zo) zuordnet, wie z.B.
Geschwindigkeitsfelder in Fliissigkeiten und Feldstarkevektoren E, H in der Elektrodynamik.
Gegeben sein nun ein Punkt P(xq,yo, z0) und ein Skalarfeld ¥ (x,y, z).

Definition: Gradient: grad ¢(xo,yo0, 20) = ﬁw(xo,yo,zo) ist der Vektor, der in Richtung
des starksten Anstiegs der Funktion 1) zeigt und dessen Betrag die dnderung von ) pro Weg-
strecke in Richtung des starksten Anstiegs im Punkt P(xo, yo, o) ist. (Beispiel: Hohenlinien
auf Wanderkarten) Jedem Punkt eines Skalarfeldes ordnet man so einen Gradientenvektor zu.
Die Gesamtheit aller Gradientenvektoren bildet ein dem Skalarfeld zugeordnetes Vektorfeld,
dass sich mathematisch durch

2 = _op oy oy
A = = =@+ + 2.
(1‘, Y, Z) gradd}(x’ Y, Z) V@M% Y, Z) €1 o + e2 ay + €3 Oz ( 36)
darstellen Idsst. Wir konnen also den Nabla-Operator V schreiben als
- 0 0 0
V=¢€¢1—+e— +e3— (2.37)

Ox oy 0z

Beweis : Zum Beweis der Beziehungen (2.36) und (2.37) berechnen wir das totale Differen-
tial der Funktion v, dass sich durch Taylor-Entwicklung der Funktion ¢ (z+dx, y+dy, z+dz)

12



2.3 Vektorielle Differentialoperatoren

Vo

V X
Abbildung 2.3: Gradient in einer Hohenlinienkarte

bis zur ersten Ordnung ergibt:

. oY oY 0
dy = Y(x +dz,y +dy,z +dz) — (z,y, 2) ~ (9:zd$+ 8ydy+ 8zdz .
Mit di = (dz, dy, dz) lasst sich diy auch als Skalarprodukt schreiben
= R oY oY o o o N
W=V (3:10’ oy’ 8z> (do,dy,dz2) =5 do+ 5 dy+ 5odz (2.38)

womit die Behaupttungen bewiesen sind. Q.E.D.

Definition: Aquipotentialfliche: Flichen, auf denen Y(x,y,z) = const. ist, werden als
Aquipotentialflichen bezeichnet.

Y(z,y,z) = const. ist dquivalent zu einem verschwindendem totalen Differential (dy) = 0),
so dass mit Gleichung (2.38) fiir Aquipotentialflichen folgt

dip =0=V-digp . (2.39)

Es folgt der fiir die klassische Mechanik wichtige Satz: Der Gradient von ¢/ steht stets
senkrecht auf den Aquipotentialflichen von :

Vo L digp . (2.40)

Der Gradientenvektor ﬁ@/) zeigt immer in Richtung des starksten Zuwachses von 1, weil dann
der Zuwachs di parallel zu d7 ist, so dass das Skalarprodukt 61/) - dr maximal ist.

Bildet man das Skalarprodukt des Gradientenvektor mit einem beliebigen zweiten Vektor B,
so erhdlt man den neuen Operator

Lo 3 B
(B - v) =Y B (2.41)
i=1 ¢

13



2 Mathematische Voriiberlegungen

Angewandt auf ein Skalarfeld ® erhilt man das skalare Feld B - (V®):

(éﬁ)cp Z <1> ZBaxz B- (Vo).

i=1

Angewandt auf den Vektor C erhilt man

3
(5-)c-y 500 (ZBaCl 23802 23303>
=1

einen neuen Vektor.
Bei der Rechnung (2.43) ist die Reihenfolge wichtig:

(éﬁ)é;&é(éﬁ) .

Der Ausdruck B - (VC) ist nicht definiert.

Neben der skalaren Verkniipfung (2.41) kdnnen wir auch das Kreuzprodukt bilden:

3

. 0
B i = E ijkBjm—
S jk:lejk ! O

Die Anwendung dieses Operators auf ein Skalarfeld ® ergibt
’ L
(BxV)e| = [Bx (V)] = 3 cubiy -
Ji.k=1
Die Zweifachanwendung des Gradienten-Operators

3 82 )
(axz) 2 =Vi=h

)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

ergibt den skalaren sogenannten Laplace-Operator A, der sowohl auf Skalare als auch auf

Vektoren angewandt werden kann:

AP = v%:ZaZ—q’

14
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2.3 Vektorielle Differentialoperatoren

2.3.2 Der Nabla-Operator v
Der Vektor-Operator (2.37)

- 0
V—€1%

rao
28y

9
0z

—

+ €3

erhdlt Bedeutung, wenn er auf irgendetwas wirken kann. VT ist kein Produkt, sondern eine
Vorschrift zur Ableitung des Skalars T'(7)., d.h. V ist ein Vektor-Operator, der auf T
wirkt. V verhilt sich dann wie ein normaler Vektor, wenn wir “Produkt” mit “wirkt auf”
ersetzen.

Es existieren drei Moglichkeiten der Multiplikation einen Vektors a:

1. Produkt mit einem Skalar p: pa,
2. Skalarprodukt mit einem anderen Vektor b d- 5
3. Kreuzprodukt mit einem anderen Vektor b: @ x b.
Entsprechend kann der Nabla-Operator auf drei Weisen wirken:
1. auf eine skalare Funktion T'(7): VT'(7) (“Gradient”),
2. auf eine Vektorfunktion A iiber das Skalarprodukt: V - A ("Divergenz"),
3. auf eine Vektorfunktion 7 iiber das Kreuzprodukt: ¥V x A (“Rotation”).

Der Gradient wurde bereits ausfiihrlich diskutiert, so dass wir nun die Divergenz und die
Rotation ndher untersuchen.

2.3.3 Divergenz

Sei das Vektorfeld A = (Az, Ay, Ay) = (A1, Ag, A3) gegeben.
Definition: Divergenz: Als div A bezeichnet man das Skalarprodukt zwischen dem Nabla-
Operator und dem Vektor A:

div A

3 3
- 0 0A;
A= A = . 2.49
Es folgt sofort mit Gleichung (2.46), dass man den Laplace-Operator als
A =divgrad =divV (2.50)

darstellen kann.

Physikalisch interpretieren kann man die Divergenz eines Vektorfeldes als den Fluss eines
Vektorfeldes durch ein Volumenelement dV. A = (A, Ag, A3) reprasentiere die Flussra-
te (pro Einheitsflache) einer Stromung durch eine Seitenfliche (siehe Abbildung 2.4). Wir

15
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- \ dX3

Abbildung 2.4: Zur physikalischen Deutung der Divergenz

betrachten die Flussrate in x-Richtung durch den infinitesimal kleinen Quader mit den Sei-
tenlangen dx1,dzs und dxs, die gegeben ist aus dem Produkt aus A; und der Seitenflache
dxodrs. Am Ort xp ist die Flussrate gleich Ajdxodxs und am Ort x1 + dx gleich

(A1 + 8A> dzodrs .
0y

Der Nettofluss ergibt sich als Differenz der beiden Flussraten zu
A Ay A
Ay + Y dsday — Avdwadzs = P2 doydadas = P2 av |
0xy 0xy 0xy

Analog berechnet man den Nettofluss in y- und z-Richtung und nach Addition findet man
fir den Gesamtfluss durch den Quader

041 DAy | 0y s
A)av .
v <8x1 o 8x3> Z axz = (div 4) av

Das Volumenelement dV stellt eine “Quelle” des Vektorfeldes dar falls divA > 0; es stellt
eine “Senke” des Vektorfeldes dar falls divA < 0.

Geometrisch kann man die Divergenz als MaB fiir das Ausseinanderlaufen eines Vektors an
einem Punkt P interpretieren. Betrachten wir als erstes Beispiel die Vektorfunktion

A =7 = x| + yéy + 285 , (2.51)

die in Abbildung 2.5a schematisch dargestellt ist. Wir erhalten sofort einen relativ hohen
Wert fiir die Divergenz,

div A; = — = —(2)=3.
v Aj 8x(x)+8y(y)+az(z) 3
Als zweites Beispiel betrachten wir den Einheitsvektor in z-Richtung:
Ay =165, (2.52)
die in Abbildung 2.5b schematisch dargestellt ist. Hier verschwindet die Divergenz
0 0 0
div A. — —(1)=0.
v Ay = o (O)+8y(0)+6z( )=0

16
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X

@) A=7 = 364647 b) A,=1¢
(in x—y—, x—z—, y—z—Ebene) (in x—y—, x—z—, y—z—Ebene)

Abbildung 2.5: Divergenz zweier spezieller Vektorfunktionen

2.3.4 Rotation

Sei wieder das Vektorfeld A = (Az, Ay, A;) = (A1, Az, A3) gegeben.
Definition: Rotation: Als rot A (in englischer Literatur auch oft curl /Y) bezeichnet man
das Kreuzprodukt zwischen dem Nabla-Operaor und dem Vektor A:

rot A=V x A (2.53)
so dass fiir die i—Komponente des resultierenden Vektors

3
= 0A 0A

k=1

wobei beim letzten Schritt die Summenkonvention benutzt wurde.
Mit Gleichung (2.54) schreibt sich Gleichung (2.53) als

o o o OA3 0As

€1 €2 €3 Oza  Ox3
- 0Ay

o2k | 9 0 9 | _ | 9A _ 043

I’Ot A — €1jk62 a ] — 81'1 BZEQ 81‘3 — 85[73 8.731 . (2.55)

Lj

0Ay _ 0A

Al A2 A3 oz Oxo

Die Rotation lasst sich geometrisch als ein MaB fiir die Wirbelstarke (Rotation) eines Vek-
torfeldes A im Punkt P interpretieren. Betrachten wir als Beispiel die Vektorfunktion

Az = —yé, + xéy

die in Abbildung 2.6 schematisch skizziert ist. Nach Gleichung (2.55) erhalten wir fiir die

17
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™

N

IS

<
<

X = >
3= TYg X6
(fiir alle Ebenen z = const)

Abbildung 2.6: Rotation einer speziellen Vektorfunktion
Rotation dieses Vektorfeldes

rot 14)3 =

8 Fodt

€3 0
2l=10]=2e.
0 2

1 g

Ebenso weist man leicht nach, dass fiir die Beispiele (2.51) und (2.52) die Rotation jeweils
verschwindet.

Ubungsaufgaben:
A2.3.1) Zeigen Sie, dass die Definition (2.53) dquivalent ist zur Darstellung
. . §A.d5
‘rot A= 1 2.
nere AFS0 AF (2:56)

wobei 77 den Einheits-Normalenvektor bezeichnet, der senkrecht auf der von der Kurve s
umrandeten Fliche AF steht.

A2.3.2) Berechnen Sie die Rotation des Vektorfeldes

G = 3z%ye, + y2ley — w283 .

18
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2.4 Rechenregeln fiir vektorielle Differentialoperatoren

2.4.1 Summenregeln
Aus den Definitionen der vektoriellen Differentialoperatoren folgen die Summenregeln
V(f+9) = VI+ Vg
ﬁ-(dﬂrl?) - V-a+ V-b
V x <6+5) — Vxa+ Vxb

2.4.2 Produktregeln

Hier ist zu bedenkem , dass es zwei Arten von Skalaren aus dem Produkt fg zweier Skalare
und aus dem Produkt @-b zweier Skalare geben kann. Ebenso kann es zwei Arten von Vektoren
aus den Produkten fa und @ x Z;geben. Daher existieren sechs verschiedene Produktregeln:
jeweils zwei fiir Gradienten, Divergenzen und Rotationen:

V(fg) = fVg+ gVf (2.57)
V(a-b) = ax (Vxb)+bx (Vxa)+(a-9)b+(b-V)a (259)
V.(fa) = f(v a)+ i-(Vf) (2.59)

ﬁ(axg) - b ﬁxa‘)—a-(ﬁxg) (2.60)
Vx (f@) = f(ﬁxa)+(ﬁf)xa (2.61)
6><(5><5) - (5-6)5—(aﬁ)ha(ﬁ-ﬁ)—g(ﬁa). (2.62)

Diese Regeln lassen sich leicht mit dem Komponentendarstellung der Vektoren beweisen.

2.4.3 Quotientenregeln

Mit Hilfe der Produktregeln erhalten wir

v (g) _ 9Vf ;2 A (2.63)
<. <5> _ Y (v‘@ — @9 (2.64)
- Z g (ﬁ X &’;2—1— ax (Vg)

v () - - (2.65)
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2.4.4 Kombination verschiedener vektorieller Differentialoperatoren

V® ist ein Vektor. Von diesem Vektor kénnen wir die Divergenz div V® und die Rotation
rot V® berechnen.

V - A ist ein Skalar, dessen Gradient wir bilden konnen.

V x A ist ein Vektor, dessen Divergenz div (V x A) und Rotation rot (V x A) wir berechnen
konnen.

Mehr Kombinationsmdoglichkeiten gibt es nicht! Aber nicht alle ergeben etwas Neues, wie
wir jetzt zeigen werden.

Fiir die Kombination verschiedener vektorielle Differentialoperatoren beweisen wir die folgen-
den wichtigen Rechenregeln:

(a) Wir wiederholen Gleichung (2.58):

divgrad ® =V - (V®) = V& = A® . (2.66)
(b) Ein Gradientenfeld ist wirbelfrei:
> 2 > e 920
€1 €2 €3 dydz ~ Oydz
R - . 0 0P 9 8 8 ) 4
rotgrad ® =V x (V®) =¢€ieiin=—n—= |5z 50 5| =| L2 - 22| =0.
ox Oy 0z 0z0y ~ 0zdy
(2.67)
(c) Ein Rotationsfeld besitzt keine Quellen und Senken, denn
2 92 9
o . oz %y 0z
divrotg = V- (Vxg)= a% o %
gz Gy 9z
9 [9g. Ogy| O [9g. 0Oge| O [9gy Oga
= M) - - 2|2y 2 — (2,68
ox [ oy 0z } dy [81‘ Ox * 0z | 0x 0Oy (2:68)
(d) Unter Ausnutzung des dreifache Kreuzprodukts gilt
rot (rot§) = V x <§ X g) =grad (divg) — Ag (2.69)
(e) div (E X C_”> = C. (rot é) -B. (rot C_"> . (2.70)
Beweis : Es ist
O 0 0 0
v (B X c) = 5o (BCe = B:Cy) o+ 5 (BCo = BCi) 5 (BoCy = ByCy)
0B, 0B 0B, 0B 0B, OB
_ Cx z  UDy C YPg z Cz UDy T
<8y 8z>+ y(@z 8x>+ (895 8y>

oc, 0C, oc, oC oc, 0C
—B, z_Z2Y)) _pB o | Z=E ) —-B, [ =% — z
<8y 82) y<82 6w> (836 8y>
= 6-(§x§)—1§-(§xé) :
Q.E.D.
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2.5 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

2.5.1 Grundgleichungen

Neben den kartesischen Koordinaten x; = (x1,z2,23) = (x,y, z) betrachten wir die allge-
meinen krummlinigen Koordianten ¢; = (q1, g2, q3). Nach Kap. (2.2.2) bilden wir die neuen
Einheitsvektoren

1
Car = 3,07/ 94 , (2.71)

mit dem Skalenfaktor
hi = |8F/8q2| . (2.72)

Wir nehmen an, dass die neuen Einheitsvektoren €, €y, und &, ein rechtshandiges ortho-
gonales Koordinatensystem bilden, d.h.

€q " €qp = Opps M,V =1,2,3. (2.73)
Aus 7 = 7(g;) folgt mit Gleichung (2.18)
drt = (9r/0q1) dq, + (97/0qs) dga + (07/9g3) dg3

3
= hdqiy, + hodgaéy, + hadgséy, = >  hidgiéy, . (2.74)
=1

Fiir das Quadrat der Bogenlange erhalten wir dann unter Ausnutzung von Gleichung (2.73)

3 3
(ds)* =dF-di = > > hyhudq,dquéy, - &,
v=1p=1
3
= Y hldg = hidg} + hidgs + h3dg3 (2.75)
p=1
wahrend fiir das Volumenelement gilt
dV =d®r = |h1dq1,, - [hadqaéy, x hadgséy)|
= hihahsdqidqadqs |€g, - (€4, X €4
= hlhghgdqldQqug . (2.76)
2.5.2 Gradient
GemaB Gleichung (2.38) gilt
- L oY o oY
dyp =V -dr = —d —d —dgs . 2.77
Y Y- dr B, + 94502 + D53 (2.77)
Nach Gleichung (2.74) gilt
dr = hldqlgql + h2dgg€q2 + h3dQ3€Q3 . (278)
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2 Mathematische Voriiberlegungen
Wir setzen als Ansatz an
Vb = A€y + Al + A3y (2.79)

und bestimmen die Werte der \; durch Einsetzen von (2.78) und (2.79) in die Beziehung
(2.77):

A1 hidqy
0 0 0
» dqi + 9 dgs + % dgz = | A2 | - | hedga | = hiAidgr + hodadgo + haAzdgs .
aQI 36]2 a(J:’) )\3 h3d(]3

Der Koeffizientenvergleich in dieser Gleichung ergibt

_ 1o
N hlaxz’

A i=1,2,3 (2.80)

und somit fiir die Ansatzgleichung (2.79):

1oy _ 1oy _ 10w

Vip = O o T Chy o T s dgs

Wir finden also fiir den Gradienten in den krummlinigen Koordinaten die Darstellung

- 1 9 1 0 1 0
V=é,———+€,———+€u———. 2.81
“thy 0y  a ha 0g2 o h3 0qs (2:81)
Angewandt auf die speziellen Skalare ¢1,q2 und g3 folgt
- €, - €, - €,
Vg = -2 Vg = -2, Vs = -2, 2.82
a1 hy a2 ho a3 ha ( )
wobei fiir den Betrag gilt
- 1
Va,| = 7 vr=1,23. (2.83)
Weiterhin gilt
€ = hah3Vaa x Vs € = hshiVas x Vqu €gs = hihaVa x Vs . (2.84)

Beweis : Zum Beweis von (2.84) nutzen wir Gleichungen (2.82) aus:

€2 Cg3

h2h36Q2 X 6(]3 = h2h3 X = ng X a]s = é}h
ho hs

Q.E.D.
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2.5 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

2.5.3 Divergenz

Zur Berechnung von
div A =V - (A1, + Aoy + A3Ey) =V - (A18y,) + V - (A2éy) + V - (A38,,)
benutzen wir die Darstellungen (2.84). Wir erhalten fiir
V(A1) =V - (Alhghﬁqg x ﬁqS,) .
Mit der Produktregel (2.59) folgt
V- (Aréy,) = {ﬁ (Alhghg):| . <ﬁq2 X 6(]3) + A1hohsV - (ﬁqg X §Q3> .

Der zweite Term in dieser Gleichung verschwindet, denn nach Anwendung der Produktregel
(2.60) gilt

V- <€q2 X 6(]3) = 6(]3 -rot grad ¢qo — 6(]2 -rot grad g3 =0

gemaB Gleichung (2.67). Es verbleibt unter Ausnutzung von (2.82)

6 . (Algql) = 6 (Alhghg) . (6(]2 X €Q3)
= -6 (Alhghg)- . <(Z]22 X Z]‘;)
[= 1 €,
= A S
_V( 1h2h3)_ Tl

Jetzt benutzen wir die Darstellung (2.81) fiir grad (Ajh2hs) und erhalten aufgrund der
Orthogonalitatsrelation (2.73)

= R - 1 8(A1h2h5) o 1 a(Athhd) R 1 8(A1h2h5) gq
(A — Bl Shb b VA i Shl M VA il L
V- (Aidg) ‘o hi  Oq o ha  Oqo Cas hs  Oqg3 hahs
1 0
= Aihohs) . 2.85
hihohg 8(11( thzhs) (285)
Ebenso berechnen wir
- 1 0
- (As€, = Ashih
V- (Az€y,) h1h2h38q2( ohihg)
o 1 0
d - (Ase, Ashih
un v ( 36[]3) h1h2h3 8q3( 3/t1 2) 9
so dass
- 1 0 0 0
div A = Aihoh — (Aah1h — (Ashih . 2.86
v hihohs 81< 123)+8q(213)+6q(312> ( )
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2 Mathematische Voriiberlegungen

2.5.4 Rotation
Zur Berechnung von

rot A=V x (A1, + A28y, + Aséy) = V (A16y,) + V (A2éy,) + V (A38y,)
benutzen wir die Darstellungen (2.82). Wir erhalten fiir

6 X (Algql) = ﬁ X <A1h1§Q1> = 6 (Alhl) X ﬁql + Alhlﬁ X 6(]1 ,

wobei wir die Produktregel (2.61) nutzen. Der zweite Term in dieser Gleichung verschwindet
gemaB Gleichung (2.67) und mit Gleichung (2.82a) folgt

V x (A18,) =V (A1h1) x 2

Jetzt benutzen wir die Darstellung (2.81) fiir grad (A1h1) und erhalten

- . o 1o(Ah)  _ 10(Ahi) - 10(Aih) €y
A _ — A g . 29I Cq
v x {iea) [eql hi  Oq T eay, g2 T ag, das | hi
_ fp O(Ah)  E 9(Aih) (2.87)
h1h3 aq;; h1h2 8Q2
Ebenso verfahren wir mit V x (A2€y,) und V x (A3€y,) und erhalten
" é, 0 0
tA = |~ (Azh3) — — (Ash
ro Th [8(]2( 3h3) Q3( 2 2)}
€p [ O 0
— (A1h1) — =— (Ash
s [3%( 1ha) C7(.11( ’ 3)]
€y | O 0
— (Aghg) — — (A1h
hiho [8(11( zhz) a%( ! 1)]
1 hlgfh h2§q2 h3§q3
il I (2.88)

Aihy  Ashe  Ashs

2.5.5 Laplace-Operator
Mit Gleichung (2.66) und der Gradientendarstellung (2.81) gilt fiir den Laplace-Operator

.S > (€ O €y OV €y, OY

AYp=V-(Vy)=V.|-BL_— 4B 4 B ) 2.89
v (VW) (hl Oq1  h2 0q2  h3 dq3 (289)

Die Anwendung der Divergenzdarstellung (2.86) fiir

1 oy

Ay = ——

hy Oy

ergibt dann
1 0 [ hahs 8w> 0 <h1h3 81/1) 0 <h1h2 oY >]

Ap=— | — e — )+ — =, (290
v hihahs [6611 ( hi Oq g2 \ ha 0g2 dq3 \ hs 0Ogs (2.90)

Nach diesen allgemeinen Herleitungen betrachten wir nun als Beispiel Kugelkoordinaten.
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2.5 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

2.5.6 Beispiel: Kugelkoordinaten
Mit Kugelkoordinaten (r, 0, ¢) gilt fiir den Ortsvektor

7= x€] + Y€ + z€3 = rsinf cos ¢p€1 + rsin b sin pes + rcosfes = 7(r,0,¢)  (2.91)

mitr>0,0<6 <mund 0 < ¢ < 27. Als neue Koordinaten wahlen wir also ¢1 = r, go = 0

und q3 = gb
Zur Berechnung der neuen Einheitsvektoren (2.71) und Skalenfaktoren (2.72) benétigen wir

or/or = (sinfcos ¢,sinfsin ¢, cosb) ,
0r/08 = r(cosbcos ¢, cosfsin¢p, —sinf)

und 0r/0¢ = r(—sinfsing,sinfcos¢,0),
so dass hy = hr =|or/or| =1,

hy = = |0F/00| =r,

hs = h¢ = |0r/0¢| = rsinf (2.92)
und €n = €r = (sinfcos¢,sinfsing,cosb),

€y = €p = (cosBcos¢,cosbsing, —sinb),

€y = €y = (—sing,cosg,0). (2.93)

Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in den allgemeinen Ausdruck (2.81) erhalten wir fiir den
Gradienten in Kugelkoordinaten

Lo 1 9,

- o
_ O L oL 2.94
Vo= 5ot 50 T rama 96 (2:94)
GemiB Gleichung (2.86) ergibt sich fiir die Divergenz in Kugelkoordinaten
divA=V-A = [ (426n0) + 2 (Agrsing) + 2 (Ar)
a ~ r2sinf |Or me a9 0" foler d
10 9 1 0 1 9
= 3% (Apr?) + —— 000 (Agsinf) + 609 (Ag) (2.95)
wahrend Gleichung (2.88) fiir die Rotation in Kugelkoordinaten auf
1 € T€p rsinbey,
A o) 0 o)
rot A = r2sing | o0 90 3
A, Agr Agrsind
1 0
0 0 : "
+ <(9¢) (Ay) — p. (Agrsin 9)) rép
(2 (agr) - 2 (a)) rsinbe (2.96)
5, (Ao7) — 55 (Ar) ) rsinbey .
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2 Mathematische Voriiberlegungen

fiihrt.
GemaB Gleichung (2.90) erhalten wir fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

_ 1 9 @ o (. 0 1L oy
A= g [67" <r Sm(’a) ae( n05g > 96 <sin98¢>]

10 (L0 10 (. 0 1 9%
B 7’287“< 8r>+r281n989(Smeae>+r2sin29€%¢52 (297)

Ubungsaufgaben:

A2.5.1) Berechnen Sie den Gradienten, die Divergenz, die Rotation und den Laplace-Operator
in Zylinderkoordinaten.

A2.5.2) Berechnen Sie den Gradienten, die Divergenz, die Rotation und den Laplace-Operator
in parabolischen Zylinderkoordinaten.

2.6 Integralrechnung mit Vektoren

Fiir skalare stetige Funktionen gilt, dass das Integral einer Ableitung iiber das Intervall [a, b]
durch den Wert der Funktion an den Endpunkten gegeben ist:

/ab (ji) d = F(b) — f(a) . (2.98)

Bei Vektoren gibt es, wie angesprochen, drei Arten von Ableitungen (Gradient, Divergenz
und Rotation) und jede hat seine eigene Integrationsvorschrift.

2.6.1 Integration von Gradienten

Wir betrachten die skalare Funktion T'(x, y, z) in den drei Variablen z,y und z. Wir beginnen
am Punkt a = (ay, ay, a.) und bewegen uns eine kleine Strecke dl_i von ihm weg in Richtung
zum Punkt b = (bg,by,b.). GemaB Gleichung (2. 38) ist der Zuwachs dann durch dT' =
(VT) - dl1 gegeben. Gehen wir ein kleines Stiick dls weiter, ergibt sich der Zuwachs zu
dT' = (VT) dl5. Wir fahren fort, bis wir den Punkt b erreicht haben. Fiir die gesamte
anderung der Funktion T" auf dem Weg von a nach b erhalten wir dann

/ " (ST)-di=T() - T(a) (2.99)
Weg a

Weil der Wert der rechten Seite dieser Gleichung unabhingig vom eingeschlagenen Weg ist,
folgt

1. f:(ﬁT) - dl ist unabhingig vom Weg von a nach b

und
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2.6 Integralrechnung mit Vektoren

Ja{(ﬁT) Al =0 (2.100)
bei geschlossenem Weg, weil die Endpunkte gleich sind 7'(b) — T'(a) = 0.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion T = zy? und die Punkte @ = (0,0,0) und b =
(2,1,0). Obwohl das Integral wegunabhiangig ist, miissen wir einen Integrationsweg festlegen.
Wie in Abbildung 2.7 skizziert, gehen wir zunachst entlang der x—Achse (1. Schritt) und dann
parallel zur y-Achse (2. Schritt). Nun ist dl = dai + dyj + dzk. Desweiteren ist fiir unser
Beispiel VT = y2;—i— 2xyf. Im 1. Schritt verdndert sich z von 0 — 2, wihrend y = 0 bleibt,

y
Weg 3
1t .
- ">-</\We92
Ja 1 >
Weg 1

Abbildung 2.7: Zur Integration von VT

so dass _qu = cjz = 0. Damit folgt VT -dl = y?dx = 0, wegen y = 0 auf diesem Abschnitt,
und [, VT -dl = 0.
Im 2. Schritt verandert sich y von 0 — 1, wahrend 2 = 2 bleibt, so dass dx = dz = 0.

-

Damit folgt VT - dl = 2xydy = 4ydy, weil = = 2 auf diesem Abschnitt, und [, VT - dl =

1
Jo 4ydy = [2y°]§ = 2.
Addieren wir beide Integrale auf, so folgt

b
/ VT'dl:/VTwll—F/VT-dl:Q.
a 1 2
Das Ergebnis stimmt iiberein mit T'(b) — T'(a) =2 — 0 = 2.
Um die Wegunabhangigkeit zu illustrieren, integrieren wir entlang des Wegs 3 in Abbildung

2.7, der der geraden Linie y = x/2 von a nach b entspricht. Dabei dndert sich = von 0 — 2
und y gemaB der Ableitung dy = dz/2, so dass

- - 1 1 3
VT -dl = y’dx+ 2zydy = Za:Qd:U + 2x(x/2) <2dx> = “oldx

4
= e 32 132
so dass VT -dl = der = |-x =2.
3 0 4 4 ],
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2 Mathematische Voriiberlegungen

Ebenso hatten wir auch = = 2y als Funktion von ¥y ausdriicken kdnnen, um dann iber die
Variable y zu integrieren.

2.6.2 Integration von Divergenzen

Das Gauss-Theorem fiir die Volumen-Integration von Divergenzen lautet

/V(ﬁ-a) dT:}év-da. (2.101)

Das Integral einer Divergenz iiber ein Gebiet (hier ein Volumen) ist gleich dem Wert der
Funktion am Rand des Gebiets (hier die Oberflache des Volumens). Dabei ist dT = dxdydz

" [ fan fan [0

Anders als vorher, ist der Randterm selbst ein Integral, hier speziell das Oberflichenintegral

7{ 7-da. (2.102)
S

So wie der Rand eines Weges durch die beiden Endpunkte des Wegs bestimmt ist, ist hier der
Rand des Volumens die ganze Oberflache des Volumens. dd reprdsentiert ein infinitesimales
Element der Oberflache: da ist der Vektor mit dem Absolutwert gleich dem infinitesimalen
Flachenelement da und der Richtung normal zur Oberfliche nach auBen.

Dies illustrieren wir am Beispiel des in Abb. 2.8 gezeigten Einheitsquaders mit dem Volumen-
element dr = dxdydz Fiir die Vorderseite des Quaders gilt da; = (dydz) 1, fiir die rechte
Seite dd@y = (dxdz)j,und fiir den Boden dds = (dydz)(—k).

Das Integral (2.102) enthilt die Normalkomponente des Vektors ¢/ integriert iiber eine Ober-
flache (das Skalarprodukt “pickt” die Normalkomponente heraus) und wird als Fluss von
U durch diese Oberfliche bezeichnet. Sei ¥/ etwa die Geschwindigkeit einer Stromung, dann
ist der Fluss von ¢ einfach die gesamte Menge der Strémung, die pro Zeiteinheit durch die
Oberflache fliesst. Die Divergenz wurde als MaB fiir das “AuseinanderflieBen” eines Vektors
interpretiert. Je divergenter (d.h. je stérker der Vektor auseinanderflieBt) desto groBer ist der
Fluss durch die Oberflache.

Beispiel: Wir iiberpriifen den GauBschen Satz fiir die Funktion

—

U= y2§+ (Qxy + 22) f+ 2yzE
im Einheitsquader. In diesem Fall ist

(%m avy N Ov,
0z

so dass /V< dT—2/01dz Oldy[/ da;a:—i—y)] =
2/01 z/oldy[ }:2/01612[32/4—%2}::2[,2]5 = 2. (2.103)

V.-7=

=0+2x+2y = 2z+y),
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2.6 Integralrechnung mit Vektoren

~{

—

Abbildung 2.8: Der Einheitsquader

Um das Oberflachenintegral gemaB der rechten Seite von Gleichung (2.101) zu bestimmen,
betrachten wir getrennt alle sechs Seiten des Einheitsquaders (Abbildung 2.8):
(i) Auf der Voderseite gilt da = dydzi und = = 1, so dass ¥ - d@ = y>dydz und wir erhalten

1 1 1
/17~d(z':/dz/ Yy = = .
() 0 0 3

(ii) Auf der Riickseite gilt d@ = —dydzi und = = 0, so dass @ - dd = —y>dydz und wir

erhalten
1 1 1
/ U'd&':—/ dz/ yidy = —= .
(i4) 0 0 3

(iii) Auf der rechten Seite gilt d@ = daxdzj und y = 1, so dass 7-dd@ = (2xy + 22)dxdz|—1 =
(2y + 2%)dzdz und wir erhalten

1 1
/ v-da = /dz/ dz(2y + %)
(iii) 0 0
1

= /dz[a:Z—i-zZm]é

0

1 371
_ 21 _ 1 _4
= /Odz[1+z]—[z+3]0—3.

(iv) Auf der linken Seite gilt d@ = —dzdzj und y = 0, so dass 7-d@ = —(2zy+2%)dwdz|y—o =
—22dxdz und wir erhalten

1 1 371
1
/ 17~dc‘£:/ dz/ dszZ[z] ——
(iv) 0 0 310 3
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(v) Auf dem Deckel gilt da = dxdyk und z = 1, so dass ¥ - dd@ = 2yzdxdy|,—1 = 2ydxdy

und wir erhalten
1 1 y2 1
/ ﬁ-dd—2/ dx/ dyy—Q[} =1.
(v) 0 0 2y

(vi) Auf dem Boden gilt d@ = —dzdyk und z = 0, so dass 7 - dd@ = 2yzdady|,—o = 0 und

wir erhalten
/ v-dad=0.
(vi)
Fiir den Gesamtfluss durch die Oberflache erhalten wir dann

f*d* R S O
v-da = — — — _— = — = R
< 3 33 3

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (2.103).

Ubungsaufgabe:

A2.6.1) Priifen Sie den GauBschen Satz fiir die Funktion 7 = (2y)i + (2y2)j + (3z2)k fiir
einen Quader mit den Seitenlangen 2.

2.6.3 Integration von Rotationen

Das Stokes-Theorem fiir die Oberflachen-Integration von Rotationen lautet

/S(ﬁxv)-da:]iﬁ-df. (2.104)

Das Integral iiber eine Ableitung (hier die Rotation) iiber einen Bereich (hier einen Teil der
Oberflache) ist gleich dem Wert der Funktion am Rand (hier die Begrenzung des Oberflachen-
teils). Wie im Fall des Divergenz-Theorems ist der Randterm wieder ein Integral, speziell ein
geschlossenes Linienintegral. Fiir die Richtungswahl des geschlossenen Wegs iliber den Rand
gilt die Rechte-Hand-Regel (Abbildung 2.9): zeigen die Finger in Richtung des Linienintegrals,
dann zeigt der Daumen in Richtung von da.

Beispiel: Wir tiberpriifen den Stokesschen Satz fiir die Funktion

7= (2zz + 3y°)] + (4y22)k

und der in Abbildung 2.10 gezeigten Einheitsflache. Hier gilt

i i k
Uxi= | & 2 2| =i (42® — 22)—j(0—0)+k(22) = (42° —2z)i+2zk
0 (2zz+3y?) (4y2?)

und da = dydzf, womit die Integrationsrichtung als im Gegenuhrzeigersinn festgelegt ist
(Rechte-Hand-Regel). Auf der Integrationsoberflache gilt = 0, so dass

. 1 1 1 1 4
/ (V X 17) da = / dy/ dz (4z2 —22) |0 = 4/ dy/ dzz? = = . (2.105)
s 0 0 0 0 3
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2.6 Integralrechnung mit Vektoren

Abbildung 2.9: Wahl des Integrationsweges bei geschlossenen Linienintegralen nach der
Rechte-Hand-Regel

Das Wegintegral auf der rechten Seite von Gleichung (2.103) besteht aus den in Abbildung
2.10 gezeigten vier Anteilen (i)—(iv), die wir getrennt berechnen:

(i) Auf diesem Wegstiick gilt = 0 und z = 0 wahrend y : 0 — 1 von 0 bis 1 lduft, wobei
dl = dy ist. Folglich ist hier ¥/ - dl = Uy dY|z=0,2=0 = 3y%dy und wir erhalten

1
/ﬁ-dl:/ dy3y® =1.
() 0

(i) Auf diesem Wegstiick gilt x = 0 und y = 1 wdhrend z : 0 — 1 von 0 bis 1 lduft,
wobei dl = dz ist. Folglich ist hier ¥ - dl = v,dz|y—0 y=1 = 4yz?dz|y—0 y=1 = 42°dz und wir

erhalten
R 1 4
/ 17-dl:/ dz42% = = .
(i) 0 3

(iii) Auf diesem Wegstiick gilt x = 0 und z = 1 wahrend y : 1 — 0 von 1 bis 0 lduft, wobei
dl = dy ist. Folglich ist hier 7'+ dl = vydy|y—0 =1 = (222 + 3y?)|s=0,.=1dy = 3y*dy und

wir erhalten o
/ 17-df:/ dy3y? = —1.
(i4) 1

(iv) Auf diesem Wegstiick gilt x = 0 und y = 0 wahrend z : 1 — 0 von 1 bis 0 lduft, wobei
dl = dz ist. Folglich ist hier 7+ dl = v,dz|y—0 y—0 = 4yz*dz|y—0 y—o0 = 0 und wir erhalten

/ T-dl=0.
(iv)

Fiir das gesamte Wegintegral erhalten wir dann

- 4 4
v-dl=14+_-—-1+0=
jiv +3 + 3
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S (iii)

(iv) (i)

Abbildung 2.10: Die y — 2z-Einheitsfliche

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (2.105).

Ubungsaufgabe:

A2.6.2) Priifen Sie den Stokesschen Satz fiir die Funktion 7@ = (xy)i + (2y2)J + (3z2)k auf
der in Abbildung 2.11 gezeigten dreieckigen Oberflache.

2.6.4 Satze von Green

Die beiden Greenschen Sitze folgen aus dem GauB-Theorem (2.101). Seien u and v zwei
skalare Funktionen. Es gilt nach Gleichung (2.59)

V- (uﬁv) = uV - <§v) + (ﬁu) : (ﬁv) . (2.106)

Wir integrieren diese Gleichung iiber das Volumen V' und wenden den GauBschen Satz (2.101)

an:
/VdV6- (uﬁv) =

32



2.7 Dirac’s Delta-Funktion

wobei der Lapalace-Operator (2.66) eingefiihrt wurde. Es ergibt sich also der 1. Greensche

/V av [u¥ - (Vo) + (Vu) - (¥v)]
/V dv [um+ (ﬁu) : (%)] . (2.107)

Vertauschen wir v und v in Gleichung (2.106), so erhalten wir

/Fdﬁ - (uVv)

V- (vﬁu) = V- (ﬁu) + (ﬁv) . (§u) . (2.108)
Fiir die Differenz aus Gleichung (2.106) und Gleichung (2.108) folgt dann
V- [uﬁv — vﬁu} = uV - (61}) —oV - (ﬁu) .

Integrieren wir diese Gleichung iiber das Volumen V' und wenden den GauB-Satz (2.101) an,
so folgt der 2. Greensche Satz:

/VdV [uﬁ (61}) —oV - (611)} = /VdV [uAv — vAu|
= /Fdﬁ [uﬁv —vﬁu} . (2.109)

2.7 Dirac’s Delta-Funktion

2.7.1 Divergenz von ¢, /r?

Wir betrachten die spezielle Vektorfunktion @ = €, /72, wobei &, = 7*/r den Einheitsvektor in
r-Richtung kennzeichnet. Nach der Skizze in Abbildung 2.11 sollte diese Funktion eine sehr
groBe positive Divergenz haben, da sie an allen Punkten radial nach auBen auseinanderfliesst.
Berechnet man diese aber mit Gleichung (2.95) der Divergenz in Kugelkoordinaten, so folgt

L . 19,5,y 108 (,1\ 10,
Vor= o (%) = oy (r ) = 55.(1)=0. (2.110)

r2

Mit dem GauB-Theorem (2.101) erhalten wir fiir das Oberflachenintegral der Kugel mit dem
Radius R um den Ursprung

%ﬁ-d&z/(é&) - (R?sin 0dodge, ) :/ desine/ do = 4, (2.111)
0 0

wahrend das Volumenintegral mit (2.110)
/ dVV -7 =0
v
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z
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X
Abbildung 2.11: Die Funktion ¢ = &, /r?

ergibt. Was ist hier falsch? Das Problem ist der Punkt r = 0, wo die Funktion ¢ divergiert,
und wo wir in (2.110) durch Null geteilt haben.

Der Wert des Oberflichenintegrals (2.111) ist unabhidngig vom Wert des Kugelradius R;
nach dem GauB-Theorem sollten wir fiir jeden Wert von R

/dvﬁ-azzm
174

erhalten. Offensichtlich kommt der ganze Beitrag durch den Punkt » = 0 zustande! V-7 hat
die bizarre Eigenschaft, dass es iiberall auBer bei einem Punkt verschwindet, und dass sein
Integral iiber jedes Volumen, das diesen Punkt enthilt, gleich 47 ist. Keine normale Funktion
verhilt sich so! Andererseits gibt es eine physikalische GroBe, die sich ebenso verhilt: die
Dichte (Masse pro Einheitsvolumen) eines Punktteilchens. Sie ist Null auBer am exakten Ort
des Teilchens, und ihr Integral ist endlich und gerade gleich der Masse des Teilchens.

Um dieses Phianomen zu erfassen, bendtigen wir den mathematischen Begriff der Diracschen
Delta-Funktion. Diese konnen wir als die Verallgemeinerung des Kronecker-Symbols ¢;; = 1
fir ¢ = 7 und 0;; = O fiir ¢ # j fiir kontinuierliche Systeme verstehen.

2.7.2 Die eindimensionale Delta-Funktion §(z — )

Die -Funktion ist eine kurze Schreibweise fiir einen komplizierten Grenzwert-Prozess. Die
6-Funktion hat nur eine Bedeutung, wenn sie in einem Integral auftaucht mit folgendem
Effekt:

/OO dz f(2)5(z) = f(0) (2.112)

—00
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2.7 Dirac’s Delta-Funktion

wobei f(x) stetig bei = = 0 ist. Speziell fiir f(z) =1 folgt dann
/OO dz §(z)=1. (2.113)
Liegt der singuldre Punkt beim Wert a? so gilt
/Z de’ f (:ﬂ) o (x/ - 3:) = f(x) . (2.114)

Man kann sich die eindimensionale §-Funktion vorstellen als unendlich hohe, unendlich
schmale Spitze mit der Flache 1 (siehe Abbildung 2.12), d.h.

y

Abbildung 2.12: Approximation der Diracschen §-Funktion

xr—a) =

{() fir z#a (2.115)

oo fir x=a

mit / z—a)dx = 1.

Dies kann aber keine Funktion im iiblichen Sinn sein: sie hat nur Bedeutung unterhalb eines
Integrals mit der Eigenschaft (2.114). mathematisch spricht man von einer Distribution oder
einer verallgemeinerten Funktion.

Man kann die eindimensionale Delta-Funktion mit Funktionen §,,(x) approximieren durch

[e.9]

/_ T dnf(@)o() = lim [ def()ba(a) . (2.116)

—0o0

Als Darstellungen bieten sich an

0 fir z<—2+L

— 2n
on(x) = qn fir —& <z<i (2.117)
. 1
0 fur =z > 3
oder du(z) = —eme (2.118)
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2 Mathematische Voriiberlegungen

Beweis der Darstellung (2.116):
Zunichst gilt Vo #£ 0

lim 6, (x) =

n—oo

(9] 1/2n
/ dw&n(x):n/ dr =1,
00 —1/2n

d.h. die Funktion 6,,(x) ist definiert Vn # 0 und der Grenzwert

Weiterhin erhalten wir Vn

lim dz op(z) =1
ist definiert und gleich 1.
Weiterhin gilt mit ¢ = %
9 1/2n
lim dr f(x)op(x) = lim n/ dx f(x)
=0 Joo n—0o —1/2n
1 c/2
= lim - dx f(z) . (2.119)

c—0 ¢C —c/2

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (siehe Einschub 2.7.3) ist

c/2 c/2
[ drs@=rie) [ dr=crie) (2.120)
—c/2 —c/2

mit —1/2 < ¢ < 1/2. Setzen wir dieses Ergebnis auf der rechten Seite von Gleichung (2.119)
ein, so folgt fiir den Grenzwert

lim / " de f(x)bn(2) = lim f () = F(0)

—
TLOOOO

womit nach Gleichung (2.112) die Approximation (2.116) bewiesen ist.

2.7.3 Einschub: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Fiir jede beliebige stetige Funktion F'(x) im Intervall a < x < b existiert ein Punkt ¢ mit
a <t < b derart, dass 0 @
/ dF F(b)— F(a
Fit)=—|pmp=—""7"""">".
®) dx o= b—a

Ist nun F(z) = [* f(s)ds die Stammfunktion von f(z), soist F'(t) = f(t) und f; f(z)dr =
F(b) — F(a). Aus Gleichung (2.121) folgt dann

(2.121)

b
=52 [ fs
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2.7 Dirac’s Delta-Funktion

Setzen wir in dieser Gleichung a = —¢/2, b = ¢/2 und t = ¢£, so folgt

c/2
feg) = * / f(@)dz

CJ—c/2

¢/
oder / S fade = of(ct)

—c/2
die in Gleichung (2.120) benutzte ldentitat, mit —(c¢/2) < ¢ < (¢/2), d.h. —(1/2) < ¢ <
(1/2).

Ubungsaufgabe:

A2.7.1) Beweisen Sie, dass d,(x) = % exp(—n2z?) eine Approximation der eindimensiona-
len Delta-Funktion ist.

2.7.4 Eigenschaften der )-Funktion
(a) Symmetrie: Offensichtlich gilt

d(—z) =9d(z) . (2.122)

(b) Ableitung: Mit partieller Integration erhalten wir

/OO dz f(2)8 (x —a) = — /OO o Y85 oy —TE pay . (2123)

oo o dx dx

(c¢) Integral: Fiir das Integral der J-Funktion

/I dtd(t—a)—{o fﬁrx<a:H[$—a] (2.124)

oo 1 fir x>a

ergibt sich gerade die Sprungfunktion von Heaviside. Umgekehrt diirfen wir im Distributi-
onssinn die J-Funktion als Ableitung der Sprungfunktion auffassen:

’

d(zr—a)=H [z —d] (2.125)

auffassen.
(d) Fourier-Transformation: Die eindimensionale Fourier-Transformation g(k) einer belie-
bigen Funktion f(z) ist durch

g(k) = \/12? /Oo dz f(zx)exp (—ikz) (2.126)

definiert. Fiir die Umkehrtransformation gilt

1 oo
f(z) = oz /OO dk g(k) exp (vkz) . (2.127)
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2 Mathematische Voriiberlegungen

Setzen wir g(k) nach Gleichung (2.126) in Gleichung (2.127) ein und benutzen wir die
Darstellung (2.114) fiir f(z) durch die -Funktion, so folgt mit Gleichung (2.122)

f@) = o [ dao fan) [ ab exp b (e~ a0)
= /_Z dzo f(x0)d (x — x0)
oder 5(z—20) = % _Z dk exp (tk (z — a0)) - (2.128)
Speziell fiir zp = 0 gilt dann
5(z) = % / Z dk exp (k) | (2.129)

d.h. durch Vergleich mit (2.126) folgt, dass g(k) = (2)~'/2 die Fouriertransformierte der
eindimensionalen Delta-Funktion ist.

(e) Delta-Funktion mit allgemeinerem Argument: Ohne Beweis vermerken wir, dass fiir
eine beliebige Funktion h(x) im Argument der Delta-Funktion gilt

oz —z, o(x —zp
5[H(2)] = Z‘(gh,) = M | (2.130)

wobei die x,, durch die Nullstellen h(z,) = 0 der Funktion h(z) gegeben sind.
Als Spezialfille folgen sofort die Beziehungen

d(ax) = @5(37)
und 5(a? —a?) = 2|1a’ (6(x — a) + 6(z + a)] .

2.7.5 Die dreidimensionale Delta-Funktion
Wir verallgemeinern die eindimensionale auf die dreidimensionale Delta-Funktion durch
83 (7) = 6(x)8(y)d(2) , (2.131)

wobei 7 = 27 + yj + zk der Ortsvektor vom Ursprung (0,0,0) zum Punkt P(z,y,z) ist.
Die dreidimensionale Delta-Funktion §3(7) ist iiberall gleich Null auBer im Ursprung (0,0, 0).
Das Volumenintegral iiber den gesamten Raum ist

/ dv 83 (7) = / dx / dy / dz6(x)0(y)o(z) = 1.
Gesamter Raum —00 —00 —00

In Verallgemeinerung von Gleichung (2.114) gilt fiir den festen Punkt 7

/ dv f () 83 (7 — 7o) = f (7o) . (2.132)
Gesamter Raum

Jetzt kénnen wir auch die Diskrepanz bei der Berechnung der Divergenz von &, /r? (siehe
Kap. 2.7.1) auflésen: es war
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2.8 Helmholtz-Theorem

(1) div (€,/r?) gleich Null iiberall auBer am Ursprung und

(2) das Integral iiber jedes Volumen, das den Ursprung enthielt, war gleich der Konstan-
ten 4m.

Das sind genau die Eigenschaften der dreidimensionalen Delta-Funktion, multipliziert
mit dem Faktor 47, also

v il = 4r3 (7) | (2.133)
oder allgemeiner mit B =7 — 7, R = R/|R|
v, v, v, B (%) . (2.134)
R A R
A

wobei sich der Gradient auf die Ableitung nach 7 bezieht.
Benutzen wir Beziehung (2.94) fiir ¢y = 1/R, d.h.

L /1 . 1 i R
=) = V. = == 2.135
v <R> v (7“—7“0> (r—ro)? R (2:135)
so folgt vl o g (R). (2.136)
"R

2.8 Helmholtz-Theorem

Ist durch Festlegung der Divergenz und der Rotation eines Vektorfeldes dieses eindeutig
bestimmt?

Sei z.B: V- F = D und sei ﬁxﬁzémitﬁ-@zﬁ-(ﬁxﬁ) = 0. Konnen wir damit
das Vektorfeld F eindeutig festlegen, d.h. existiert eine Losung und ist sie eindeutig?

Der Beweis der Existenz geschieht durch Konstruktion der Losung durch

F=-VU+VxW (2.137)

mit der skalaren Funktion

2.138
47 R ( )
und der Vektorfunktion
=~
W (F) = L dv’c (r ) (2.139)
a 47T Vv R ’
mit R = 7i—-7. (2.140)
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2 Mathematische Voriiberlegungen

Damit erhalten wir unter Benutzung von Gleichung (2.135)

V. F--vi = L / av'D (#) ¥ @)
- 417T dVD( )47753(7?—#):17(?),

d.h. die Anwendung der Divergenz auf die konstruierte Lésung (2.137) ergibt das richtige
Ergebnis.
Ebenso berechnen wir

ﬁxﬁ:—ﬁx(ﬁU)—i—ﬁx(?xW):O—i—ﬁx(ﬁxW),

weil rot div U = 0 nach Beziehung (2.67). Mit Beziehung (2.69), rot rot = grad div — A
folgt

Vx F =97+ 9 (F07) . (2.141)

Mit der Losung (2.137) folgt fiir den 1. Term

- 1
2
VW = —— [ aV’ C —=
o [ e () (5)
= av'é (7)) (F=—7)=C ),
/V () ( )
d.h. die Anwendung der Rotation auf die konstruierte Lésung (2.137) ergibt das richtige

Ergebnis, wenn wir zeigen konnen, dass der 2. Term in Gleichung (2.141) verschwindet.
Betrachten wir diesen genauer. Mit Gleichung (2.139) gilt

wt = [ () v ()
v rT—rTr
_ _/Vdv’é <#> V. (T_1T,> , (2.142)

wobei wir V,.(1/r—1") = —ﬁrl(l/r—r') benutzen. Den verbleibenden Ausdruck integrieren
wir partiell. GemaB Beziehung (2.58) gilt

V- (sA) = (V-4) + A (V7).

so dass unter Verwendung des GauB-Theorems

/Vde(ﬁ/Q - —/Vdvl.(ﬁf)Jr/vdvﬁ(ffY)
1

fA-da . (2.143)
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2.8 Helmbholtz-Theorem

Setzen wir A=C, f=1/(r —r") und dV = dV’, so gilt nach (2.143)

= - 1
- dVC’(rJ)-VT/< >
4 rTr—rTr
, 1 -
/dV Vo C(#)—f ,C - dd
\4 r— T’ s r—r

und nach Einsetzen in Gleichung (2.142)

— - ’ 1 =
47TVT-W:/dV V. c() ?{ C.di=0,
% r—r g r—r

denn der 1. Term verschwindet nach Annahme wegen 67"/ .C =0. Das Oberflachenintegral

verschwindet wegen des Faktors 1/(7“—7'/), wenn bei geniigend groBem Abstand (Integration
iiber den gesamten Raum) ausgefiihrt wird und c geniigend stark fiir groBe Abstande abfallt.
Q.E.D.

AbschlieBend noch zwei Anmerkungen:

1. Der Beweis nimmt an, dass die Integrale (2.138) und (2.139) eX|st|eren sonst wiirden
die Funktionen U und W nicht eX|st|eren Fiir groBe Werte von 7’ ist R ~ 7' und beide
Integrale sind von der Art (mit dV' = 4z (r')2dr’)

[ X s ey

wobei X fiir die Komponenten von C und die Funktion D steht. Damit diese Integrale
existieren, miissen die Funktionen X (') starker als 1/(r )2 abfallen.

2. Hinsichtlich der Eindeutigkeit der Losung (2.137) ist anzumerken, dass diese zunachst
nicht eindeutig erscheint, da wir auf der rechten Seite von (2.137) jede Vektorfunktion
dazuaddieren konnen, deren Divergenz und Rotation verschwindet. Dann ist immer
noch V-F = D und V x F' = C. Aber: es existiert keine Vektorfunktion mit ver-
schwindender Divergenz und Rotation, die bei co gegen Null strebt.

Wenn wir also zusitzlich fordern, dass F — 0 fiir |F]| — oo, dann ist die Lésung (2.137)
eindeutig und es gilt der Satz von Helmholtz:

Helmholtzscher Satz: Sind die Divergenz D(7) und die Rotation C/(7) einer Vektorfunktion
F(7) bekannt, gehen beide stirker als (1/r2) gegen Null fiir r — oo, und geht F(7) — 0
fiir r — oo, dann ist F/(7) eindeutig durch Gleichung (2.137) gegeben.

Folgerung: Jede (differenzierbare) Vektorfunktion F(7), die stirker als (1/r) gegen Null
strebt fiir r — oo, kann als Gradient eines Skalars plus der Rotation eines Vektors dargestellt
werden:

NOF(E) L [ V< F(7)

. (1
F=v|—[av/— \/ dV 2.144
47T/V R I R (2.144)
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2.9 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

Unser bisheriges Wissen kdnnen wir in zwei Theoremen zusammenfassen.
Satz 1 dber rotationsfreie Felder: Folgende Bedingungen sind zueinander dquivalent:

V x F = 0 iiberall.
/.

d) F = —VU ist der Gradient einer skalaren Funktion U. U heiBt skalares Potential von
F', ist aber nicht eindeutig, da wir jede Konstante dazu addieren konnen.

Satz 2 diber divergenzfreie Felder: Folgende Bedingungen sind zueinander dquivalent:
(a) V- F =0 iiberall.
(b) fOberﬂache F . da ist unabhingig vom der Oberflache fiir jede gebene Randlinie.

(©) $overfische F - dd = 0 fiir jede geschlossene Oberfliche.

(d) F =V x W ist die Rotation eines Vektors W. W heiBt Vektorpotential des Feldes
F, ist aber nicht eindeutig, da wir den Gradienten Vm einer beliebigen Funktion m
dazuaddieren konnen.

2.10 Die Maxwellschen Gleichungen

GemaB der Aussage des Helmholtz-Theorems miissen wir zur vollstindigen Bestimmung des
elektrischen Feldes E und des magnetischen Feldes B die vier Funktionen divFE, rotF, divB
und rotB kennen. Dazu bendtigen wir mindestens vier unabhangige experimentelle Befunde.
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3 Elektrostatik

Wir beginnen mit Feldern, die von stationaren, ruhenden geladenen (mit positiver (¢ > 0)
und negativer (¢ < 0) Ladung) Massenpunkten im Vakuum herriihren.

3.1 Coulomb-Gesetz

1. Ezperimentelles Fundamentalgesetz (Coulomb-Gesetz): Zwei ruhende geladene Mas-
senpunkte an den Stellen 71 und 75 mit den Ladungen q1 und gy tben im Vakuum die
Kraft

(3.1)

aufeinander aus. k ist dabei eine Proportionalitdtskonstante, deren Wert von der Festlegung
der Einheit der Ladungen ¢; und g9 abhangt.
Wir folgern aus dem Coulomb-Gesetz:

(a) Die Coulomb-Kraft (3.1) ist eine Zentralkraft, d.h. sie wirkt in Richtung der Verbin-
dungslinie zweier Ladungen.

(b) Es gilt Actio = Reactio, d.h. die Kraft auf die erste Ladung durch die zweite Ladung
und diquraft aHf die zweite Ladung durch die erste Ladung sind entgegengesetzt gleich
groB: Ko = —Kj.

(c) Die Coulombkraft ist proportional zum Produkt ¢1¢2. Da die Ladungen positiv oder
negativ sind, stoBen sich gleichnamige Ladungen ab, ungleichnamige Ladungen ziehen
sich an.

(d) Fir die Coulombkrifte gilt das Superpositionsprinzip. Die resultierende Kraft auf eine
Ladung @ am Ort 7 ergibt sich aus der Summe der Coulombkrifte zwischen dieser
Ladung und allen anderen Ladungen g,:

¥ — 7y

|7 — 7]

Definition der elektrostatischen Ladungseinheit im CGS-System: Zwei elektrostatische

Ladungseinheiten (Le) iiben im Abstand von 1 cm aufeinander die Kraft 1 dyn = 1 g cm

s~2 aus. DimensionsmiBig besagt das Coulombgesetz dann dyn = (Le)? cm~2 oder

1Le=1cmdyn'/2=1g"2 cm?s7!. (3.3)
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3 Elektrostatik

Damit wird die Proportionalitatskonstante £ = 1 im Coulombgesetz (3.1):

- 7 — T
Ki=q@p——3 (3.4)
|7’1 — 79

Als 1. Deutung des Coulombgesetzes besagt die Fernwirkungstheorie: Teilchen 2 wirkt
gemiB Gleichung (3.4) direkt auf Teilchen 1 ohne Mitwirkung des dazwischenliegenden
Raums (momentane Ausbreitung der Wirkung).

3.2 Elektrische Feldstarke

Wir gehen von der Kraft K aus, die eine Ladung ¢; auf eine moglichst kleine Probeladung
q ausiibt:

Lon (3.5)

Als die von g¢; am Ort 7 der Ladung ¢ hervorgerufene elektrische Feldstdrke definieren wir
den Quotienten

E (/) ==—. (3.6)

)

Da i.a. die Punktladung ¢ das elektrische Feld verandert, gehen wir zum Grenzfall einer
verschwindend kleinen Ladung iiber:
_ . AK dEK

E () = lim

Agoo Aq  dq (3.7)

Dies fiihrt auf die 2. Deutung des Coulombgesetzes ( Feldwirkung): Das geladene Teilchen 1
verdndert den Zustand des leeren Raums in seiner Umgebung durch Aufbau des elektrischen
Felds E; dieses wirkt auf andere geladene Teilchen.

Mit dem Coulombgesetz (3.5) folgt fiir das Feld einer Punktladung ¢;:

2o @ (F—T1)

Wie in Abbildung 3.1 skizziert, ist dieses fiir ¢ > 0 radial nach auBen gerichtet und fiir
q1 < 0 radial nach innen gerichtet.
Fiir eine Summe von Punktladungen folgt nach Gleichung (3.2)

E®F) = Z n { Z E, (3.9)

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung miissen wir von der Summation iiber Punkt-
ladungen zur Integration iber die rdumliche Ladungsverteilung libergehen. Setzen wir an
Stelle der Punktladung ¢; das Ladungselement p( )dV wobei p die Ladungsdichte und
dV' = d3r" das Volumenelement sind, so folgt

4
= ’ r—r
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3.3 Differentielle Feldgleichungen

4y
4y

Abbildung 3.1: Die elektrischen Felder einer positiven und einer negativen Punktladung

Die Gesamtkraft auf eine Ladungsdichte p(7) ist dann

K= [ & p@E#) (3.11)
R3

und die Gesamtladung @ ist
Q= [ drp@ (3.12)
RS
Die Einheit der elektrischen Feldstarke
[K} dyn

B Al L1 dyn 1/2 1 _
E (7) ist [E} 7 Lo dyn'/“ cm 1 Gau8

im CGS-System.
Mit der 6-Funktion (wir schreiben kurz §(%) = 6%(%)) erhalten wir aus der Beziehung (3.10)
wieder Gleichung (3.9), denn Einsetzen von

N
()-S5
n=1
liefert sofort
L X , N =T g (=) .
E(T‘):Z drqn5<r —rn> ——3 :Z P :ZEH(F)
n—1 G i A -
3.3 Differentielle Feldgleichungen
Mit Beziehung (2.135),
1 _ 1 F— 7
gradr—»—l:v'f'< /)Z_T j3’
|7 — 7 | r—r 17— 7|
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3 Elektrostatik

folgt fiir Gleichung (3.10)

7 (= s (4 =T 3/’)(7%)
E(@) = [drp (7") | 5 = —grad, [ d’r = —grad, ® (7) (3.13)

mit dem “skalaren Potential” oder “elektrostatischen Potential”

D (7) = /d3 ’ —|—const _/d3 ’ <ﬁ>‘ , (3.14)

77

da die Konstante ohne Bedeutung fiir die Berechnung des E-Feldes ist.

Das elektrische Feld kann nach dem Helmholtz-Satz aus der Festlegung seiner Quellen (div E)
und Wirbel (rot E) berechnet werden. Die Anwendung von Gleichung (2.136),

1 1
= A,

r—r r—r

auf Gleichung (3.14) ergibt
AP () = /dST‘p V2| L |——47T/d3r/p(f!)(5<77—f!>:—47Tp(f'). (3.15)
-7

Damit ist dann nach Gleichung (3.13)

V2 — 476 (F—f’) :

div E = —div grad ® = —V?® = —A® = 4mp
und rot E = —rot grad =0

und wir erhalten die differentiellen Feldgleichungen der Elektrostatik

div E (7) = 4mp(7) (3.16)
und rot E(F) = 0. (3.17)

Gem3aB Gleichungen (3.15) und (3.13) kénnen wir diese Grundgleichungen alternativ auch
fiir das skalare Potential formulieren:

AD () = —4mp(7) (3.18)
und E() = —grad ®(7) . (3.19)

Gleichung (3.18) wird als Poisson-Gleichung bezeichnet.
Im Spezialfall p () = 0 reduziert sich die Poisson-Gleichung auf die Laplace-Gleichung

AD(7) =0 (3.20)

Die Formulierungen (3.18) und (3.20) fiir das skalare Potential ® (") haben den Vorteil, dass
man nur eine skalare Funktion ® (7) statt der drei Komponenten der Vektorfunktion E (7)
bendtigt.

Das Grundproblem der Elektrostatik besteht darin, aus der gegebenen Ladungsverteilung
p (7) das Potential ® (7) oder die elektrische Feldstirke E (7) aus den formalen Lésungen
(3.14) oder (3.10) zu berechnen.
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3.4 Integralform der Feldgleichungen

3.3.1 Feldlinien

Unter Aquipotentiallinien oder Aquipotentialflichen versteht man den geometrischen Ort
aller Punkte mit dem gleichen Wert des Potentials ¢ (7°):

Aquipotentialfliche ® (7) = const. (3.21)

Die Flachennormalen zeigen in Richtung von grad & = —E und werden als Feldlinien
bezeichnet.

So folgt z.B. fiir eine Summe von Punktladungen p(7) = Zi]ilqié(f’— 7i) aus Gleichung
(3.14)

o i
@(7«)_2‘?_%’.

=1

Fiir zwei Ladungen (N = 2) mit ¢ = —q2 = ¢ ergibt sich fiir die Aquipotentiallinien dann

O(r) = LA S———
r—r r—7T9

In Abbildung 3.2 sind fiir dieses Beispiel die Aquipotentiallinien und die Feldlinien skizziert.

Abbildung 3.2: Elektrisches Feld und Aquipotentialfliichen (gestrichelte Kurven) zwi-
schen positiver und negativer Punktladung

Ubungsaufgabe:

Berechnung der Aquipotentiallinien und der Feldlinien fiir zwei gleichnamige Ladungen ¢; =
2=q.)

3.4 Integralform der Feldgleichungen

(Die Aussagen dieses Abschnitts lassen sich auch kurz mit dem in Kap. 2.9 formulierten Satz
1 fur rotationsfreie Vektorfelder begriinden.)
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3 Elektrostatik

Die Anwendung des GauB-Theorems auf die inhomogene differentielle Feldgleichung (3.16),
div E (7) = 4mp (7) |

ergibt fiir das Integral iiber das Volumen V' mit der Oberfliche O

4ﬂ/d3rp(F) = 47TQV—/d3rdivE(F) fdﬁ-ﬁ(ﬁ),
14 14 O

oder %dﬁ E = 47Qy . (3.22)
Das Oberflachenintegral iiber E ist gleich 47 mal der im Volumenelement eingeschlossenen

Ladung Qv . Gleichung (3.22) wird als Gaufs-Gesetz bezeichnet.
Integriert man die homogene differentielle Feldgleichung (3.17)

rot £ (7) =0,

iber eine Fliche F' mit der Berandung C, so folgt nach dem Stokes-Theorem

0= / af - [rot B()] = 74 ds- B (7 ,
F c
oder fdg- EF = 0 (3.23)
fiir die Integration liber beliebig geschlossene Wege. Insbesondere folgt, dass es in der Elek-
trostatik keine geschlossenen Feldlinien gibt.
In Abbildung 3.3 fassen wir die abgeleiteten integralen und differentiellen elektrostatischen
Feldgleichungen zusammen, die den Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstarke E,

der Ladungsdichte p () und dem elektrostatischen Potential @ () vermitteln.
Um alle Zusammenhinge zu beweisen, betrachten wir die formale Ableitung der Beziehung

P
®(P) = —/O ds- E (7) (3.24)

des Potentials ®(P) am Punkt P, wobei O einen beliebigen Referenzpunkt kennzeichnet.
GemiaB Gleichung (3.24) gilt dann fiir die Potentialdifferenz an zwei Punkten a und b:

b a b o
O(b) — Bla) = —/ d§-E+/d§-E:—/ d§-E—/ s E
O O o a
O b

b
— —U dg-EJr/d;.E]:—/ ds- E .
a O a

Nach Gleichung (2.99) gilt fiir den Gradienten

so dass /b<§®>-d§’ = —/bdé’-ﬁ
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3.5 Anwendung des GauB-Gesetzes

Abbildung 3.3: Die elektrostatischen Feldgleichungen

fiir alle beliebigen Punkte a und b gilt. Dann folgt
E=-Vo,
im Einklang mit Gleichung (3.13), d.h. die Beziehung (3.24) ist in der Tat die Integralform
von Gleichung (3.13).
3.5 Anwendung des GauB-Gesetzes

Bei geeigneter Symmetrie ist das integrale GauB-Gesetz (3.22) die schnellste und leichteste
Methode, um elektrische Feldstarken E zu berechnen.

3.5.1 Feld einer homogenen geladenen Kugel
Die Ladungsdichte einer homogenen geladenen Kugel ist
po fir r<a

p(F) = p(r) = (3.25)
0 firr>a

mit pg = const. Wegen der Symmetrie verwenden wir Kugelkoordinaten r, 6, ¢, und das
Potential kann nur vom Abstand r abhdngen.

Als 1. Lésungsverfahren verwenden wir das GauB-Gesetz. Wir werten Gleichung (3.22) aus
fiir eine Kugeloberfliche F' = 4mr? mit dem Radius . Weil dF || E mit E = E(r)é,, gilt

]{dﬁ-E:/‘E‘dF: ’E‘/dF:élm"QE(r).
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3 Elektrostatik

Gleichzeitig gilt mit der Ladungsdichte (3.25)

! ! 2
1672 pg for dr (7‘) = %por3 fir r<a

AmQy = 4w /07“ 47 (r/)gdr/p <r'> =

/ ’ 2
16m2po [y dr (7’ ) = %poa?’ fir r >a
Mit der Gesamtladung der Kugel Q = 4mpga®/3 folgt

4#@2—?, fir r <a

4rr?E(r) = )
47 Q) fir r>a
% fir r<a
so dass E(r) = . (3.26)
7% fir r>a

Man beachte: das Feld auBerhalb der Kugel ist exakt das gleiche, als wenn die gesamte
Ladung im Zentrum r = 0 konzentriert ware.
Das dazugehdrige Potential berechnen wir durch Integration von

dd
2 __E
dr (r)
mit ®(c0) =0 zu
Q[3- 5] furr<a

d(r) = : (3.27)

% fir r > a

wobei wir die Stetigkeit des Potentials an der Stelle » = a ausnutzen.
Das 2. Lésungsverfahren beruht auf der Poisson-Gleichung (3.18), wobei wir nach (2.97)
den Radialanteil des Lapace-Operators in Kugelkoordinaten verwenden:

Ad(r) = %2% (ﬂ‘f) = —dmp(r) . (3.28)

Fiir r > a folgt mit der Ladungsverteilung (3.25):

d [ ,d®
dr<7"d7~> =0

dd
oder rP— =
dr
C
und daraus d = ——L 40,
r
mit den Integrationskonstanten Cy und Cs. Mit ®(o0) = 0 folgt Co = 0, so dass
C
d(r>a)=——.
r
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3.5 Anwendung des GauB-Gesetzes

Firr < a gilt
d 5 dP 9
el o= - 4
dr <r dr> TooT
d® 4
so dass rP— = —IPOT?’ +C3
dr 3
ode dd Cs 4m
r — = 2 — —por.
dr r2 3 Po

Nach Integration erhalten wir

Cs 27
O(r<a)=0Cys— 73 — 3,007"2
Der Term —C3/r entspricht wegen A(C3/r) = —47C363(7) einer Punktladung bei 7 = 0,

die es nicht gibt, so dass wir C'5 = 0 setzen. Fiir das Potential erhalten wir dann

—% fir r>a

B(r) = . (3.29)

2
04—% fir r<a

Die rechte Seite der Poisson-Gleichung (3.28) hat einen Sprung bei 7 = a, also hat auch die
linke Seite d/dr(r?d®/dr) einen Sprung. Daraus folgt, dass r?d®/dr einen Knick hat bei
r = a; daher sind ® und d®/dr stetig bei r = a (zur Begriindung siehe Kap. 3.5.2). Die
Stetigkeit von & liefert

G @
4 2, )
die Stetigkeit von d®/dr liefert
i Q
@ a2
3
oder Ci = —Q und Cy = —Q
2a

Eingesetzt in Gleichung (3.29) folgt dann

%[%—%] fir r<a
®(r) =
% fir r > a

das gleiche Ergebnis wie Gleichung (3.27). Zur Bestimmung dieser Lésung brauchten wir vier
Konstanten aus vier Randbedingungen:

(a) ®(0) endlich, d.h. keine Punktladung bei r = 0;

(b) ®(r) stetig bei r = q;
(c) d®/dr stetig bei r = q;
(d)

d) ®(o0) = 0 als willkiirlichen Referenzpunkt.
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3 Elektrostatik

3.5.2 Feldverhalten an Grenzflichen

Das Verhalten des elektrostatischen Feldes E (7) an Grenzflachen, die eine Flichenladung o
tragen, folgt aus den integralen Feldgleichungen. Dazu legen wir, wie in Abbildung 3.4

Abbildung 3.4: Das Gaufische Késtchen um eine Fliche A mit Oberflichenladung o

skizziert, um die Flache ein sogenanntes Gaufisches Kistchen mit dem Volumen AV. Die
Kéastchenkante senkrecht zur Grenzflache habe die Lange Ax, die wir in einem Grenzprozess
gegen Null gehen lassen. Nach dem GauB-Theorem gilt dann

/ &Br div B (7) = di - B (F) — Afi - (Ea - EZ-) , (3.30)
AV S(AV)

denn das Oberflichenelement dd hat dann die Normalenrichtung @ und die Flache A. E,
und E; bezeichnen die Normalkomponenten des elektrischen Feldes auBerhalb (oben) und
innerhalb (unten) der Grenzflache.

Andererseits gilt nach dem GauB-Gesetz (3.22)

/ dr div E (7) = 47r/ drp (7) = 4no A . (3.31)
AV AV

Der Vergleich mit Gleichung (3.30) ergibt
7 (Ea - E) = dro (3.32)

d.h. die Normalkomponente des elektrischen Feldes verhilt sich an der Grenzflache unstetig
wenn o # 0 ist.

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes dagegen ist immer stetig. Dies folgt aus
der Anwendung von Gleichung (3.23)

fdg-ﬁ(r*):o,

auf die in Abbildung 3.5 gezeigte diinne rechtwinklige Schleife, die durch die Grenzfliche
geht. Die Enden Az — 0 ergeben keinen Beitrag und die Seiten mit der Lange [ ergeben

EH,al_EH,il = 0
oder E”a = E||,i7 (333)
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3.6 Elektrostatische Feldenergie

Abbildung 3.5: Die Stokessche Flidche an einer Grenzfliche

wobei By L 7 die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes parallel zur Grenzflache
kennzeichnet.
Die Ergebnisse (3.32) und (3.33) konnen kombiniert werden zu

E, — E; = 4noft (3.34)

wobei 77 der Einheitsvektor senkrecht zur Grenzflache ist.
Das elektrostatische Potential ® ist stetig an jeder Grenzflache, weil nach Gleichung (3.24)

b
@a—tbi:—/ E-ds.
a
Fiir verschwindend kleine Weglange ds — 0 folgt dann
b, =9, . (3.35)

Aber der Gradient von ® besitzt wegen E = -V die Unstetigkeit von E. Mit Gleichung
(3.34) gilt

6(?@ — ﬁfbi = —4mwon,
od, 09;
— = —4 .
oder . o o (3.36)
0P -
bei — = Vo.q 3.37
wobei o Vo -7 (3.37)

die “Normalen-Ableitung” von @ ist (d.h. die Anderung von ® in Richtung senkrecht zur
Oberflache).

Gleichung (3.36) begriindet die in Kap. 3.5.1 angenommenen Stetigkeit von d®/dr bei der
homogenen Kugel, da diese keine Flachenladung an der Grenzflache aufweist.

3.6 Elektrostatische Feldenergie

Nach Gleichung (3.6) wird im elektrischen Feld E () am Ort 7 auf die Punktladung ¢ die
Kraft K () = ¢E () ausgeiibt. Um die Punktladung im Feld E von Punkt a nach Punkt b
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3 Elektrostatik

zu verschieben, muss die Arbeit Wy, mit der Gegenkraft K geleistet werden:

b b
Wab:—/ K-dF:—q/ E.dr.

Unter Verwendung von Gleichung (3.24) erhalten wir unabhéngig vom Weg
Wap = Q[(I)(b) - CI)(a,)] = qu,a = _qUa,ba

wobei die Potentialdifferenz Uy, , = ®(b) — ®(a) als Spannung bezeichnet wird. Die Arbeit
ist dann Wy, = —qU, . Umgekehrt kann man sagen: Die Potentialdifferenz zwischen den
Punkten a und b ist gleich der Arbeit pro Einheitsladung, die man aufwenden muss, um das
Ladungsteilchen von a nach b zu transportieren.

3.6.1 Energie einer Punktladungsverteilung

Wir berechnen die Arbeit, die nétig ist, um eine Ladung ¢, im Feld der Punktladungen
qi,---,qn—1 an den Stellen 7, ..., 7,_1 von oo nach 7, zu bringen. Das Potential der n — 1
Punktladungen lautet

Damit ergibt sich nach Gleichung (3.6) diese Arbeit zu

Ap = qn [® (7)) — B(00)] = gn® (7) Z |anqg (3.38)

o — T

(3.38) ist die Arbeit, die notwendig ist, um die Ladung g, von Unendlich zum Ort 7, zu
bringen.

Stellen wir uns nun vor, dass wir nacheinander die Ladungen ny, ns, ns, ..., ny von Unendlich
nach 7, bringen. Die aufzuwendende Arbeit erhalten wir durch Summation von Beziehung
(3.38) zu

A=Y 4,7 =Y 7‘7?%_61]%.‘ . (3.39)
— n 7
Der Transport der 1. Ladung braucht keine Arbeit, weil noch kein Feld vorhanden ist, gegen
das die Arbeit geleistet werden muss.

Die Doppelsumme (3.39) werten wir so aus, dass wir jedes Paar doppelt zihlen und daher
durch 2 teilen miissen, d.h.

N
1 i
A= Y M —w, (3.40)

Die aufzuwendende Arbeit ist gleich der potentiellen Energie W, des Systems aus N Punkt-
ladungen.
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3.6.2 Kontinuierliche Ladungsverteilungen

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen p () benutzt man in Verallgemeinerung von Glei-
chung (3.40) die Definition

W, = ;/d3r p(F)/dSTI P(fj> . (3.41)

Mit Gleichung (3.14)

erhalten wir

W=y [ o @ @)

Benutzen wir die Poissongleichung (3.18) in der Form

p(F) = L ap o —fv2<1>
47

und integrieren partiell, so folgt unter Verwendung von (3.13)

= 3 2 —_ 3 :7 3 _'H
W, = /d V<I>) () SW/d qu /d (7)

da es keine Randterme bei 7 — oo gibt. Es ist dann naheliegend,

. (3.42)

we () = BB @)

als Energiedichte des elektrischen Feldes zu interpretieren.

3.7 Leiter und Isolatoren
Man teilt Materialien grob in zwei Klassen ein:

(1) Isolatoren (Nichtleiter): Stoffe (wie Glas oder Gummi), bei denen jedes Elektron an
ein bestimmtes Atom angelagert ist, so dass sich die Ladungstrager auch bei Anlegen
eines elektrischen Feldes nicht verschieben lassen.

(2) Leiter: Stoffe, in denen sich eins oder mehrere Elektronen pro Atom frei verschie-
ben lassen (z.B. Elektronen eines nicht vollstindig gefiillten Energiebands in einem
Festkorper). Ein perfekter Leiter ware ein Material mit unbegrenzt vielen freien Elek-
tronen.
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3 Elektrostatik

3.7.1 Leiter

Aus diesen Definitionen folgen sofort die grundlegenden elektrostatischen Eigenschaften von
idealen Leitern:

(1) E = 0 innerhalb des Leiters: Wiirde man einen Leiter in ein duBeres Feld Ej legen
(siehe Abbildung 3.6), wiirden alle freien positiven Ladungen nach rechts und alle freien
negativen Ladungen nach links laufen, und dlese induzierten Ladungen produzieren ihr
eigenes Feld E4, das entgegengesetzt zu E(] zeigt. Die Ladungen flieBen solange im
Leiter, bis die induzierten Ladungen das duBere Feld innerhalb des Leiters aufheben.

Eo
_— === _‘_'__':'__':'__'___'__'__'__':'____—I:_ - — >
— <—§- ———————————————— - 4+
- T T 7| _‘_.__.:._.__.__.___.__.__.:.:._____|:_ - = >
S e _"ii_ >
— € - +

Abbildung 3.6: Ladungen und E-Feld innerhalb eines Leiters in einem #ufBeren E-Feld

(2) p = 0 innerhalb des Leiters: Dies folgt aus der Feldgleichung div E = 47tp als
Konsequenz von E' = 0 innerhalb des Leiters. Es sind zwar Ladungen vorhanden, aber
exakt gleich viele positive wie negative.

(3) Jede Netto-Ladung sitzt auf der Oberflache: Dies ist der einzige Ort, wo sie sein
kdnnen.

(4) Das Potential ® ist konstant im Leiter: Nach Gleichung (3.24) gilt fiir zwei Punkte
a und b im Leiter oder auf der Oberfliche des Leiters

@(b)-@(a)z—/bﬁ.dgzo,

oder ®(b) = ®(a), d.h. die Oberfliche eines Leiters ist immer eine Aquipotentialfliche.
Da die Feldlinien senkrecht zu den Aquipotentialflichen verlaufen, folgt

(5) E steht immer senkrecht auf der Oberfliche direkt auBerhalb des Leiters (siche
Abbildung 3.7). Wenn nicht, wiirden, wie unter Punkt (1) notiert, sofort Ladungen
flieBen, bis alle tangentialen E-Felder verschwinden.
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3.7 Leiter und Isolatoren

my

\V

Leter

Abbildung 3.7: Das E-Feld steht stets senkrecht auf der Leiteroberfléiche

(6) Faraday-Kifig: Aus Punkt (1), E = 0 innerhalb des Leiters, folgt mit dem GauBsatz,
dass das Innere eines elektrischen Leiters stets ladungsfrei ist (sieche Punkt (2) oben).
Daran dndert sich auch nichts, wenn wir den Leiter aushohlen: das dadurch entstehende
Loch bleibt feldfrei (sog. Faradayscher Kifig).

Bringen wir einen Leiter in ein externes elektrostatisches Feld, so verschieben sich die freien
Ladungstriager so lange, bis das resultierende Feld senkrecht auf der Leiteroberfliche steht;
das externe Feld wird deformiert. Weil die Normalkomponente des inneren Feldes EZ-(n) =0,
folgt nach Gleichung (3.32), dass die Normalkomponente des Feldes unmittelbar auBerhalb
EM = 4no
oder mit Beziehung (3.36)
1 00

T T4 on R (3.43)
am Rand R ist, dass sich also eine passende Oberfldchenladungsdichte o gebildet haben muss.
Das duBere Feld influenziert Ladungen an der Leiteroberflache gemaB Gleichung (3.43)!
Wir illustrieren dies am in Abbildung 3.8 skizzierten Beispiel: Wir setzen eine positive Punkt-
ladung ¢ > 0 in das Zentrum eines spharischen Hohlleiters. Wieviel negative Ladung wird
an die innere Oberfliche gezogen? Ladungen flieBen solange, bis das Netto-Feld im Leiter
(durch ¢ und die induzierten Ladungen) gleich Null ist. Weil das Feld einer gleichférmigen
kugelformigen Oberflichenladung gleich dem ist, wenn es im Zentrum der Kugel lokalisiert
ware (siehe Kap. 3.5.1), tritt das auf, wenn sich die Ladungsmenge —q bei » = a ange-
sammelt hat. Also ist die induzierte Oberflichenladung dort o, = —q/(47a?). Gleichzeitig
verteilt sich die librige Ladung +q auf der duBeren Oberfliche mit der Oberflichenladungs-
dichte 0, = q/(4mb?). (Aufgabe: Berechnen Sie fiir diese Anordnung den radialen Verlauf
von E und ® in den Bereichen <a,a<r<bundr>b)
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3 Elektrostatik

Abbildung 3.8: Die E-Felder und Ladungen eines sphérischen Hohlleiters

3.7.2 lIsolatoren

Isolatoren enthalten positive und negative Ladungen in gleicher Anzahl, die nicht frei beweg-
lich und damit nicht zu trennen sind. Man kann sie aber um kurze Strecken gegeneinander
verschieben. Die damit verbundenen Polarisation der Atome bzw. Molekiile im Feld fiihren
zu einem induzierten Dipolmoment, dessen Effekte wir im Kap. 8 detaillierter untersuchen
werden.

3.7.3 Leiter im elektrostatischen Feld

Die Diskussion des Verhaltens von Leitern fiihrt uns zu einer Umformulierung des Haupt-
problems der Elektrostatik: Gesucht wird die Lésung der Poisson-Gleichung A® = 4mp
mit der Randbedingung, dass alle Leiteroberflichen Aquipotentialflichen sind.

Dazu existieren im wesentlichen zwei Losungsmethoden, die wir in den folgenden Abschnitten
ausfiihrlich behandeln:

(a) Methode von Green: Es muss eine Greensfunktion bestimmt werden, die den Randbe-
dingungen angepasst ist.

(b) Spiegelungsmethode: Es wird versucht, die durch Influenz entstandenen Oberflachen-
ladungen durch fiktive Ladungen im Inneren des Leiters zu ersetzen, die im AuBenraum
dasselbe Feld wie die Oberflachenladungen erzeugen.
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3.8 Randwertprobleme

3.8 Randwertprobleme

3.8.1 Formulierung des Randwertproblems

Nach der Diskussion der physikalischen Randbedingungen im letzten Abschnitt formulieren
wir das zu l6sende Problem mathematisch: ein zusammenhangendes Volumen V' werde durch
eine oder mehrere Metalloberflichen (Leiteroberflichen) begrenzt. Der Rand von V' besteht
aus mehreren Randern von getrennten Metallkérpern, also R = (R, Rz, ...). Im Volumen
V ist das Potentialfeld ¢ (7') gesucht. Es gelten die Randbedingungen

®|lp, = ®; = const. (3.44)
)
und 8— = —4rno (3.45)
on|p
) 0 L o=
t g _ 5.
mi o n-V

Die Vorgabe der Potentialwerte am Rand (wie in Gleichung (3.44)) wird Dirichlet-Randbe-
dingung genannt:

Dirichlet-Randbedingung ~ ®|p = & () . (3.46)
Gleichung (3.46) ist etwas allgemeiner als Gleichung (3.44), weil ¢ eine Funktion von 7 sein
kann und nicht, (wie bei einem Leiter) auf jedem R; konstant sein soll.
Die Vorgabe der Normalkomponente auf dem Rand (wie in Gleichung (3.45)) wird von
Neumann-Randbedingung genannt:

0P
von Neumann-Randbedingung —| = —4no (F) . (3.47)
on|p
Im allgemeinen sind die Oberflichenladungen nicht bekannt, sondern die Potentialwerte
¢ () auf den einzelnen Metallkorpern. Wir erhalten dann das Randwertproblem mit Dirichlet-
Randbedingung zu:

AD(F) = —dmp(F) in V (3.48)
®(F) = ®(7) auf R, (3.49)

wobei p (7) und P (7) gegeben sind und ® (7) gesucht wird.
Aus der Losung @ (7) kann dann gemaB Gleichung (3.47) die Oberflachenladung bestimmt

werden;
1 0P

4T on |-

3.8.2 Partikuldre und homogene Losung

Jede lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit Quellterm kann als Summe
einer speziellen (partikuldren) Lésung und der homogenen Lésung geschrieben werden:

o (F) = (I)part (F) + Pphom (F) (350)
mit der homogenen Losung ADpop, () = 0 (3.51)
und der partikuldren Losung Ay (1) = —4mp(F) . (3.52)
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GemiaB Kap. 3.3 ist Gleichung (3.52) dquivalent zu

-
Dpare (7) = /d?’r’p <T> (3.53)
par 7] .
Aus der Randbedingung (3.49) folgt
(I)part‘R + (I)hom|R = (I)U (F)
oder (I)hom’R = ((I)() — (ppart) ’R . (354)

Mit (3.53) erhalten wir fiir die Lésung (3.50)

o ()= [ |’;(r 3| + By (7

Im Spezialfall, dass keine Metalloberflachen vorhanden sind, ist das Volumen V' der gesamte
Raum und die Randbedingung lautet ®(c0) = 0. Wegen ®,4,+(0c0) = 0 folgt aus (3.54)
D pom(00) = 0 und damit @y, (7) = 0.

3.8.3 Eindeutigkeit der Losung

Seien @ (7) und P4 (7) zwei beliebige Losungen des Potentialproblems (3.48)—(3.49). Fiir
die Differenz

Y(r) = &1(7) — P2 (7) (3.55)
gilt dann AY = AP — APy =—4dn(p—p) =0
also Ay = 0 inV (3.56)
und Y|lg = Pilr—P2fr=Po—Po=0. (3.57)

Benutzen wir den 1. Greenschen Satz (2.6.10) fiir die skalaren Funktionen u = v = 1, so
gilt

/VdV [@Z)A@Z)+ (W)Q] :/RdF @z)giﬁ. (3.58)

Wegen (3.57) ¢|gr = 0 verschwindet die rechte Seite von (3.58). Setzen wir auf der linken
Seite gemaB Gleichung (3.56) Ay = 0 ein, so folgt

Lo\2
/ dv <V¢> —- 0
v
oder Ve = 0,
so dass Y () = const., (3.59)
d.h. die beiden méglichen Losungen ®1(7) und ®o(7) kénnen sich nur um eine Konstante
unterscheiden.

Fiir die Dirichlet-Randbedingung v)|gr = 0 muss die Konstante gleich Null sein. Fiir die von-
Neumann-Randbedingung ist die Losung bis auf diese unwesentliche Konstante festgelegt.
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3.8.4 Greensfunktion

Die partikulire Losung in (3.50) lasst sich mithilfe der Greensfunktion G(7,7 ) konstruieren,
die die Poisson-Gleichung mit Punktquelle am Ort 7 erfillt:

AG (7 7) =~ (7= 7). (3.60)
Die partikulire Lésung @pqn(7) ist dann durch
Dpart (7) = /d?’r’G (F,f‘) P (#) (3.61)
gegeben, weil
B () = [ () a6 ()
= —47r/d3r’p (#) 5 (F—F’) — _drp (7)

gemaB (3.52) Q.E.D.
Aufgrund der Beziehung (2.136) (siehe auch Kap. 3.3)

5 (F— f‘) S YN S (3.62)

A |7 =T

wissen wir, dass eine Lésung von (3.60) durch

1
G(F,F‘) - (3.63)
=7
gegeben ist. Allgemein ist
1
G(i7) = ==+ F(77) (3.64)
7= 7|

wobei f die Laplace-Gleichung Af = 0 erfiillt. Die Greensfunktion bei vorgegebenen Rand-
bedingungen l&sst sich also mithilfe der homogenen Lésungen A f = 0 der Laplace-Gleichung
und den vorausgesetzten Randbedingungen konstruieren. In Kap. 3.10 kommen wir auf diese
allgemeine Darstellung zuriick.

Eine einfache Losung von Gleichung (3.53) fiir das partikuldre Potential einer beliebigen
Ladungsverteilung p (), d.h.

D part (7) = / d%”@

| —

=7

wird man nur bei Vorliegen von symmetrischen Ladungsverteilungen angeben kénnen. Daher
sind Naherungsmethoden von Interesse, wie z.B. die Entwicklung nach Multipolen, die wir
als nachstes besprechen.
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3.9 Entwicklung des skalaren Potentials einer statischen,
begrenzten Ladungsverteilung nach Multipolen

Wir untersuchen die in Abbildung 3.9 gezeigte auf das Gebiet G begrenzte Ladungsverteilung
p(7). Den Vektor

B Ja Br 7 p (ﬂ)
T T e ()

bezeichnet man als Ladungsschwerpunktsvektor. Das Koordinatensystem sei so gewahlt,
dass s = 0 erfiillt ist.

(3.65)

Abbildung 3.9: Begrenzte Ladungsverteilung mit Ladungsschwerpunkt g = 0

3.9.1 Multipole

GemiB Gleichung (3.53) berechnen wir das im Punkt 7 durch diese Ladungsverteilung her-
vorgerufene Potential Ay(7) = Ppare(7) zu

AMH:/@#pG)

P

durch Entwicklung nach Multipolen fiir r > 7.
Mit

=3
RIS

cosf =

]}

L

folgt aus Abbildung 3.9 mit dem Kosinussatz

‘F—f!‘ = \/(F—f’)2:\/r2—2rr'c089+(7")2,
r r 2
also F—f!‘ = r 1—2cos¢9+(> . (3.66)
r r
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3.9 Entwicklung des skalaren Potentials einer statischen,begrenzten Ladungsverteilung nach Multipolen

Wir definieren p = cos @ und s = ' /r. Damit lautet Gleichung (3.66)

‘F—#‘:r\/1—2su+s2,

so dass wir fiir das Potential (3.9.1) erhalten:

1 3, p(r) : r
Ag(F) == [ d°r mit s= —. (3.67)
r

V1= 2sp+ s2 r

Jetzt nutzen wir die Definition der Legendre-Polynome P;(j1) iiber deren erzeugende Funk-
tion

1 oo
T(t,s) = o = 3 Pp)s 3.68
(1:8) = sy ZZ; (1) (3.68)

d.h. die Legendre-Polynome werden als Entwicklungskoeffizienten der Potenzreihenentwick-
lung von T'(, s) definiert.

Mit s = 7‘//7’ folgt dann fiir das Potential (3.67) die Multipolentwicklung

00 N\ !
Ao () = ;/f%§3p0ﬁ300<2)

1=0
11 : Loy
= g nw () e ()
1l Q
also Ay (F) = ;lzoﬁ (3.69)
mit den Multipolen
Q= /d3r’ p(fj)Pl(M) (#)l . (3.70)

Die Multipole @; miissen mit den Legendre-Polynomen P;(u) ausgerechnet werden.

3.9.2 Eigenschaften der Legendre-Polynome

Rekursionsbeziehungen: Wir bilden mit Gleichung (3.68) die partielle Ableitung beziiglich s:

o & L(—2pu + 2s)
il 1P -1 - _ 2 . ,
as lz(; Z(M)S (1 o QMS + 52)3/2
d 1P (p)s'~! = p=s :
ocer 12—% 1(p)s (1 —2us + s2)3/2
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3 Elektrostatik

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (1—2pus+s?) und nutzen auf der rechten Seite erneut
Gleichung (3.68):

> 1
1—2us+s° IP()s™ = (u—s
( )IZ; l( ) ( )(1—2M3+52)1/2

= (-9 P(ws
=0

d.h. wir erhalten die Beziehung

(1 —2ps + s?) Zlﬂ(u)slil +(s—p) ZPZ(M)Sl =0. (3.71)
=0

=0

Wir schreiben diese Identitdt etwas anders:

> mPp(p)s™ Tt = > 2unPa(p)s” + > 1P (n)s' !
m=0 n=0 =0
+ Y Pt =D pPa(p)s” =
=0 n=0

Der Koeffizientenvergleich fiir jede Potenz von s mit m =n 4+ 1 und [ = n — 1 ergibt

(n+ 1) Pay1(p) = 2umPp(p) + (0 — 1) Poo1(p) + Pro1(p) — pPn(p)
oder (n+ 1) Payi(p) — @n+ Dpba(p) + nPo1(p) =

Als erste Rekursionsbeziehung erhalten wir
(20 + DuPa(p) = (n+ 1) Paya () + nPoa (i) - (3.72)

Differentialgleichung der Legendre-Polynome: Wir bilden mit Gleichung (3.68) die partielle
Ableitung beziiglich pu:

ol X —1(-2¢) s
B lz:; 1 ()s (1—2us + 5232 (1— 2us + s2)3/2
2 ToNd
oder (1 —2us+ s%) lEOPl(,u)s - —2us+82 o E P(u

Dabei ist P, (1) = dP,(u)/dp. Wir erhalten also die ldentitat

(1—2us+5%) Y Pl(n)s' —s> Pu)s' =0.
=0

=0

Wir schreiben diese Identitdt wieder etwas anders:

ZP ZZUP n+1+ipl/(ﬂ)8l+2_ipn(,u)sn+l:0~
=0 n=0
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3.9 Entwicklung des skalaren Potentials einer statischen,begrenzten Ladungsverteilung nach Multipolen

Der Koeffizientenvergleich fiir jede Potenz von s mit m =n+ 1 und [ =n — 1 ergibt

Py () = 2pPy(i) + Py (1) = Pu(p) = 0

oder Poi(w) + Py i(n) = 2uP, (1) + Pa(p) . (3.73)
Wir multiplizieren diese Gleichung mit (2n + 1):
@) @+ 1P () + 20+ 1P,y (1) = 220+ 1Py (i) + (2n + 1) Py () -
Wir differenzieren die Rekursionsbeziehung (3.72) nach u:
(20 + 1)Pa(i) + (20 + VPl () = (n+ D) Ply (1) + nPly (1)
und multiplizieren das Ergebnis mit dem Faktor 2:

(b) 2(2n + 1) Py (1) + 2(2n + VP, (1) = 2(n + 1) P 4 (1) + 208, (1) -

Die Addition der Gleichungen (a) und (b) ergibt

2n+ 1) Py + 20+ 1)P,_; +2(2n+ 1)P, + 2u(2n + 1) P,

/

= 2u2n+ )P, 4+ (2n 4+ 1)P, +2(n +1)P,,; + 2nP,_,

oder nach Ordnen

22n+1)—@2n+ 1P, = [2(n+1)— (2n+1)] Py
+2n—(2n+ 1) P, ;.
also @2n+1)Pu(p) = Poaal) = Pog(p) - (3.74)

Lésen wir diese Gleichung nach P7;+1 auf,

/

P+1:(2n+1>Pn+Pfl1717

n

und setzen nach (3.73)

/

P,y =2uP, + Py — Py
ein, so folgt
2P, .1 = 2(n+1)P, +2uP,
oder Poii(p) = (n+1)Pa(p) + pPy(n) . (3.75)

Ebenso konnen wir Gleichung (3.74) auch nach P, , aufldsen,

/

P, =P —@2n+1)P,,

n n

/

und nach (3.75) P, einsetzen:

n

/

P

n

=M+ 1P+ pP, — (2n+1)P, = puP, — nP, .
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3 Elektrostatik

Wir erhalten also

/

Py (1) = =nPo(p) + 1Py (1) - (3.76)
Wir setzen in dieser Gleichung n = k + 1, so dass gilt
Py(p) = —(k + 1) Prs1 (1) + pPp 4 (1) -
Im letzten Term setzen wir nach (3.75)
Pyyy = (k+1)Py+ pPy

ein und erhalten

Py = —(k+1)Pu1 + p2Py + pu(k + 1) Py

oder (1—p® )P, = (k+1D)uPy— (k+1)Pyy .

Fiir den letzten Term dieser Gleichung gilt mit der Rekursionsbeziehung (3.72)

(k -+ 1)Pk+1 = (2]{3 + 1)/,LPk — kP, ,
so dass folgt (1—u?) P, = kPyq+pPy[(k+1)— (2k+1)]
= k’Pk_l - k,qu .

Setzen wir wieder k = n, so erhalten wir
(1= p2) Py(i) = =npuPo(pn) +nPo1(12) (3.77)
Wir differenzieren diese Beziehung nach u:
(1—p2) P, —2uP, = —nP,—nuP, +nP,_,
= —nb,— nuP,; +n (—nPn + ,uP,;) = —nP, —n*P,,

wobei wir fiir P;Lfl Gleichung (3.76) benutzt haben. Das Umstellen dieser Gleichung ergibt
die Legendresche Differentialgleichung

(1= 1%) Py (1) = 2uP, (1) + n(n + 1) Pa(n) =
d d
— (1 = p?) —Pn 1P, = 0, .
i |G Pl e+ D2 = 0 (3.78)
die eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung 2. Ordnung ist.
Mit o = cos @ schreibt sich Gleichung (3.78) als

1 d (. .dP, B
T (sm 9610) +nn+1)P,=0. (3.79)

Ohne Beweis (Ubungsaufgabe) geben wir an, dass die zweimalige Anwendung des Binomi-

alsatzes
[ee]
m!

(142)" = Z n!(m — n)!xm

n=0
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3.9 Entwicklung des skalaren Potentials einer statischen,begrenzten Ladungsverteilung nach Multipolen

auf die erzeugende Funktion T'(u, s) die folgende Darstellung ergibt:

[n/2]
2n — 2k)!
Pa(p) = oL no2k 3.80
(1) k:o( T Py T T T (3-80)
2 fii d
wobei /2 = n/ uronogerade
(n—1)/2 fir n ungerade
Ohne Beweis geben wir auch die Formel von Rodrigues an:
1 d° n
P,(z) = — (2 -1)". 81
(z) 2nn! dx™ (;1: ) (3:81)
Mit diesen Darstellungen ergibt sich sofort fiir n = 0, 1, dass
0!
P, = (-1)'———u0 =1 82
() = (1) (3.82)
Pp) = (1) n= (3.89)
= o 1t '

Aus der Rekursionsbeziehung (3.72) folgen daraus alle héheren Legendre-Polynome fiir n > 2;
z. B. finden wir aus (3.72) mit n = 1:

2P, = 3uP,—Py=3u*—-1,

d.h. Py(p) = % (3u*—1) . (3.84)
Mit n = 2 ergibt diese Rekursionsbeziehung

3P; = buPy—2P = 57“ (3p* — 1) — 24,
oder Py(p) = % (5% —3p) . (3.85)

In Abbildung 3.10 sind die ersten 4 Legendre-Polynome gezeichnet.
Orthogonalitit: Wir starten von der Legendreschen Differentialgleichung (3.78) fiir den In-

dex n,

L1 =12) L) + ntn+1)Pu(u) =0
du du n n )
und fiir den Index [ # n,

-2 LR + W+ AW =0

dp dpu '

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit P;(x) und die zweite Gleichung mit P, (x) und
bilden dann die Differenz der Ergebnisse:

[n(n+1) =11+ D] Pr(p) Pa(p)

- Pl(u)di [(1 — ) d‘iPn(u)] - Pn(u)di [(1 — ) iﬂ(u)]
_ d APy (1) dP,(1)
= W [(1 — 1%) Pi(n) a0 1?) Pa(p) Céﬂ ]
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P PP, P,

5]

]

v Po
ATE %S T

]

2]

o]

]

Abbildung 3.10: Die Legendre-Polynome P;(u) fiir { =0...3

Integrieren wir diese Gleichung iiber u, so folgt

1

o+ 1) =10+ D] [ duR) P

1
= / Wﬁi“1_N%BUQM%M)—G—MQPMmdBWW

1 d,u du
AP, () dh()] 1"
= 1—ﬁ[ﬂu—&u =0
(1= 12) [P0 ™) }
aufgrund des Faktors (1 — p?). Fiir [ # n folgt daher die Orthogonalititsrelation
1
/ duP)Pa() = 0. (3.36)
Ubungsaufgabe:
Beweisen Sie die Orthonormalitatsrelation
1
2
duP?(u) = . 3.87
[ P = 52 (387

3.9.3 Multipolentwicklungen

Da wir nun die Legendre-Polynome explizit kennen, konnen wir die Multipole (3.70) Q;
berechnen. Wir erhalten fiir den Multipol niedrigster Ordnung

Qo = /d?’r/,o (F/) 1= /d?’r/,o (F/) =@ Gesamtladung (3.88)
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3.9 Entwicklung des skalaren Potentials einer statischen,begrenzten Ladungsverteilung nach Multipolen

gerade die Gesamtladung unserer Ladungsverteilung.
Den Multipol 1. Ordnung

Q1= /d37“/p (TJ) pr (3.89)

bezeichnet man als Dipolmoment.
Den Multipol 2. Ordnung

< / 1 ’ 2

Qs = /d3r p ()5 G2 =1) () (3.90)

bezeichnet man als Quadrupolmoment. Die Multipolentwicklung (3.69) lautet dann
Ao(vf):——i-f—i-r—g—l—.... (3.91)
Fiir groBe Entfernungen dominiert der erste Term Qo /r! Bei groBen Abstdnden verhilt sich
die Ladungsverteilung also wie eine Punktladung im Ursprung mit der Gesamtladung ¢ = Q.
Enthilt die Ladungsverteilung gleichviel positive wie negative Ladungstrager, ist die Gesamt-
ladung @ = 0. In diesem Fall ist das Dipolmoment in der Potentialentwicklung (3.91) der

dominante Term fiir groBe Entfernungen (falls nicht auch dieser bei entsprechender symme-
trischer Ladungsanordnung gleich Null ist), also

) 1 , / y
Ag (7r > 1) ~ % =3 /d37" P (TJ) pr = Apipol () - (3.92)

Mit p = cosf, 6 = (7,7 ) gilt

i
r cosf = ,
r
so dass das Dipolpotential (3.92) lautet
LT ,
Apipo () = - / ' (7)) (3.93)
Dies schreiben wir als
P
ADipol (77) = 7’73 (394)

mit der alternativen Darstellung des Dipolmoments durch

p= /dgr'er (r") : (3.95)

Das Dipolmoment (3.95) hangt von der Geometrie (GroBe, Form und Dichte) der Ladungs-
verteilung ab.
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3 Elektrostatik

3.9.4 Beispiel: Der physikalische Dipol

Als Beispiel betrachten wir die Dipolladungsverteilung
L 1 I
p(7) =qd F-5a —qd r—|—§a , (3.96)

dessen Gesamtladung Q = [ d®rp(7) = ¢ — ¢ = 0 verschwindet. In diesem Fall erhalten wir
fir das Dipolmoment (3.95)

1
a) - ga— q (—25> — qd, (3.97)

qa - T

so dass nach Gleichung (3.94)

ADipol ('F) = (398)
Fiir groBe Entfernungen r > a stimmt dieses Ergebnis mit der entsprechenden N&herung fiir
das exakte Potential iiberein. Fiihren wir nach Abbildung 3.11 die Abstdnde 4 und r_ zur

positiven und negativen Ladung ein, so lautet nach Gleichung (3.9.1) und (3.96) das exakte
Potential

Ap=2L 1L (3.99)
T+ rT_—

Abbildung 3.11: Zur Berechnung des Dipolfeldes

Nach Abbildung 3.11 ergibt der Kosinussatz

2

2 o= P+ (g) —racos®© ,

2 2, (@)? 2, (4

r2 = r +<§) —racos(m—0O) =r +(§> + racos©
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3.9 Entwicklung des skalaren Potentials einer statischen,begrenzten Ladungsverteilung nach Multipolen

und wir erhalten fiir das exakte Potential (3.99)

1 1
Ap(r) =12

== — (3.100)
r \/1—%00864-% \/1—1—%0039—%%

Fiir groBe Abstinde r > a vernachlidssigen wir den Term (a?/47?) < 1 und nutzen die
Niherung (1 —€)~'/2 ~ 1 + (¢/2) fiir e < 1, so dass

-1/2
(1—gcos@) ~ 1+icos®,
r 2r

—-1/2
(1—}—9008@) ~ 1—1COS@.
r 2r

Fiir groBe Abstidnde r > a ergibt sich dann fiir das exakte Potential (3.100) die Ndherung

—

qacos®  qd-T
) 3

a
2r

Ap(r>a) ~ % (1—|— cos © — (1—2%COS@)) (3.101)

in Ubereinstimmung mit Gleichung (3.98).
Aus den Ergebnissen (3.97) und (3.98) oder (3.101),

A(r,0) = qa cos © _ pcos©

2 )

folgt mit E = —VA(r, ©) in Kugelkoordinaten (siche Gleichung 2.94) das elektrische Feld
des Dipolanteils:

0A  2pcos©
E’F = T3 = ‘ 9
or r3
B — _1% _ psin®
°© T Ty 3
1 0A
E = — _— =
¢ rsin© 0¢ 0
also EDipol = 7% (2 cos ©¢, + sin Ocg) (3.102)

das proportional zu 73 abfillt. Dieses Feld ist in Abbildung 3.12 skizziert.
Ubungsaufgabe:
1. Zeigen Sie, dass das elektrische Feld eines physikalischen Dipols koordinatenunabhangig

EDipol = T73 2 —p (3103)

ausgedriickt werden kann.

2. Berechnen Sie Potential und elektrisches Feld eines Quadrupols.
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3 Elektrostatik

Abbildung 3.12: Das elektrische Feld eines Dipols

3.10 Spiegelungsmethode oder Methode der Bildladungen

In Kap. 3.8 haben wir bemerkt, dass die allgemeine Form der Greensfunktion der Poisson-
Gleichung durch Gleichung (3.64) gegeben ist:

G(f,ﬂ) - ’F_lﬂJrf(F,rJ)
mit Af = 0 VRFeV. (3.104)

Wir kénnen die Funktion f(F,F/) physikalisch interpretieren als das Potential einer fiktiven
Ladungsverteilung auferhalb des Volumens V', das zusammen mit dem Potential 1/|7 — 7 |
der Punktladung ¢ = 1 bei 7 fiir die gegebenen Randbedingungen auf R sorgt.

Diese Interpretation ist der Ausgangspunkt fiir die Spiegelungsmethode (oder Methode der
Bildladungen): man bringt auBerhalb des betrachteten Volumens V' an von der Geometrie
des Problems abhangigen Stellen fiktive Ladungen — sogenannte Bildladungen — an, durch
die die geforderten Randbedingungen erfiillt werden. Da diese Bildladungen auBerhalb von V'
liegen, storen sie die Poisson-Gleichung innerhalb von V' nicht. Wir ersetzen also p(fl) plus
Randbedingungen durch p(f‘l) plus Bildladungen ohne Randbedingungen!

3.10.1 Beispiel: Punktladung vor geerdeter, unendlich ausgedehnter
Metallplatte

Wir untersuchen die in Abbildung 3.13 skizzierte Anordnung einer Punktladung im Abstand
a vor einer geerdeten (d.h. Potential ®(z = 0) = 0), unendlich ausgedehnten Metallplatte
am Ort x = 0. Wir suchen das Potential ®(x) dieser Anordnung im Halbraum z < 0 und die
Influenzladungen auf der Metallplatte. Zu |6sen ist ein Dirichletsches Randwertproblem mit

A®(xr) = —4mwq¢d (F— (—a€y)) fir x <0 entspricht V (3.105)
und Olp = P(r=0,y,2)=0 Vy,z. (3.106)
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3.10 Spiegelungsmethode oder Methode der Bildladungen

Die Randbedingung (3.106) auf der y — z — Ebene bei x = 0 realisieren wir durch eine
Bildladung ¢p auflerhalb von V, d.h. im Bereich x > 0. Aus Symmetriegriinden liegt es
nahe, diese Bildladung auf die positive z-Achse zu setzen. Fiir das Potential setzen wir dann

an

q db
P = . 1
)= Fraa] T - od) (8.107)

Die Werte von ¢, und b werden so bestimmt, dass die Randbedingung (3.106) erfiillt ist, d.h.
o(r) =0 V"= (0,y, 2), also

E + o (3.108)

0= .
V2422 +(—a)? R+ 22+ 02

Als Lésung erhalten wir ¢, = —q und b = a und damit fiir Gleichung (3.107):

 (7) q 4 (3.109)

T Ftady|  |F—ady

Abbildung 3.13: Punktladung und Bildladung bei der geerdeten Metallplatte

Wegen (siehe Gleichung (3.62))

1
= — = —4nd (F—aéy) =0 VFeV
|77 — aéy|
ist Gleichung (3.109) die Losung der Poisson-Gleichung mit der Randbedingung ® = 0 auf R.
Fiir das elektrische Feld im Halbraum in V' (2 < 0) erhalten wir damit

- 7+ aéy T — a€y

E(f)=-V® =g¢

—~ : 3.110
7+ aéy” |7 — aél? (3.110)
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GemaB Gleichung (3.47) ergibt sich die influenzierte Oberflichenladung auf der Metallplatte
zu

1 00 1 -
= —_—— — __—n. @
a(y,z) 47 On R 47Tn v |R
1 /o 1
4 TR T
o q a n a
T dm (2121 a2)®? (2 + 22+ a?)32

qa
= - . (3.111)
27 (2 + 22 4 a2)*/?
Die Oberflachenladung ist maximal am Punkt (y, z) = (0,0) auf der Metallplatte und nimmt
mit wachsendem Abstand s = \/y2 + 22 ab. Der Verlauf der elektrischen Feldlinien und der

Oberflichenladung ist in Abbildung 3.14 skizziert.

\
l
{

Abbildung 3.14: Verlauf des elektrischen Feldes und der Oberflichenladung o einer
Punktladung vor Metallplatte

Die Gesamtladung auf der Metallplatte ist mit Polarkoordinaten

S

dinfl = / dfo(y,z) = 27r/ ds so(s) = —qa/ ds————
! =0 0 0 (a2 +32)3/2

oo d _ _
= qa/ ds— (a® + s?) 12 _ qa [(a2 + %) 1/2}00 =—q. (3.112)
o ds 0
Uber die Influenzladung iiben die Metallplatte und die Punktladung Krifte aufeinander aus:
Die Kraft auf die Punktladung ist K = ¢E , wobei E das Feld aller Ladungen auBer der
Punktladung selbst ist, d.h. E' ist gleich dem Feld der Bildladung, also nach (3.110)

=/ T — aé’x

E =—q————.

q|7_"— aé}E|3
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3.11 Methode der konformen Abbildung bei ebenen Problemen

Fir ¥ = (—a,0,0) folgt
- ) —2aé, @

Auf die Platte wirkt eine entgegengesetzt gleichgroBe Kraft.

Ubungsaufgabe:

Punktladung vor geerdeter Metallkugel: Berechnung von E ound K.

3.11 Methode der konformen Abbildung bei ebenen Problemen

Das Problem der Potentialtheorie besteht in der Losung der Laplace-Gleichung in Raumbe-
reichen auBerhalb der Ladungsverteilung p (7). In diesen Bereichen folgt gemaB der elektro-
statischen Feldgleichungen (3.16) und (3.17)

divE =0, (3.114)
wobei weiterhin gilt .
rot £ =0, (3.115)
so dass E durch das Potential A ausgedriickt werden kann:
E = —grad Ay (7) . (3.116)

Setzt man Gleichung (3.116) in Beziehung (3.114) ein, so folgt die Laplace-Gleichung (ver-
gleiche mit (3.20)).
AAy=divgrad Ao =0, (3.117)

wobei Ag gegebene Randbedingungen erfiillen muss.

3.11.1 Ebenes Feld

Wir beschranken uns hier auf ebene Felder, die nur von zwei kartesischen Koordinaten
abhéngen. Aufgrund Gleichung (3.114) Iasst sich E wegen div rot = 0 auch durch

E=rot A (3.118)

ein anderes elektrostatisches Vektor-Potential A" = (A;,A;,A;) darstellen.
Bei ebenen Problemen ist 0.B.d.A.

E, = E;(z,y), E,=Ey(z,y), E,=0. (3.119)
GemiB der Darstellung (3.118) gilt aber auch

B - 0A, %7

oy 0z

A,  OA,
By = 0z Oz’

0A, 9A,
E, = ‘Y _—"—=,

und . 3y
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Aus E, = 0 folgt dann

04, 04,
or Oy
und speziell A; = A;J =0, (3.120)

was wir als Zusatzforderung an das elektrostatische Vektorpotential fiir ebene Probleme
auffassen. Wir erhalten also einfach

A =(0,0,A(z,y)) mit A=A, . (3.121)

Damit haben wir einerseits nach Gleichung (3.116) E = —grad Ay und andererseits nach
Gleichung (3.118) E = rot A', oder in unserem Fall

_94q
)
By = oA

oy
_ 04
und Ey = { 6814y )
T Oz
A A A A
so dass gelten muss Zy = —883:0, ?99: = aayo , (3.122)

Die Gleichungen (3.122) fasst man als Cauchy-Riemannsche-Differentialgleichungen fiir die
komplexe Funktion
w(n) = Ag — 14, n=x+wy (3.123)

auf. Die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen fiir den Real- und Ima-
ginarteil der komplexen Funktion w(n) besagt, dass w(n) eine analytische Funktion des
komplexen Arguments 7 = x + 2y ist. Analytisch heiBt: In jedem Punkt n der komplexen
Ebene besitzt w(n) eine eindeutige Ableitung, unabhangig von der Richtung, in der diese
gewdhlt wird. Die analytische Funktion w(n) vermittelt eine konforme (d.h. winkeltreue)
Abbildung der komplexen 7-Ebene auf die komplexe w-Ebene (siehe Abbildung 3.15).

y n— Ebene w-Ebene
P R . Feldlinien (3.121)
konforme
Abb.w (n)

X

Aquipotentiallinien
(3.122)

Abbildung 3.15: Zur konformen Abbildung w

Bedeutung von A und Ag: Die Kraftlinien des elektrischen Feldes werden in der n-Ebene

durch die Gleichung
dy _ Ey

dx E,
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3.11 Methode der konformen Abbildung bei ebenen Problemen

beschrieben, d.h.
E,dy = Eydz . (3.124)

Mit By, = —0, A und E; = 0, A folgt dann nach Einsetzen in Gleichung (3.124)
9A(z,y)

dy
oder A(z,y) = const. (3.125)

dy + 0A@,Y) 4 _ dA(z,y) = 0,
ox

in dgr w-Ebene, d.h. die Feldlinien werden durch die Gleichung A = const.__beschrieben. Weil
die Aquipotentiallinien senkrecht zu den Feldlinien stehen, entsprechen die Aquipotentiallinien
der Gleichung

Ap(x,y) = const. (3.126)

Also sind die Aquipotentiallinien durch die Gleichung Rw(n) = const. und die Feldlinien
durch die Gleichung Sw(n) = const. bestimmt.

3.11.2 Methode der konformen Abbildung

Sowohl der Realteil (Ap) als auch der Imaginarteil (—A) der analytischen Funktion w(n)
geniigen der Poissongleichung im ladungsfreien Raum, denn nach Gleichungen (3.122) folgt
aus

oA _ oA

oy ox

0%A 0% Aq

- _ 12

dass 92 90z (3.127)
und aus % = %

oxr Oy

%A 02 Ag
fol — = . 12
ot Ox2 Oxdy (3.128)

Die Summe der Gleichungen (3.127) und (3.128) liefert dann sofort

4
0x?  Oy?
oder A(-A) = 0.

Analog zeigt man AAgy = 0.

Anstatt eine Lésung der Potentialgleichung zu berechnen, sucht man aus der Klasse
der analytischen Funktionen diejenige heraus, die die Randbedingungen des betreffenden
physikalischen Problems erfiillt. Die Linien konstanten Realteils ergeben dann, wie bewiesen,
die Aquipotentiallinien, die Linien konstanten Imaginarteils ergeben die Feldlinien.

Die Suche der analytischen Funktionen w(n) geschieht meist durch intelligentes Raten.
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3 Elektrostatik

3.11.3 Beispiel: Gerader geladener Draht durch den Ursprung und
senkrecht zur Ebene

Wir betrachten einen geraden geladenen Draht durch den Ursprung und senkrecht zur x — y-
Ebene (sieche Abb. 3.16). Wir fiihren ebene Polarkoordinaten durch = rcos¢ und y =
rsin ¢ ein.

Wegen der Rotationssymmetrie sind die Aquipotentiallinien durch r = const. gegeben. Damit
liegen die Feldlinien orthogonal dazu, ¢ = const.. Fiir die Feldlinien in der komplexen 7-
Ebene gilt also ¢ = const., aber r variabel. Da die Feldlinien in der w-Ebene durch die
Linien A = const bestimmt sind, darf die z-Komponente des skalaren Vektorpotentials A
nicht von r abhingen, d.h. A = A(¢).

Aequipotentiallinien
B r = const.

Feldlinien
(p=const.

Abbildung 3.16: Gerader Draht mit Aquipotential- und Feldlinien

Ebenso gilt: fiir die Aquipotentiallinien in der komplexen 7-Ebene ist r = const., aber ¢
variabel. Da die Aquipotentiallinien in der w-Ebene durch die Linien Ay = const. bestimmt
sind, darf Ay nicht von ¢ abhéngen, d.h. 4y = Ay(r).

Wir suchen daher eine analytische Funktion

w(n) = Ao(r) —1A(9) , (3.129)

die konzentrische Kreise um den Ursprung O in der n-Ebene auf Rw = const. und Geraden
durch O in der n-Ebene auf Sw = const. abbildet.

Mit den Umkehrtransformationen r = y/22 + y? und ¢ = arctan(y/z) erhalten wir

dr  Oxdr 0Oxdp or r O0¢
0 _ 00 000 0 060
und oy 8y8r+8y8¢_sm¢8r+ r O¢
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3.11 Methode der konformen Abbildung bei ebenen Problemen

Damit folgt fiir die erste Cauchy-Riemannsche-Gleichung (3.122a)

0A(¢)  cospOA(¢) _8Ao(r) _ ¢8A0(7“)
oy r 09 ar %
PA()  0Aolr)
oder 96 T (3.130)
Fiir die zweite Cauchy-Riemannsche-Gleichung (3.122b)
0A(¢) _ sing0A(¢) _ 0Ao(r) _ SinéaAo(r)
or r 0¢ Oy or

folgt ebenfalls Gleichung (3.130). Fiir alle 7 und ¢ muss die nur von ¢ abhangige linke Seite
dieser Gleichung gleich der nur von r abhangigen rechten Seite sein. Beide Seiten miissen
deshalb gleich einer Konstanten c¢ sein:

raAo(W ~0A(9)

= =c.

or 19J0)

Als Losungen erhalten wir
Ap(r) =c1 +clar, A(¢) = cg — ¢
mit den Integrationskonstanten c¢; und co, die wir gleich Null setzen ¢; = ¢ = 0, d.h.
Ap(r) =clur, A(p) = —co . (3.131)
GemaB Gleichung (3.129) folgt dann
w(n) =c(lnr+1p) =clnn, (3.132)

mit n = rexp(1¢) = r(cos ¢ + 1sin ¢) = = + 1y. Fiir das elektrische Feld folgt dann

E=-VA(r) = —gé; :

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Feldlinien und Aquipotentiallinien erhalten wir aus der
Umkehrung der Transformation (3.132)

oo (22) o (2
() (-7)
= exp|— |exp|——
c Cc

C
so dass r = exp|— )cos|— |,
C C

=
I
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3 Elektrostatik

Daraus folgt
2A
z? —l—yQ = exp <0> ,
c

so dass sich fiir Ag = const. tatsichlich konzentrische Kreise als Aquipotentiallinien ergeben.
Aus den Gleichungen (3.133) folgt weiterhin

g:—tan—,
T c

so dass sich fiir A = const. tatsdchlich Geraden durch den Ursprung als Feldlinien ergeben.

3.12 Losung der Laplace-Gleichung durch Separationsansatz

Entsprechen die Randbedingungen den Koordinatenfldchen in einem orthogonalen Koordina-
tensystem, so bietet sich die Lésung durch Separationsansatz in diesen Koordinaten an.
3.12.1 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Mit Gleichung (2.97) fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten erhalten wir fiir die
Laplace-Gleichung

mit dem Winkelanteil
- 1 9 %) 1 9
D= — | sinf— —_— . 1
5in 6 96 <51n909> T 094 (3:135)
Durch den Separationsansatz
Ao (r,0,¢) = R(r)Y (6,¢) (3.136)

erhalten wir fiir die Laplace-Gleichung (3.134)

rea o (ﬂ%ﬁ”) + Wby 0.0) = 0.
oder _ @by (0, 0) = Rj?‘);" <7~2 agi’")) — 1) (3.137)

gleich der Separationskonstanten (I + 1). Diese spezielle Schreibweise der Separationskon-
stanten wird sich gleich als sehr sinnvoll erweisen.
Fiir den Radialteil R(r) gilt nach (3.137) die Differentialgleichung

d [ ,dR
el ainhil R 1
e (7" dr) I+ 1R,
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3.12 Lésung der Laplace-Gleichung durch Separationsansatz

mit der allgemeinen Losung (A, B = const.)
R(r) = Arl + Br~(+1 | (3.138)
Fiir den Winkelanteil Y (6, ¢) gilt nach (3.137) die Differentialgleichung
DY (6,¢) +1(1+1)Y (6,¢) =0,
oder ausgeschrieben

1 9 (. 9Y(99) 1 8°Y (6,9)
90 <sm0 00 >+sin20 Ip?

sin 6 00 +1(1+1)Y (8,¢) =0. (3.139)

Fiihren wir ;1 = cos 6 ein, so gilt

g 10 1 0

— = == ’

ou 7580 sin 6 00

0 0 0
so dass 50 sin o i o

und Gleichung (3.139) reduziert sich auf

2] oy OY 1 0%y _
i |0 ) G|+ g Y = 0
0 oY %Y
oder (1—u?) <8H [(1 —p?) E),u} +I(+ 1)Y> = ~9 (3.140)

Zur Loésung von Gleichung (3.140) machen wir erneut einen Separationsansatz

Y(p, ¢) = P(n)Q(¢) (3.141)
und erhalten damit aus Gleichung (3.140)
Lo (0 [ »0F _ 1 2QW) _
my (s () G 100+ 0P ) =~ 5 = (8142

mit der Separationskonstanten m?, da die linke Seite der Gleichung (3.142) nur von y abhingt
und die rechte Seite nur von ¢ abhingt.
Fiir den ¢-Anteil finden wir dann

2
TH L wQle) = 0

mit der Ldsung Q(p) = Ajexp(rmo)

0.B.d.A. setzen wir A1 = 1, so dass

Q(¢) = exp(umo) . (3.143)
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3 Elektrostatik

Die Forderung der Periodizitat Q(¢ + 27) = Q(¢) an diese Losung fiihrt auf die Bedingung
exp(12mm) = cos 2rm + 1sin 27rm = 1
und damit auf die Werte
m=0,+1,+2, +3, ... ganzzahlig (3.144)

fir die Separationskonstante.
Fiir den p-Anteil finden wir aus Gleichung (3.142)

d dP m?2
— (1= =+ ll+1) -
du( u)dﬂ+ (I+1)

P(u)=0. (3.145)

3.12.2 Zylindersymmetrie
Wir beschranken uns zunachst auf den Fall, dass die Lésung (3.136)

Ao = R(r)P(1)Q(¢)

nicht von ¢ abhangt, d.h. nach Gleichung (3.143) m = 0. Dann reduziert sich Gleichung
(3.145) auf die Legendresche Differentialgleichung (vergl. mit (3.78))

i(lﬁ)ﬁH(Hl)P(u) = 0, (3.146)
d.h. P(p) = Pp) (3.147)

mit [ = 0,1,2,3...: Die allgemeine Losung (3.136) lautet dann mit Gleichung (3.138)

Ap(r,0) = Z (An“l + Blr_(l+1)> Py(cos ) . (3.148)
1=0
Die Konstanten A; und B; werden mit Hilfe der Orthogonalitatsrelation (3.86) der Legendre-
Polynome aus den Randbedingungen fiir das Potential Ay bestimmt.

3.12.3 Entwicklung nach Legendre-Polynomen

Die Gleichungen (3.86) und (3.87) lassen sich zur Orthonormalititsrelation

2

1 T
[ anP P = [ aosinorio)P.(6)

-1

zusammenfassen.
Wahrend Gleichung (3.149) fiir n # [ bereits in Kap. 3.9.2 bewiesen wurde, beweisen wir
jetzt zunichst diese Relation fiir den Fall n = [: Mit der erzeugenden Funktion (3.68) folgt
1 = ’
— = P,(x)t"| .
1— 2tz + 12 nz:;) (@) ]
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3.12 Lésung der Laplace-Gleichung durch Separationsansatz

Integrieren wir diese Beziehung iiber x und nutzen die Orthogonalitat (3.86) aus, so folgt
1
dx
— = t" tm dzx P, (x) Py,
/_11—2tx—|—t2 Z Z / 2Fn ()P ()
= Zt” Ztm/ dxP2(2)6n.m
= Zt%/ dzP%(z) . (3.150)

Auf der linken Seite dieser Gleichung substituieren wir

y = 1+t -2z,
1+2—
d.h. in Umkehrung x = vy ,
2t

dz 1
so dass — = ——

dy 2t
und fiir r o= —1 ist y=1+*+2t=(1+1)?,
und fiir r o= 41 ist y=1+t*-2t=(1-1)*.

Damit erhalten wir

/1 dx 1/(1+t)2dy 11 1+t 11 1+t
—_— = — = = — =—ln—.
al=2tw 2 2t Joe y 26 \1-—t t1—t

Die rechte Seite dieser Beziehung entwickeln wir in eine Potenzreihe im Bereich —1 <t <1
(Ubungsaufgabe) mit dem Ergebnis

o t2n

t 1—1¢ 2n+1°
n=0

Eingesetzt in Gleichung (3.150)

0 t2n

o0 1
_ 2 2
22 2n—|—1_2 t”/_ld:BPn(a:)
=0 n=0

folgt die Behauptung

/_ 1 dzP?(x) = 2

1 2n+1

Q.E.D.
Mit der Orthonormalitatsrelation (3.149) konnen wir jede beliebige stetige Funktion f(u) im
Intervall —1 <y <1 nach Legendre-Polynomen entwickeln:

=Y anPu(p) (3.151)
n=0
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3 Elektrostatik

wobei die Entwicklungskoeffizienten a,, mit Hilfe der Orthonormalitétsrelation (3.149) be-
rechnet werden. Es gilt offensichtlich

[ dnsont = Y [ auPuor)
-1 n=0 /-1

> 1 20,[
= O duP?(p) =
5o ,l/_l W) = g

2l+1

oder a = 5 | de() 1) -

Benutzen wir wieder den Index n, so folgt

an =201 / i (1) Pa(s) (3.152)
Es gilt also die Entwicklung
oo 1
709 =3 25200 [ dnf0Pala) (3.153)

n=0

3.12.4 Zylindersymmetrisches Beispiel: Leitende Kugel im homogenen Feld

Als Beispiel betrachten wir, wie in Abbildung 3.17 skizziert, eine leitende Kugel vom Radius
ro in einem vorher homogenen Feld Ey = Eye, mit Ey = const., d.h.

Ao (r — o0) = —Epz .

Driicken wir z = rcos @ = ru durch Kugelkoordinaten aus, so gilt mit Gleichung (3.83) als
Randbedingung
Ap(r — 00) = —Egrp = —EorPi(p) . (3.154)

Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung (3.148) im AuBenraum r > rg

Ao (r>ro, p Z anr" Pp(p) + Z bur™ "I Py ()
n=0

muss fiir r — oo gleich der Randbedingung (3.154) sein. Daraus folgt, dass

ag = 07 ap = 0 Vn > 1
und a; = —FEy. Wir finden also
Ao (r > by (b +Zb (3.155)
0(7"_7“0,#)—7+ 2 kor n+1 ~ .
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3.12 Lésung der Laplace-Gleichung durch Separationsansatz

l

——— e . >
——— L=

A A

- —— e =

Abbildung 3.17: Leitende Kugel im homogenen E-Feld

Wir wahlen das Potential auf dem Rand der leitenden Kugel zu
Vo = Ao(ro) =0 Vi

GemiB Gleichung (3.155) folgt dann aus der Forderung

b b S
Ag(rg) = =+ (; - Eo?"o) P(p) + an# =0
To 7“0 ot 'r’o
fiir alle p, dass by = 0, b, =0 fiir n> 2

und by = Eorg. Mit den nicht-verschwindenden Koeffizienten a1 und b; folgt fiir das Potential
im AuBenraum

Ao (r > 1o, 1) = <E7?;g - E0r> Pi(p) = —EorPi(p) ( - :é) . (3.156)
Fiir die induzierte Ladung auf der Kugeloberfldche erhilt man
i = (s
_ SEoijrl(u) _ 3E2;TOSH ' (3.157)
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o ist positiv in der oberen Halbkugel 0 < # < 7/2 und negativ in der unteren Halbkugel
—m/2<6<0.

Ubungsaufgabe:

Auf der Oberflache der Kugel sei die spezielle Ladungsdichte oo(#) aufgebracht. Man be-
rechne das entsprechende Potential im AuBenraum fiir die Fille

1. (a) 00(f) = K cos¥b,
2. (b) 00(#) = K cos 36 und

3. (c) 00(8) = K, wobei K eine Konstante ist.

3.12.5 Assoziierte Legendre-Polynome

Bei Fallenlassen der Beschrankung auf Zylindersymmetrie (m # 0 in Lésung (3.143)) wird
der Winkelanteil durch Gleichung (3.145) beschrieben,

d 5. dP m?
S a-2) =+ ll0+1) -
R el L))

die symmetrisch in m ist. Fiir die Losung setzen wir an

m m/2
P(u) = P"(0) = (1= )" win(p) (3.158)
dP;m — 2 m/2dwim . 2y (m/2)-1
so dass o (1—p*) 0 my (1 — p?) Wi (1)

Einsetzen ergibt

d oy (m/2)+1 dw, N
m {(1 o ) i mp (1 0 ) wm] +
m? m/2
[l(l+1)—1_u2](1_u2) wy, = 0,

oder nach Ausdifferenzieren

2
LH (1 — M?)m/Z (—QM)% + (1 . Mz)(m/2)+1 %

2 dp dp?
2
7nm—ﬂﬂm”wm—u@a—MaW”FW—mmwl—muu—u%m”fgl
? 2\m/2
WD) =1 (1—p*)" " wy = 0

Wir dividieren durch den Faktor
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und erhalten

2 Pom oy dWm gy dwn
(=) g — ma 2u (= p®) =% —pm (1= %) =55 +
Wi [—m (1 —p2) +m?p® + 11+ 1) (1 —p?) —m?] = 0,
o d?w,y, dw,,
oder (1—u?) e —,u(l—,u?)(m—i—2+m)ﬁ+
(1—,u2)wm[l(l+1)—m2—m] = 0.
Nach Division durch (1 — u?) ergibt sich
d*w dw
— 2 m o &m _ _
(1= 1%) =gz = 2m+ D=t + [0+ 1) = m(m o+ D} wm = 0. (3.159)

Fiir m = 0 reduziert sich diese Gleichung auf die Legendresche Differentialgleichung (3.78)
fiir wo ()

d2w0 dwo
1— ) — —2u—— +1(l+Dwy = 0,
( )dﬂg T+

also wo(p) = Pi(p) und Po(u) = Pu). (3.160)
Differenzieren wir Gleichung (3.159) nach u, so erhalten wir mit der Notation

, dwm " d2wm
w,, = —— w,, = ——— UsSw.
m d,LL ’ m dIU/Q )

(1 — @, — 2w, —2(m + Dpaw,, — 2(m + Dw,, + 11+ 1) = m(m+ 1)]w

(1= p®)wy, — 2u[1 +m + 1w, + [+ 1) = m(m +1) = 2(m + D]w,, = 0,
oder (1 — 2w, —2(m + 2pw,, + 11+ 1) = (m+1)(m +2)]w,, = 0,
d.h. die Funktion w,, erfiillt die Differentialgleichung (3.159) fiir wy,;1 fiir m > 0:
(1= p®)wpy g — 2(m + 2)pawvy o + [+ 1) = (m 4 1) (m + 2)Jwmes =0 .
Es ist also p
W1 = Wy, = dL/:” . (3.161)
Mit Gleichung (3.160) finden wir dann
_ dwy _ dP(p)
w = — =
du du
dwy _ d*P(p)
w2 = —_— 3
du du
d" P
und allgemein Wy = & .

dum
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GemaB Gleichung (3.158) erhalten wir als Lésung fiir m # 0 die assoziierten oder zugeord-
neten Legendre-Polynome

iml/2 4" Pi(p)

B (1) (= P () = (1= )2 ST (3.162)
die sich aus den Legendre-Polynomen berechnen lassen.
Mit der Formel von Rodrigues (3.81) fiir P;(p),
1 d
P - = 2 _ 1 l
folgt die auch fiir negative Werte von m, —I < m <[ giiltige Beziehung
" (1 _ M2)|m|/2 dm+t
Pl ) = g g 00 1. (3.163)
Unter Ausnutzung der Leibnitz-Formel
dm o0 n dn—s ds
— [A(t)B(t = —A(t —B(t
gmtaoso = 3 (1) |G | go0)
. n n!
wobel <s> - (n—s)ls!
zeigt man (Ubungsaufgabe), dass
—m m [ —m)! m
() = (~1ym = g (3.164)

(I 4+ m)!

Weiterhin gilt die Orthonormalitatsrelation (Ubungsaufgabe) fiir zugeordnete Legendre-Polynome

1 " men 2 (g+m)
/_ o B @) P e) = g (3.165)

Fiir den Winkelanteil (3.141) erhalten wir mit den Losungen (3.143) und (3.163) die soge-
nannten Kugelflichenfunktionen

Yim (i, @) = N P™ (1) exp(vme) = Ny, P™ (cos 0) exp(vme) (3.166)
mit m und [ ganzzahlig und —I < m <. N, ist ein Normierungsfaktor derart, dass

21 1
/ 49V (11, 8)|* = /0 d¢ / i Vi) =1

Man erhilt (Ubungsaufgabe)

(3.167)
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Damit gilt die Orthonormalitétsrelation (Ubungsaufgabe) fiir Kugelflichenfunktionen

21 1
/0 dsb/lquz,m(uvqb) o (1 ®) =00 (3.168)
Die allgemeine Losung (3.136) der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten lautet damit
T‘ (9 ¢ Z Z (Almr —|—Bl (H—l)) Y},m(H,qﬁ) ) (3169)
=0 m=-—1

3.12.6 Inneres und duBeres Dirichletproblem fiir die Kugel
Das innere Dirichlet-Problem ist gegeben durch
AAy(r,8,¢0) =0, fir 0<r<R (3.170)
mit der Randbedingung
Ao(R,0,0) = h(0,0) . (3.171)

Weil die Lésung (3.169) auch fiir » — 0 endlich sein soll, miissen alle Koeffizienten By, = 0

sein, d.h.
00 l

Ao(r < R,60,0) = Y Apnr'Yim(6, )
=0 m=—1
Die Randbedingung (3.171) liefert
00 l
h0,0) = > AmR'Ym(0,9)
=0 m=—1

und iiber die Orthonormalitdtsrelation (3.168) der Kugelflichenfunktionen berechnen sich
die Entwicklungskoeffizienten A;,, zu

2 1 . o ! B 2 1 .
/0 d¢/1 d# Yk,s(07¢)h(6’ d)) Z Z: /0 d¢/1 dlu’ Yk,s(evqb)}/l,m(g)gb)

l

= > Ay R 1 185.m = ApsRE .
=0 m=—1

8

Nach Umbenennung der Indizes ergibt sich also

2 1
Ay = R /0 @ [ A Vi (0.01(0.6) (3.172)
so dass wir als Losung erhalten:
o 1 ! 2m 1
Aor <R 0,6) =5 3 (%) [ /0 @6 [ Vi (1, 0)| Vi .0 (3173
1=0 m=—1 -

89



3 Elektrostatik

wobei

2041 (1 —m)!
(I+m)!

Yim (i, #) = N P ()€™, Nim =

Beim dufseren Dirichlet-Problem miissen alle Koeffizienten Ay, = 0 verschwinden, um eine
endliche Losung bei » — oo zu erhalten. Es ergibt sich in analoger Weise

anir= mo.0 =30 Y ()" (7o [ it o00)| vimto ).

=0 m=—1
(3.174)
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4 Magnetostatik

Der Ausgangspunkt der Elektrostatik ist das Coulomb-Gesetz: Ruhende elektrische Ladungen
tiben aufeinander Krifte aus. In der Magnetostatik gilt ein markanter Unterschied, es gibt
keine magnetischen Ladungen. Es existiert kein magnetischer Monopol analog zur elektri-
schen Ladung. Magnetische Ladungen kommen immer nur in engster Kombination mit der
magnetischen Gegenladung, d.h. als magnetische Dipole vor.

Wir gehen aus vom experimentellen Befund von Oersted, dass ein zeitlich konstanter Strom
von elektrischen Ladungen zeitunabhadngige Magnetfelder erzeugt, wobei eine Kompassnadel
die Richtung dieses Magnetfeldes anzeigt. Ahnlich wie in der Elektrostatik, wo stationdre
elektrische Ladungen auf konstante elektrische Felder fiihrten, fiihren in der Magnetostatik
konstante Strome elektrischer Ladungen auf konstante Magnetfelder.

4.1 Strom und Stromdichte

4.1.1 Stromdichte und Stromfaden
Die Stromdichte ; ist der Fluss einer Ladungsmenge dq durch die Fliche dF' in der Zeit dt:

. - dq

i=lil= G- (41
Die Stromdichte j ist der Vektor in Richtung der Bewegungsrichtung der positiven Ladungs-
trager mit dem Betrag (4.1).
Die zeitliche Ableitung in Gleichung (4.1) soll als einzige nicht verschwinden, damit ein stati-
ondrer Strom existieren kann. Unter einem stationdren Strom verstehen wir also das FlieBen
von elektrischen Ladungen, das immer gleich stark vonstatten geht: niemals anwachsend,
niemals abfallend und niemals richtungsdndernd. Einen solchen Zustand gibt es in der Praxis
natiirlich nicht. Wir meinen damit den Grenzfall, in dem zeitliche Anderungen viel kleiner als
raumliche Anderungen des physikalischen Systems sind.
Eine bewegte Punktladung kann daher keinen stationdren Strom erzeugen, da sie sich zu
einem Moment an einem Ort und im nichsten Moment an einem anderen Ort befindet.
Die Situation ist also ginzlich anders als in der Elektrostatik: dort waren wir von einer
Punktladung ausgegangen und hatten mit dem Superpositionsprinzip auf beliebige Ladungs-
verteilungen erweitert. Hier geht das so nicht, da eine bewegte Punktladung kein statisches
Feld erzeugt.
Das Integral der Stromdichte iiber die Fliche dF mit dem Normalenvektor 7 ergibt den

elektrischen Strom
I:/ j’-ﬁdF:/ j-dF , (4.2)
F F
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4 Magnetostatik

\

1®)

Abbildung 4.1: Der Stromfaden

d.h. der Strom ist Ladung pro Zeiteinheit.
Wir fiihren jetzt den Begriff des Stromfadens ein (siehe Abbildung 4.1): dazu betrachten wir

einen diinnen Draht mit der Querschnittsfliche AF'. [(t) beschreibt die Lange des Drahts in
Abhangigkeit von dem Bahnparameter ¢. Die Stromdichte dieses diinnen Drahts ist dann

L dr

AFdl’

weil jedes Wegelement der Kurve ['mit Idl zur Stromdichte beitragt. Mit AF dl = AV = d3r
ergibt sich

j:

JFE ) dPr = Idl (4.3)
Mit Gleichung (4.3) konnen wir ausgedehnte Stromverteilungen durch Uberlagerung von
stromdurchflossenen Drahtelementen oder Stromfiden reprasentieren. Gleichung (4.3) ist
das Analogon von ausgedehnten Ladungsverteilungen in der Elektrostatik (dg = pd®r).
In der Magnetostatik beschranken wir uns auf zeitunabhidngige Strome j(7,t) = j(7).

4.1.2 Mikroskopische Definition

In einer mikroskopischen klassischen Beschreibung gehen wir von N Punktladungen ¢;, i =
1,...,N aus mit den jeweiligen Ortsvektoren 75(t) und Geschwindigkeitsvektoren v;(t) =
7;(t). Damit erhalten wir als atomare Ladungsdichte

N
pat (o) = qid (F = 7) (4.4)
i=1
und als atomare Stromdichte
N
Jat (Fot) = qits(t)8 (F = 7). (4.5)
i=1
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4.1 Strom und Stromdichte

Durch raumliche Mittelung dieser atomaren GroBen iiber ein Volumen AV erhalten wir die
mittleren Ladungs- und Stromdichten:

. Say @rpat (7. 1) 1 B N L 1
p(rt) = = d’r Y qé(F—7i) = D
[T NAY &7 3
nd GO 1/ Eriu (7,8) = —— 3 giti(t)
u I = 1y . rja (7o) = 347 2 aitilt) -
AV
Sind alle Ladungen gleich ¢; = q, gilt
2o q S
jrt) = =7 ) ult) (4.6)
AV S
- q
d t) = —AN
on pFD) = ALAN,
d 4 (*t)i (4.7)
oder Ay = PO Ry )

wobei AN die Anzahl der Ladungen in AV ist. Setzen wir (4.7) in Gleichung (4.6) folgt der
Zusammenhang

FED = o) g S8 = p(E N V(D) (1)
AV
wobei 7 = ﬁ 5 (t)

die mittlere Geschwindigkeit der Ladungen in AV ist. Die Stromdichte j ist iiber die La-
dungsdichte p mit dem Geschwindigkeitsfeld 1% verkniipft.

Beispiel eines stromdurchflossenen Metalldrahts: Ein Metall besteht aus einem Gitter von
positiven lonen und freien Elektronen. Da die mittlere Geschwindigkeit der lonen gleich Null
ist, leisten diese keinen Beitrag zur Stromdichte. Bei angelegter Spannung haben nur die
Elektronen eine von Null verschiedene mittlere Geschwindigkeit.

4.1.3 Kontinuitdtsgleichung

GemiB Gleichung (4.2) ist die Stromdichte j gleich Strom pro Fliche, so dass fo(v)j'- dF
der Strom durch die Oberflache O des Volumens V ist. Ist p die Ladungsdichte, dann ist

9 3
m/vdrp

die zeitliche Anderung der Ladung im Volumen V. Diese Anderung der Ladung im Volumen
V' muss gleich dem Ladungsstrom durch die Oberflache sein:

o:/ d37~ap+7{ j-dF . (4.9)
v ot o(V)
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4 Magnetostatik

Wenden wir das GauB-Theorem auf den zweiten Term dieser Gleichung an, so erhalten wir

Oz/vd?’rg?—i-/vdgrdiv;:/vdgr {Z—i—divﬂ

fiir beliebige Volumina V, so dass die Kontinuitdtsgleichung

ap

o +div i=0 (4.10)

folgt.
Im statischen Fall der Magnetostatik (0p/0t = 0) folgt speziell die magnetostatische Kon-
tinuitdtsgleichung

divji=0. (4.11)

4.2 Ampeére-Gesetz

Das Ampére-Gesetz beschreibt die Wechselwirkung zwischen zwei Stromfiden L; und Lo
(siehe Abbildung 4.2).

Abbildung 4.2: Die Kraft zwischen zwei Stromfaden

2. experimentelles Fundamentalgesetz (Ampeére-Gesetz): Werden die Stromfiden Ly und
Lo von den stationdren Stromen Iy und Is durchflossen, so treten zwischen L1 und Lo
Kraftwirkungen auf, die durch

. dr X (dry X T
Fiog = Kol I f f ! (32 12) (4.12)
L1 JLsy 12

mit 19 = 71 — To beschrieben werden konnen.
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4.3 Magnetische Induktion und Biot-Savart-Gesetz

Im CGS-System ist die Proportionalititskonstante Ky = 1/c? festgelegt, so dass

_, 11]2f 7{ d’l"l >< d’l“g X 7“12) (4 13)
Ly JLo 7"12

Mit der Identitdt des dreifachen Kreuzprodukts
x (Bxa) —(G@-3)b— (d-5>6

fur @ = dry, b = dry und ¢ = 72 erhalten wir fir

d?"l X (d?”g X 7”12) = (d?"l T12 dT‘Q — (d?“l d?”z) ’f‘ig R
. I
so dass Fi, = 2 [7{ drgf dry - 7“12 jl{ j{ dry - diy Tilf] .
Lo Ly Ly J Ly T2
Der erste Term verschwindet, da mit 7/r3, = —grad (1/7“12)

1 i, 1
?{dl 22 —f d771'grad=—/ dfy-rot grad — =0,
L 12 Ly 12 O(L1) e

wobei wir das Stokes-Theorem (2.104) und die Beziehung (2.67), rot grad = 0, ausgenutzt

haben. Es verbleibt I I
_‘ ! 2% f d?“l d?“Q 7’12 (4.14)
I J Loy

mit der Eigenschaft Actio=Reactio
Flog = —Fy (4.15)

wegen 7?12 = —Fgl.

4.3 Magnetische Induktion und Biot-Savart-Gesetz

Analog zum Coulomb-Gesetz interpretiert man das Ampeére-Gesetz mittels des Feldbegriffs:
der Stromfaden L; befindet sich in dem vom Stromfaden Lo erzeugten Kraftfeld, d.h. wir
schreiben das Ampere-Gesetz (4.13) als

I

Fo = 22 ¢ diy x By (7) (4.16)
& L1
. I .
oder Fy = 2 dry x By (%) (4.17)
C Lo
mit der magnetischen Induktion
= f{ drs x (F=1i) (4.18)
|7 — T,\
- dr:
d.h. Bo(ri) = 24 d2xr
¢ JL, Ti2
- I dry X T
und Bi(r3) = 2 ary X 21

3
€ JLy 21
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4 Magnetostatik

Gleichung (4.18) wird als Biot-Savart-Gesetz bezeichnet. Die Dimension der magnetischen
Induktion B im CGS-System ist dyn (Le)'=dyn'/2cm~! = 1 Gauss, d.h. E und B haben
im CGS-System die gleiche Dimension.

Analog zum elektrischen Feld gilt fiir das Magnetfeld das Superpositionsprinzip der Kraft-
wirkungen: das Magnetfeld von stationidren Stromkreisen L;,i = 1,...,n entsteht durch
Superposition der Einzelfelder der Stromkreise:

B () = me Z of TR (419)

|r—rl\

Mit Gleichung (4.3), j(7)d®r = Idl, gehen wir auf beliebige Stromdichten iiber und erhalten

éuﬁ_ja/¢37(4) - ;P' (4.20)

|7 —

Gleichung (4.20) vergleicht sich mit der Beziehung (3.10) der Elektrostatik

L
E(F) = /d3r/p <f!> |;__;|3 :

Anstelle des Produkts aus p und dem Vektor 7 — 7 haben wir in der magnetostatischen
Gleichung (4.20) das Kreuzprodukt aus Stromdichte 7 und dem Vektor 7 — 7.

Verwenden wir Gleichung (4.3) in der Form j(7)d®r = I,d7, in Beziehung (4.16), so erhalten
wir die Kraft

ﬁ:i/&ﬂﬂaxém}, (4.21)

die auf eine Stromdichte j von einem durch eine andere Stromdichte erzeugten B-Feld
ausgelibt wird.
Das durch die Kraft (4.21) ausgeiibte Drehmoment um den Ursprung ist

C

. L1 L
N:FxF:/d%Fx[ij}. (4.22)

Ist der Stromkreis an anderer Stelle fixiert, muss das Drehmoment analog beziiglich dieser
Stelle berechnet werden.

4.3.1 Beispiel: Lorentz-Kraft

Als Beispiel betrachten wir den magnetischen Anteil der Lorentz-Kraft: fiir eine Punktladung
p(7) = qo(7" — 7p) ist j(7) = qUd (7 — 7). Eingesetzt in Gleichung (4.21) erhalten wir

Fp=

ISR

7 (7o) x B (7) . (4.23)

Zusammen mit der Coulomb-Kraft (3.6) folgt fiir die gesamte Lorentz-Kraft

L L L, §xB
Fr,=Kgp+Fp=q|E+

(4.24)
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4.3 Magnetische Induktion und Biot-Savart-Gesetz

und die Bewegungsgleichungen fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld lauten
dap -~ UXxB e, p
X _ il E iy SR . 4.25
prial ! + : i (4.25)

C

mit dem Lorentzfaktor v = (1 — 1)2/02)*1/2_

4.3.2 Beispiel: Magnetfeld eines geraden Leiters

I z
>
r-r
r
-~ v
// D ~
- - _ ~
7 /,/’ = - N
7/ - ~ .

/ ’ --t- s A

7 - PR N \
! 4 - N \ \

1
| \ '\ O ! } I
\ \ S.. - ! / y
\ S Vel P /
AN S . _-7 Y
~ -t -=--" -
~ -
~ ~

Abbildung 4.3: Der unendlich lange stromdurchflossene Leiter durch den Ursprung
Als weiteres Beispiel berechnen wir das Magnetfeld eines geraden Leiters durch den Ursprung

parallel zur z-Achse (siehe Abbildung 4.3) mit dem Strom I. Verwenden wir Zylinderkoordi-
naten (p, ¢, z), so ist 7 =2Zé., dF =dz'é. und es gilt

Damit folgt fiir Gleichung (4.18)

s iidﬂx@>ﬂ)

I oo €% [pé'p +(z—2)é,
- / dz \213/2
S T e
I I
= ?p (€Z X ép) Jl = {5@]1 s (4.26)
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4 Magnetostatik

mit dem Integral

!/

> dz
0| .
’]

o [p2+(z—z'

Substituieren wir z — 2" = pt, so folgt

J_p/oo dt _2/°° dt
LA (PR 2 Sy (1)

und mit der Substitution y = ¢2

1 [ _
J1=2/ dy y~ V(1 +y) 732
= Jo

Die Beta-Funktion hat die Integral-Darstellung

I'(z)T(w

und wir erhalten mit x = 1/2 und w =1

Y 32 _ 1) _La2rae
f) v = B<2’1>‘ r@R)

so dass J1 =

Ew‘ ')

Fiir Gleichung (4.26) folgt dann die urspriingliche Form des Biot-Savart-Gesetzes

or
B(F) = 22¢
(7) e

des Magnetfelds eines geraden Leiters. Die Feldlinien ergeben sich als konzentrische Krei-

se um den geraden Leiter, wobei der Betrag der magnetischen Induktion proportional zur
Stromstarke I ist und umgekehrt proportional zum senkrechten Abstand p zum Leiter ist.

4.4 Differentielle Feldgleichungen

Mit der Identitdt (2.135)
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folgt fiir Gleichung (4.20)

T_’
2 (4
o i)
= —-V,x [ d&’r ——2 =rot A(7) , (4.27)
c |7 — 7|
mit dem Vektorpotential
2 (-
v L [ i (7) .
Ar) =~ dr|_, _,|+gradA(r). (4.28)
c F—T

Wegen rot grad = 0 kann zum 1. Integral ein beliebiges Gradientenfeld dazuaddiert werden,
ohne dass sich das Magnetfeld (4.27) dndert (Eichung des Potentials). Wahlen wir speziell

A =0, so gilt
2> (d
A L[ g <T) 4.29
0= [ b (4.29
Wir berechnen die Divergenz des Potentials (4.29):
2 (d
R
div,A(") =V, -A(F) = /drV7-- —
c |7 — 7|
= 1
= /d3rj<f!>'vr ——
|7 =]
Mit ) )
6rﬁ = —67,/ (4.30)

=7

ergibt sich nach partieller Integration unter Ausnutzung der magnetostatischen Kontinuitats-
gleichung (4.11)

— Al =d 1
H — 3 = . 1 =
div ,.,A = /drg(r) v, 7o
1 /diV 7,/;(7_’!)
/d T ——— =0
c |7 — 7|
oder dvA = 0, (4.31)

was als Coulomb-FEichung bezeichnet wird.

99



4 Magnetostatik
Weil div rot = 0, folgt aus Gleichung (4.27) sofort
div B =0 (4.32)
und wegen rot rot = grad div — A
i)
1~ - /
~V, X V, % / d®r
c
1o 3 = > 1 1 I 1
= Vr/dsrj<7:!>-v7«_, — —/dSTj<?:1>ATH
c |F—7] ¢ |7 — 7|
Im ersten Integral verwenden wir Beziehung (4.30), im zweiten Integral Beziehung (2.136)

1
P — _Ar§ (f—#) .
rTr—r

rot B =

Dann erhalten wir

— 4 /= 1—’ g = 1
ot B = T [ ](J>5(F—Fl>—Vr/d3rj(F/>~Vr/ ,
C C \4
1

7]
47?—»

also rot B = —j —fV /d3

(4.33)

=T

Nun ist mit der Produktregel (2.59) und der magnetostatischen Kontinuitatsgleichung (4.11)

o o 1 - - 1 1 o
V- j(v‘l>7_, _ :j(#)-v/_, = _,divj(F()
r |7 — 7 | TE=7 F =T

>(\ = 1
- N
](r) T |

7 —

Fiir den 2. Term in Gleichung (4.33) folgt dann mit dem GauB-Theorem (2.101)

1
L= ‘V/dg” My
2 (A
Jl7
= —V/drV/ q<ﬁ),
|7 — 7|
(")
- _7V7" df R — 207
c o) |7 — 7

weil das Oberflichenintegral im Unendlichen (" — oo) verschwindet.
Nach Gleichung (4.33) verbleibt
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4.4 Differentielle Feldgleichungen

Alternativ kénnen wir die differentielle Feldgleichung (4 4) auch kurz und elegant aus dem
Helmholtz-Theorem (2.144) ableiten: setzen wir F' = B so folgt mit (4.32), div B = 0, dass

H - V., x B(#
levTx/d3rw.
\%4

liefert sofort

47
oder rot B = —Wj

c
Q.E.D.
Als differentielle Feldgleichungen der Magnetostatik erhalten wir damit

div B(7) = 0 (4.34)
. A -
und rot B(7) = —Wj (7) . (4.35)
c

Mit B(7) = rot A(7) folgt alternativ fiir das Vektorpotential unter Coulombeichung

AA(F) = ——j(F) (4.36)
und divA(®) = 0, (4.37)

weil rot rot A = grad div A—AA=—AA

Die Potentialgleichung (4.36) besteht aus drei Gleichungen fiir die Komponenten des Vek-
torpotentials A = (A, A,, A,). Das Integral (4.29) ist die Lésung der Feldgleichung (4.36).
Das Grundproblem der Magnetostatik besteht darin, aus der gegebenen Stromdichtever-
teilung ; in einem interessierenden Raumbereich V' und den gegebenen Randbedingungen
auf der Oberfliche O(V) dieses Volumens die Komponenten des Vektorpotentials A zu be-
stimmen, die sich aus der Losung der partiellen, inhomogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung (4.36) ergeben.

Formal haben wir das gleiche mathematische Problem wie bei der Lésung der Poisson-
Gleichung der Elektrostatik. Die in Kapitel 3 entwickelten Losungsverfahren finden auch hier
ihre Anwendung. Bevor wir diese illustrieren, betrachten wir zunachst die Integralform der
magnetostatischen Feldgleichungen und das Verhalten von Magnetfeldern an Grenzflachen
(Randbedingungen).
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4 Magnetostatik

4.5 Integralform der Feldgleichungen

Die Anwendung des GauB-Theorems auf die differentielle Feldgleichung (4.34), div B = 0,
ergibt

/d3rdiv§:j{ dF -B= ¢, =0. (4.38)
1% o(V)

Der magnetische Fluss ¢,, durch die Oberfliche O(V) eines beliebigen Volumens verschwin-
det. Anschaulich heiBt das: es gehen ebenso viele magnetische Feldlinien in ein beliebiges
Volumen V' hinein wie heraus; deshalb sind magnetische Feldlinien immer geschlossen.

Die Anwendung des Stokes-Theorems auf die zweite differentielle Feldgleichung (4.35),
rot B = 477}/0, d.h. die Integration iiber eine Fliche F' mit der Berandung C, ergibt das
integrale Ampére-Gesetz:

— ad — 4 -2 g 4
/ [rotB}-df:%BdF:W jeoaf=""1, . (4.39)
F C ¢ Jr c

Das geschlossenen Linienintegral iiber B ergibt den durch die umschlossene Flache flieBenden
Strom multipliziert mit dem Faktor (47/c).

Bei der Berechnung des Stroms Iy haben wir Beziehung (4.3) benutzt: mit j= I/AFdf/dl
und df = AFdl/dl folgt

. oo Tdl dl

In Abbildung 4.4 fassen wir die abgeleiteten integralen und differentiellen magnetostatischen
Feldgleichungen zusammen, die den Zusammenhang zwischen der magnetischen Feldstarke
B, der Stromdichte j und dem Vektorpotential A vermitteln.

Abbildung 4.4: Die magnetostatischen Feldgleichungen
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4.6 Feldverhalten an Grenzfldachen

4.6 Feldverhalten an Grenzflachen

Das Magnetfeld ist unstetig an einer stromdurchflossenen Oberflache. Anders als in der
Elektrostatik betrifft es hier die Tangentialkomponente des Magnetfeldes.

n

oben
unten

Abbildung 4.5: Das Gaufische Kéastchen um eine Fliche A mit dem Strom K

Wir wenden, wie in Abbildung 4.5 illustriert, die integrale Feldgleichung (4.38) auf ein GauB-
sches Kastchen in einer Oberflache mit dem Strom K an. Das GauBsche Kastchen habe die
Flache A und die Seitenlange Ax. Im Grenzfall Ax — 0 folgt

/ d*rdiv B = 7{ di - B (7) = afi - | B1 oben — B1unten| =0,
AV O(A)
also gJ.,oben = EL,unten ) (440)

d.h. die Normalkomponente des Magnetfelds ist stetig.

Abbildung 4.6: Die Stokessche Fliche an einer Grenzfliche senkrecht zu einem Strom K

Um das Verhalten der Tangentialkomponente zu untersuchen, setzen wir die in Abbildung
4.6 gezeigte diinne Schleife mit der Lange [ und Enden Ax — 0 senkrecht zum Strom K.
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4 Magnetostatik

Mit dem Ampere-Gesetz (4.39) folgt

5 1 1 4m 4m
% ' B-dr = B|(|,o)ben - B\(\,Znten l= 7Ie7jngeschlossen = —KI,
Schleife c c
(1 m o Ar
oder By spen = Bllunten = 7[( . (4.41)

Abbildung 4.7: Die Stokessche Fliche an einer Grenzfliche parallel zu einem Strom K

Setzen wir die diinne Schleife parallel zum Strom K (Abbildung 4.7), so folgt

3. dif = 2  p® _
fgchleife B-dr = [B“,Oben B”,unten] l = 0 )
- Pl = Pl (4.42)

||,0ben ||, unten *

Die Beziehungen (4.40)—(4.42) konnen wir in einer Gleichung zusammenfassen zu
= = a7 (=
Boben - Bunten = ? (K X n) s (443)

wobei der Einheitsnormalenvektor 7i senkrecht auf der Oberfliche steht und in den Abbil-
dungen nach oben zeigt.
Das Vektorpotential A ist stetig an jeder Grenzflache:

A’oben = Xunten s (444)
denn mit div A = 0 folgt

/ dBrdivA=0= j(I{ da - [f(f} =an - {goben — gunten]
AV O(4)

zum einen die Stetigkeit der Normalkomponente von A. Zum anderen gilt wegen rot A=B

]{X-df:/rotE-dfz/é-dfz(bm:O
F F
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4.7 Multipolentwicklung fiir das Vektorpotential

die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von A (der genaue Beweis erfolgt in Analogie zur
Herleitung von Gleichungen (4.41) und (4.42), wobei die rechten Seiten der Gleichungen
jetzt jeweils gleich Null sind).

Allerdings ist die Normalenableitung von A unstetig mit

6A_’oben aA’Z(unten o AT~
o o ?K , (4.45)

mit 9/0n =it - V.

Ubungsaufgabe:
Beweisen Sie die Beziehungen (4.44) und (4.45).

4.7 Multipolentwicklung fiir das Vektorpotential

Abbildung 4.8: Lokalisierte Stromverteilung mit Stromschwerpunkt 7g =0

Wir untersuchen die in Abbildung 4.8 auf die Fliche F' lokalisierte Stromverteilung j(7) und
berechnen approximativ das Vektorpotential im Punkt P fiir groBe Abstdnde. Wir wahlen
das Koordinatensystem so, dass der “Stromschwerpunkt”

im Ursprung liegt.
Nach Gleichung (4.29) gilt

X(F) = 1/d3r’

c
Mit

‘F—fl‘ = \/r2—2r7"/cos0+(r/)2:r 1—2sp+s?,
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wobei 1 = cosf, s =1 /r folgt

2 ( J
A0 = dSQ%

Ny
- :CZ/dBr’ P (7) (7;) ,

oder A = Z Tz+1 / a' P (7 )(r’)l, (4.46)

wobei wir die Darstellung (3.68) der Legendre-Polynome P;(u) ausgenutzt haben.

4.7.1 Hilfssatz

Seien f(7) und g(7) stetig differenzierbare skalare Felder. Dann gilt in der Magnetostatik fiir
den Ausdruck

M= [ (7 Ne@+97) V@] =0. (4.47)

Zum Beweis benutzen wir Gleichung (2.59) mit der Kontinuitatsgleichung div j=0:
div (9/7) = gfdiv j+J-grad (fg) = ] - grad (f9)
Mit Gleichung (2.57) folgt

div (gff) =f (5’-%) +g(5-ﬁf) :

Integrieren wir diese Gleichung iiber den ganzen Raum, so folgt mit dem GauB-Theorem
M = / dr |-V + 9]V
R3
= d*r di i) = df - (gfj) =0
/W 7 div (gfj) fg(mg) f (gfj) ;

weil die Stromdichte ; im Unendlichen verschwindet. Q.E.D.
Speziell fir f =1, g = z,y, z folgt aus dem Hilfssatz (4.47)

/d3rj'- €ry> =0 oder kurz /d%j’: . (4.48)
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4.7 Multipolentwicklung fiir das Vektorpotential

4.7.2 Magnetisches Dipolmoment

Fiir die ersten beiden Terme der Multipolentwicklung (4.46) erhalten wir mit Py = 1 und

Pr=p
g(f‘):;[/d?’r/f(?’!)—i—i/dgrlf(f!)w“/} .

GemaB Gleichung (4.48) verschwindet der erste Term und das Vektorpotential wird fiir groBe
Abstinde r > " durch den Dipolanteil bestimmt:

- - B 1 3 =24 ’
A(T)—Adipol(m—crz/dr ](T‘)/.M“ .

Mit pr’ = 7- 7 /r folgt
=, — . 1 3/ 5 Jd=2(d
A(T)Adw"l(;)_crii/dr r-r](r). (4.49)

Wir verwenden nochmals die Hilfsformel (4.47) fir f = z;, g = x) mit z;, 2 € (2,9, 2). Es
ergibt sich

0 = /dST [zijk + Trdil
oder /d3 TR = —/dgr TEJi - (4.50)

Fiir einen beliebigen Vektor a folgt dann
d’-/d?’r/ F/ji (77[) = Zak/dg‘r/ x;ji
k
1 . .
iy / & i — i),
k

wobei wir im letzten Schritt Gleichung (4.50) verwandt haben. Wir erhalten also
i [ 73 (F) = 3 [ sl - i)
k
= —;ZZeiknak/dSTI (f! Xj)n ,
kon
oder /d37‘/ (5#);(#) = —% |:Ei>< /d?’r/ (77( x;)] . (4.51)

Mit @ = 7 gilt fiir Gleichung (4.51)

[ (77)i (%) = { GG x;)} |

\)

N[ —
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4 Magnetostatik

Verwenden wir dieses Ergebnis in Gleichung (4.49), so erhalten wir fiir den Dipolanteil des

Vektorpotentials
- 1 N / -
Adipol ('F‘) = —MT X /dg'f’ (77/ X7 (#)) .

Wir definieren das magnetische Moment als

O | 3 (4 2(d
m = 2c/dr (r xy(r)) (4.52)
und erhalten damit Alhml (7)) = mxr . (4.53)

r3

Im Vergleich zum entsprechenden Dipolanteil des elektrostatischen Potentials (3.94) sehen
wir, dass neben dem Kreuzprodukt jetzt das magnetische Moment . die Rolle des elektro-
statischen Dipolmoments (3.95) einnimmt.

Aus dem Potential (4.53) koénnen wir durch rot ffdipoz den Dipolanteil des Magnetfelds be-
rechnen. Dazu verwenden wir die Identitaten (2.61) und (2.62)

rot (@f) = frotda—axVyf,
rot (6><5) - (5.6)5—(a’ﬁ)h&divg—z?diva.

Aus Gleichung (4.53) folgt
i Lrot (7 g Y
rot Agipoi = ﬁrot (m x 7) — (m x 7) X Vﬁ

3 1

= T—E)(mxf)xf—i—ﬁrot (m x 7)
3 1 - - L
xR x T g (7 V) i~ (17 ) 7o mdiv 7 - Fdiv ] (4.54)
r r

Speziell fiir konstantes magnetisches Moment m = const gilt div m = 0 und 9m/0z; = 0,
so dass sich Gleichung (4.54) enorm vereinfacht. Mit der Regel fiir das zweifache Kreuzpro-
dukt im ersten Term ergibt sich

g 3 — - 2 - 1 — =, — ]-H . —
rotAdipol:T—B[r(m-F)—rm]—r—g(m-v>r+r—3md|vr.
Mit (17 - V)7 = m und div 7 = 3 folgt
- 3 L. . . m  3m m 3,
rot Agipol = —S[r(m‘r)—TQm]—r—3+rf3=—rf3+r—5r(m-r"),

also Bdipol = — — (4.55)
Von der Form her hat Gleichung (4.55) dieselbe Form wie der Dipolanteil des elektrischen
Felds (3.103), wobei das konstante magnetische Moment 1 die Rolle des elektrostatischen
Dipolmoments p einnimmt.

Fiir zwei Beispiele berechnen wir das magnetische Moment (4.52).
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4.7 Multipolentwicklung fiir das Vektorpotential

df =57 xdr

-

Abbildung 4.9: Ein Stromkreis als geschlossener ebener Stromfaden

4.7.3 Magnetisches Moment eines geschlossenen, ebenen Stromkreises

Wir fassen den in Abbildung 4.9 gezeigten Stromkreis als Stromfaden mit jd3r = IdF auf.
Aus Gleichung (4.52) folgt dann
1
5 = / (7 x dF) .
c

2¢

Wie aus der Abbildung ersichtlich, ist df: 1/2(7 x dr’) gerade ein Flichenelement in der
Ebene des Stromkreises, und wir erhalten
I N
TT’L:/df:F. (4.56)
cJo C

Mit der Rechte-Hand-Regel folgt, dass 1m senkrecht auf der Leiterebene steht.

4.7.4 Magnetisches Moment eines Systems von Punktladungen

Die Stromdichte j sei hervorgerufen durch N Teilchen mit identischer Ladung ¢ und Masse
M, so dass
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4 Magnetostatik

Fiihren wir den Bahndrehimpuls des i-ten Teilchens l_; = ﬁl X Py = M(ﬁl X U;) ein, so folgt

m =

2Mc Zl 2Mc (4.57)

wobei L = Zf;l I; der Gesamtdrehimpuls des Systems ist. Fiir das gyromagnetische Verhdlt-

nis erhalten wir dann .
M| q

?‘_QMC’

(4.58)

das auch im atomaren Bereich bei Bahnbewegungen giiltig ist.

4.8 Beispiel: Magnetfeld durch Gleichstrom im Koaxialkabel

Durch einen zylindrischen, unendlich langen Draht mit kreisférmigen Querschnitt (Radius a)
als Innenleiter flieBe ein Gleichstrom. Dazu gebe es einen koaxialen zylindrischen Riickleiter
mit dem Querschnitt eines Kreisrings vom inneren Radius b und duBeren Radius D (siehe
Abbildung 4.10). Die Richtung der Achse sei €.

Im Innenleiter flieBt also der konstante Strom mit der Stromdichte j = jo&, mit jo = const. .
Fiir den Gesamtstrom im Innenleiter (0 < r < a) gilt dann

- 2=

I =7a?j = ma?joé, . (4.59)
Der Riickleiter (b < r < D) wird dann in negativer &,-Richtung vom Strom —TI durchflossen:

—I=7(D*-V)j_=-n(D?*-b%)j_é.. (4.60)

Im Hohlraum (¢ < r < b) und im AuBenraum (r > D) ist kein Strom vorhanden, also
verschwindet dort die Stromdichte

=0, a<r<hb, r>D. (4.61)

.

Das Magnetfeld im AuBenraum r > D verschwindet; das entsprechende konstante Vektor-
potential wird gleich Null gesetzt. Wegen der unendlichen Ausdehnung in z-Richtung hangt
das Vektorpotential fiir » < D nur vom Radius r ab, d.h. A(7) = A(r). Wir unterscheiden
zwischen den drei Raumbereichen:

— Innenleiter: 0 <r < a
— Hohlraum: a <r < b
— Rickleiter: b <r <D

In jedem Bereich gilt div B =0 oder B = rot A und das Ampere-Gesetz rot B = 47rf/c,
oder kombiniert die Potentialgleichung

o 47 S

AA(r) = -] (4.62)
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4.8 Beispiel: Magnetfeld durch Gleichstrom im Koaxialkabel

e~ — =\ — — — — — — — — —

Abbildung 4.10: Schematischer Aufbau eines koaxialen Leiters

Im Innenleiter: Mit Gleichung (4.59) folgt fiir die drei Komponenten des Vektorpotentials
nach Gleichung (4.62)

AAD (1) = —4% o, AAW (1) =0, AA(r)=0.

Wir wahlen speziell A(i) = A?(f) =0, so dass nur Ag) £ 0 ist.

Im Hohlraum: Mit Gleichung (4.61) folgt fiir die drei Komponenten des Vektorpotentials
nach Gleichung (4.62)

AAP (r) = AAP (r) = AAP (r) = 0.

Auch hier wahlen wir speziell AP = Az(,h) = 0.
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4 Magnetostatik

Im Riickleiter: Mit Gleichung (4.60) folgt fiir die drei Komponenten des Vektorpotentials
nach Gleichung (4.62)

AAB (r) = ——i AAP (r) = AAP(r) = 0.

Auch hier wahlen wir speziell AP = AZ(,,R) = 0.
Mit dem Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten folgen als nichttriviale Gleichungen:

<8r2 + rar> AV (r) = ——Jo (4.63)
% 10
(arz * w) AP(r) = 0 (4.64)
9% 19 47
Z 4= ) Al =
und (87"2 + " 87“) AGY (1) - (4.65)

Die Losung im Innenleiter von Gleichung (4.63) ist mit den Integrationskonstanten a; und b;

TJjo o

AD(r) = ajlnr+b; — - (4.66)
denn mit 94: (r) - % 27r-70r
or T c
10 a; 277
29 46 _ % 47)o
folgen rarAz (r) 2 .
und 82Agz)(r) o a 27 jo
Or? N r2 c ’

so dass die linke Seite von (4.63) zu

2?2 10 , a; 2mjo  a;  2mjo 47 o
=4 22V A@D )y = 2 ! - _
(87“2 + 7“87“) (1) +

r2 c r2 c c

wird.
Fiir die Losungen von Gleichungen (4.64) und (4.65) setzen wir an

AW () = aplnr+ by, (4.67)
und AP () = aglnr+bg+ %7’2 . (4.68)
Die Integrationskonstanten a;, ap, ag, b;, by, und bg miissen mithilfe der Randbedingungen
bestimmt werden. Aus der Forderung der Endlichkeit von Ag)(r) fir r — 0 folgt sofort
a; = 0, so dass sich Gleichung (4.66) auf

AD(r) = b; — %ﬂ (4.69)

reduziert.
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4.8 Beispiel: Magnetfeld durch Gleichstrom im Koaxialkabel

Aus den Potentialen (4.67) — (4.69) berechnen wir die entsprechenden Magnetfelder gem&B

- - 0A,., 0A, .,
B=rot A= 3y ew—ﬁey

(4.70)

Mit den Einheitsvektoren in Zylinderkoordinaten gilt (Gleichungen (2.25))
€ = COS Q€ — sin P&y, €y = sin ¢, + cos ey, ,
so dass wir fiir Gleichung (4.70) erhalten

= aAz — . . aAZ . — —
B = En (cos pe, — sin pey) — e (sin @€, + cos péy)

0A, 0A, . . 0A, . 0A, .
= - — - — — . 4.71
< oy cos ¢ 5, oIl gb) € ( oy sin ¢ + 5 €05 gb) €s (4.71)

Mit

o _ oo 000
ox Ox Or  Ox J¢
0 ﬁg—i-%g:sin(ﬁg—k
oy Oy odr Oy 0o or

sing 0

r 9¢’

cos¢ 0

r ¢

cos ¢88r —

und der Tatsache, dass alle Potentiale A,(r) nur von r abh&ngig sind, so dass

0A,(r)
ox

0A,(r)

0A,(r) 0A,(r)
0 or '’

:cos¢7r, Ty = sin ¢

folgt fiir Gleichung (4.71)

B = 04(r) (cos ¢ sin ¢ — sin ¢ cos @) €,

or
0A,(r) _8Az(r)é,
or %

(sin® ¢ + cos® #)é, = (4.72)

d.h. das Magnetfeld ist iiberall tangential ausgerichtet, insbesondere an den Leiterober-
flachen. Mit den Potentialen (4.67)—(4.69) ergibt sich

BW = 27rj07“€¢7
C
Am _ %
Ted)
. 2mj_
und BR = —[aR+ o r] €y -
r C
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4 Magnetostatik

GemaB Beziehung (4.43) sind die Tangentialkomponenten der Magnetfelder an den Grenz-
flachen stetig, da kein Oberflachenstrom flieBt: es gelten also die Randbedingungen

i h
(1) Bé)|r:a = Bé)|r=aa
2mjo ap
so dass a = —-2
C a
o
oder ap = —LjoaQ
c
h R
(2) Bé)|T:b = B(; )‘r:ba
ap, 27rj0a2 aRr .
d A =~ [%2 + 2mj_ab)
so dass b o b +2mjy—c
2mjoa®  2mj_b? 2
oder ap = -0 W7 T [i-b + joa®] .
C C
Damit erhalten wir fiir die Magnetfelder
BO = 2T
c
poy 2,
c T
. 9 b2 4 ina2
und (G P e [ G S 9
(& T

(3) Da das Magnetfeld im AuBenraum

verschwindet, gilt

BéR)‘r:D =0 )
j_b% + joa? )
d —_ _D
so dass o) J
oder mit Beziehung (4.59)
. joa® I
ST D T R (D)

Der Riickstrom stellt sich also gemaB dieser R
nenten folgt mit I = 7mjya® letztendlich

B9 (r)
B™(r)
B®R) (r)

und B(r > D) = 0. Der radiale Verlauf dieser
skizziert.
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andbedingung ein. Fiir die Magnetfeldkompo-

21

21

21 D* — %

or D2 (175)

Tangentialkomponenten ist in Abbildung 4.11



4.8 Beispiel: Magnetfeld durch Gleichstrom im Koaxialkabel

Abbildung 4.11: Verlauf der Tangentialkomponenten des Magnetfeldes im Koaxialkabel
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5 Maxwell-Gleichungen

5.1 Induktionsgesetz

Bisher haben wir in der Elektrostatik ruhende Punktladungen und in der Magnetostatik
stationdre Stréme von elektrischen Ladungen untersucht. In der Elektrostatik gilt: befindet
sich eine Ladungsanordnung unter dem Einfluss eines elektrischen Felds, so verursacht jede
Veranderung des elektrischen Feldes wegen der veranderten Krafte eine Ladungsbewegung.
Deshalb fragen wir uns jetzt: befindet sich ein stationdrer Strom unter dem Einfluss ei-
nes duBeren Magnetfelds, wie wirkt sich die Verdnderung des magnetischen Feldes auf das
Stromsystem aus?

Wir starten vom magnetischen Fluss (4.38) eines geschlossenen Stromkreises L

G (F) = /F e (5.1)

wobei L die Fliche F berandet. Der magnetische Fluss ¢,, ist durch L eindeutig bestimmt,
d.h. er hiangt nicht von der speziell gewdhlten Fliche F' ab, denn mit B = rot A und dem
Stokes-Theorem folgt, dass

<Z>m:/F(L)df. (ﬁx,af)z/LE-ds-’

nur von L abhangt.

Wir nehmen jetzt an, dass das Magnetfeld B(7,t) auch zeitlich verinderlich ist: Gem3B
Gleichung (5.1) ist dann auch ¢,, zeitlich veranderlich. Es gilt dann das

3. Experimentelle Fundamentalgesetz (Induktionsgesetz, Faraday-Gesetz): Die totale zeit-
liche Anderung des magnetischen Flusses ¢, erzeugt eine induzierte elektrische Rand-
spannung U’ in L, die der zeitlichen Anderung von ¢, proportional ist:

d _,
—K3—pm(t) = / E (7 t)-d5=U". (5.2)
dt I
Aufgrund dieser Randspannung entsteht im Leiter ein sog. Induktionsstrom. Dieser er-
zeugt seinerseits ein Magnetfeld.

Zunidchst formulieren wir Gleichung (5.2) mit Hilfe von Gleichung (5.1) und dem Stokes-
Theorem in ein differentielles Gesetz um:

Ko [ af B = [ EGa-ds= [ af- ($xE@) .
dt Jp(r) L F(L)
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5 Maxwell-Gleichungen

Diese Beziehung gilt fiir beliebig geformte Leiterkreise L. Lasst man L unbewegt (OL/0t =
0), so folgt
. OB (7,1)

6XE_’(7_’:1:): 57.

(5.3)
Im CGS-System haben B und E dieselbe Dimension. Also hat die Proportionalititskonstante
K3 die Einheit Geschwindigkeit~!. Es folgt experimentell K3 = 1/c, wobei ¢ die Vakuum-
lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Wir erhalten dann als differentielles Induktionsgesetz oder
differentielles Faradaysches-Induktionsgesetz

.- 108 (7.

5.2 Feldgleichungen vor Maxwell fiir zeitabhangige Felder

Fiir eine Gesamtbeschreibung von zeitabhingigen elektrischen und magnetischen Feldern bie-
tet es sich an, die bisher angegebenen elektrischen und magnetischen Gesetze mit stationiren
p und j auf zeitabhédngige Ladungsverteilungen p(7,t) und zeitabhdngige Stromverteilungen

J(7,t) zu verallgemeinern. Zusatzlich verwenden wir das Faraday-Gesetz (5.4) und die La-
dungserhaltung (4.10). Dann erhalten wir

aus der Elektrostatik: V- E (7,t) = 47p (7,t)  Coulomb-Gesetz , (5.5)

L A7 -
aus der Magnetostatik: 'V x B (7,t) = ij (7,t) Ampere-Gesetz , (5.6)

c
aus der Magnetostatik: V- B (7,t) = 0 keine Monopole , (5.7)
S o 10B (7t
Induktionsgesetz:  V x E (7',t) = —a(:’) (5.8)
C

S Op (7t

und Ladungserhaltung: V-5 (7,t) + p({(;;, ) = (5.9)

Wir haben natiirlich keine Gewahr, dass diese Verallgemeinerung richtig ist.

Und in der Tat: Maxwell erkannte, dass das zeitabhangige Ampere-Gesetz in der
Form (5.6) nicht mit der Ladungserhaltung (5.9) vertrdglich ist! Wenden wir die
Divergenz-Operation auf (5.6) an, so folgt

4 - - = - —
SV =V [V Bry] =0,
so dass nach (5.9) folgen wiirde
9p (7 1)
ot

im Widerspruch zu den Voraussetzungen, da stationdre Ladungsbewegungen (p = 0) hier-
ausgeschlossen sind.

=0,
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5.3 Verschiebungsstrom (oder: wie Maxwell das Ampere-Gesetz reparierte)

5.3 Verschiebungsstrom (oder: wie Maxwell das
Ampere-Gesetz reparierte)

Maxwells Ausweg aus der Inkonsistenz war eine Modifikation des zeitabhangigen Ampere-
Gesetzes (5.6) durch den Ansatz

VxB(t) = X(Fit), (5.10)
so dass ﬁ(q B (7, )) = V-Xx(Ft)=0 (5.11)

gelten muss. Man muss also eine divergenzfreie (wegen (5.11)) Vektorfunktion Y finden, die
fir stationdre Strome in das Ampere-Gesetz rot B= 47r]/c der Magnetostatik iibergeht.
Ein sinnvoller Ansatz fiir ¥ ist

RN _4 -2, 18E(T’t)
X(T,t): Cj(r’t)—i_c ot 3

denn zum einen ist dann bei Verwendung des Coulomb-Gesetzes (5.5)

o (V- E (1)

- RPN 47'(' - =, 1 )

V.-x(rt) = (V'J(Tat)>+c<8t>
4 9 (p(7,1))

+ c ot

= 29+ 200

(5.12)

wobei im letzten Schritt die Ladungserhaltung (5.9) verwandt wurde. Zum anderen fiihren
im stationdren Grenzfall (0/0t — 0) Gleichungen (5.10) und (5.12) direkt auf das Ampere-
Gesetz der Magnetostatik:

- o A7
VxB(f) =7 .

Setzen wir im allgemeinen Fall (5.12) in Beziehung (5.10) ein, so erhalten wir als richtige
Verallgemeinerung des Ampere-Gesetzes:

.- A7~ 19E (7t
VXB(F,t)::j(F,tHC;:). (5.13)

Der Term (1/¢)OE /0t wird Verschiebungsstrom genannt. Mit seiner Einfiihrung gelangen
wir zur endgiiltigen Form der elektromagnetischen Feldgleichungen im Vakuum, den soge-
nannten Mazwell-Gleichungen

S o 18B (7, t)
E — = .14
V x (r,t)—i—c o 0, (5.14)
V-E[t) = 4np(7t) (5.15)
L 1OE (Ft)  4dm-
VxB(r,t)—E 5 = ?](nt), (5.16)
V-B(Ft) = 0. (5.17)
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5 Maxwell-Gleichungen

Dabei handelt es sich um ein vollstindig gekoppeltes System linearer partieller Differential-
gleichungen 1. Ordnung zur Beschreibung der zeitabhingigen Felder E(7,t) und B(7,t) bei
vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen p(7,t) bzw. ]’(F,t).

Die Existenz des Verschiebungsstroms wurde experimetell von Hertz bestatigt. Wie wir sehen
werden, fiihrt das Vorhandensein des Verschiebungsstroms zur Interpretation von Licht als
elektromagnetische Wellen.

Aus den Maxwell-Gleichungen (5.15) und (5.16) folgt die Kontinuitatsgleichung, denn die
Anwendung der Divergenz-Operation auf (5.16) ergibt

a(ﬁ.ﬁ)

5 (= = 1 B 10 (4mp)  4dms -

V(Y B) - gt =0y = oY

oder ﬁ-;(f’,t)%—%’j = 0. (5.18)

Zusammen mit der Lorentz-Kraft

—

F=q|EF1t)+

7x B(71) (5.19)
&

erhalten wir eine vollstindige Beschreibung elektromagnetischer Phdnomene in Vakuum. Die
Maxwell-Gleichungen zeigen uns, wie Ladungverteilungen und Stréme von Ladungen elektro-
magnetische Felder produzieren. Die Lorentz-Kraft zeigt uns, wie diese elektromagnetischen
Felder auf Ladungen wirken. Erganzt wird dieses System von Gleichungen noch durch ma-
thematische Randbedingungen, je nach konkreter Problemstellung.

5.4 Elektromagnetische Potentiale

In Analogie zur Elektrostatik und Magnetostatik versuchen wir durch Einfiihrung von Poten-
tialen das vollstindig gekoppelte Gleichungssystem der Maxwellgleichungen zu vereinfachen
und zu entkoppeln.

Gleichung (5.17) erlaubt wieder die Einfiihrung des Vektorpotentials

— —

B (7, t) =rot A(F,t) . (5.20)
Setzen wir diese Beziehung in Gleichung (5.14) ein, so folgt

. 19A (F,
B () 4+ 12400

rot
c Ot

0. (5.21)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist wegen rot grad = 0 gegeben durch

L 10A(Ft) .
E(T,t)+gT = grad @(T,t) s
. - 10A (7,
so dass E(rt) = =Vo(rt)— 104 1) . (5.22)

c Ot
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5.5 Eichtransformationen

Gleichung (5.22) ist die Potentialdarstellung des elektrischen Feldes mit dem skalaren Po-
tential ®(7,t) und dem Vektorpotential A(7,¢). Im statischen Fall (8/0t = 0) reduziert sich
Gleichung (5.22) auf Gleichung (3.13) fiir das elektrostatische Potential ®(7).

Mit den Potentialdarstellungen (5.20) und (5.22) sind die homogenen (d.h. quellfreien)
Maxwell-Gleichungen (5.14) und (5.17) automatisch erfiillt. Es verbleiben noch die inho-
mogenen Maxwell-Gleichungen (5.15) und (5.16) zur Bestimmung der Potentiale aus den
gegebenen Ladungs- und Stromverteilungen p(7,t) und f(f', t). Durch Einsetzen der Darstel-
lungen (5.20) und (5.22) erhalten wir fiir Gleichung (5.15)

., 10(V- A7)
—V (p (T, t) — ET = 47Tp (’I", t)
L0 (ﬁ : E(m))

Fiir Gleichung (5.16) folgt ebenso

V x (ﬁx%f(ﬁt)) —i—}g

e V@(r,t)+c BT =—j(rt) .

C

13A’(f,t)]  dro

Mit rot rot = grad div — A erhalten wir

1PA@F) | o 100(FY), Am. |

(V- A1) — AA(F il SR04 TRy 20
V(Y- A7) - A @) + 5+ V() = i
Wir definieren den d’Alembert-Operator oder Quabla durch
1 02
N= 55— — :
0=5p A (5.24)
und erhalten damit
. I 109 (7t A -
OA (7 t)+V |V A(Ft) 4+ - (7, ?) = —ﬂj (7, t) . (5.25)

c Ot c

Die Gleichungen (5.23) und (5.25) sind vier Gleichungen fiir die vier Potentialfunktionen
Az, Ay, A, und @, die aber noch gekoppelt sind.

5.5 Eichtransformationen

Zur Entkoppelung der Potentialgleichungen (5.23) und (5.25) nutzen wir aus, dass Bund E
durch die Beziehungen (5.20) und (5.22) nicht eindeutig mit A und ® verkniipft sind. Diese
Mehrdeutigkeit verwenden wir, um bei fest vorgegeben Maxwell-Gleichungen verschiedene
Gleichungen fiir die Potentiale herzuleiten. Diese Moglichkeit wird Eichung der Potentiale
genannt.

Die Transformation

—

A7 t) — A (Ft) = A(F,t) + grad A (7, 1) (5.26)
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5 Maxwell-Gleichungen

4ndert das magnetische Feld B nicht, weil wegen (rot grad =0)
rot A =rot A + rot grad A = rot A.

Damit auch das elektrische Feld E gemiB Gleichung (5.22) unverandert bleibt, muss gleich-
zeitig auch das skalare Potential mittransformiert werden

(7 t) — @ (7t) = & (7, 1) — L OAD)

s (5.27)

denn dann ist

104 - 1= (0A 104 10 104
E=—ve -5 = ‘V‘I)%V(at) cor oo (VA) =-Ve- 5.

Die Gleichungen (5.26) und (5.27) bilden eine Eichtransformation: die E- und B-Felder
andern sich nicht unter dieser Transformation mit einem beliebigen skalaren Feld A (7, ).
5.5.1 Lorenz-Eichung

Wir behaupten: A und @' kénnen so gewdhlt werden, dass sich die Potentialgleichungen
(5.23) und (5.25) reduzieren auf

ne (r,t) = 4np(7,t) (5.28)
- 4 —
und nAd (7t) = —Zj (), (5.29)
c
mit der Lorenz-Bedingung
I 109 (7, 1)
A il S P A § )
\Y% (7, t) + R 0 (5.30)

Beweis: Nach Gleichungen (5.26) und (5.27) ist

10A
A=A —-VA, &=90 + === 31
\% +08t (5.31)

Setzen wir dies in die gekoppelten Potentialgleichungen (5.23) und (5.25) ein, erhalten wir

1OAN) 10 o 104 (o
S R A ‘aﬂ (VA) =
10 =
— - - 109 47 -

Wir nehmen ferner an, dass A und @ als Lésungen von (5.23) und (5.25) bekannt sind.
Dann kann die skalare Funktion A so gewahlt werden, dass es die Lésung der inhomogenen
Gleichung

(5.34)

fA — [ﬁ.[f 18@]

c Ot
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5.5 Eichtransformationen

ist, deren rechte Seite bekannt ist. Gleichung (5.34) besitzt bei geeigneten Randbedingungen
und Anfangsbedingungen fiir A eindeutige Losungen. Mit Gleichung (5.34) reduziert sich
Gleichung (5.33) auf

L Ao
nd =27,
C

d.h. wir haben die zweite Behauptung (5.29) bewiesen.
Gleichung (5.32) bleibt zunichst unverindert

/ 18_' nd
AdD —|—E§V-A = —Amp .

Mithilfe von Beziehung (5.31) erhalten wir fiir die Summe

- 109 o 108 1 8%A
109 1 9%2A
= divA - —— — AA
divA + c ot <62 ot? >
o 109
= divA +278t + A,

wobei wir im letzten Schritt den Quabla-Operator (5.24) benutzt haben. Nach Gleichung
(5.34) ist die linke Seite dieser Gleichung gleich A, so dass die Lorenz-Bedingung (5.30)
folgt:

dvA +-—=0
VAt c Ot
Aus dieser Gleichung folgt
S 109
dvA =—-——
W c ot '’

die wir in Gleichung (5.32) einsetzen:

;10 [ 109 ;10?2 :
PN o A IV A S (|
+cat< cﬁt) c2 ot? - e

d.h. wir haben auch die erste Behauptung (5.28) bewiesen. Q.E.D.
Lassen wir jetzt die Strich-Bezeichnung in den Gleichungen (5.28)—(5.30) fallen, so lauten

unter Lorenz-Eichung
109 (7,t)

div A (7t =0 5.35
v A7)+ (5.35)
die Potentialgleichungen
. 1 0%® (7,t) . .
- 1 92A (7, t) - Amr -
OA (7, = ———2 - AA(Ft)=—75(71t) . .
und NA (7, t) 2 a2 (7, 1) o) (7, ) (5.37)
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5 Maxwell-Gleichungen

Wir erhalten also vier entkoppelte lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir die
Potentialfelder ® (7,t), A, (7,t), Ay (7,t) und A, (7,t). Aufgrund der Lorenz-Eichung (5.35)
sind nur drei dieser vier Felder unabhangig voneinander.

Jede Komponente der Gleichung (5.37) hat dieselbe Wellen-Gleichungsstruktur wie die
skalare Gleichung (5.36). Wir konnen die Diskussion der Lésungen daher auf Gleichung
(5.36) beschrianken. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (5.36) ist gleich der
Summe aus einer partikuldren Lésung ®part von (5.36) und der homogenen Lésung ®pom:

P (Fv t) = (I)hom (777 t) + (bpart (’I?, t) 5 (5.38)
wobei @y, der zu (5.36) homogenen Gleichung

1 0?®pom (7, 1)

A@hom ('F, t) - g 8752

=0 (5.39)
genlgt.
5.5.2 Coulomb-Eichung
Eine andere niitzliche Eichung der Potentiale ist die Coulomb-FEichung
div A(7t)=0. (5.40)
Damit wird Gleichung (5.23) fiir das skalare Potential sehr einfach zur Poisson-Gleichung
AD (7, t) = —4mp (7, 1) (5.41)

mit der Losung (siehe Gleichung (3.14))

O (7)1) = /d?’r’p <F(’t> . (5.42)

7= 7|

® ist das instantane Coulomb-Potential der Ladungsdichte p (daher auch der Name Coulomb-
Eichung).

Der Nachteil der Coulomb-Eichung ist die verbleibende komplizierte Gleichung fiir das Vek-
torpotential, denn nach Gleichung (5.25) und (5.40) gilt

4T,

A = T - Le2200.

Ve (5.43)

Setzen wir die Losung (5.42) ein, erhalten wir mit der Ladungserhaltungsgleichung (5.18)

oo 47 - 1 Op(7 ,t 1
e R at)ﬁ_ﬂ
o 47'('—_» - ]. 3 / j( )
= TiEn+ v /d e . (5.44)

124



5.6 Energiesatz der Elektrodynamik

Nach dem Helmholtzschen Zerlegungssatz (2.144) lisst sich die Stromdichte j als Summe
zweier Terme darstellen: dem Gradient eines Skalars (longitudinaler Anteil) plus der Rotation
eines Vektors (transversaler Anteil)

JED = )+ (7)) (5.45)
. 1 - /diV j(#,t)
mit g(Ft) = —Vr/dgr —
4 |7 — 7 |
. 1 . ,rot;' f,t)
und Je (Fit) = V% /d3r 7
(5.46)
In Gleichung (5.44) taucht j; als zweiter Term auf der rechten Seite auf, d.h
-, AT~ T~
nA (T’,t) = 7.7 (T,t) - ?]l (’I”,t)
47'(' - - 47'('—,» 5
= Z(hEn+iEn) - Zq @
4T -
= 5 (7t
c Jt (T‘, )
. A -
also NAFL = —j, 7t . (5.47)
&

Unter Coulomb-Eichung ist das Vektorpotential vollstandig durch die transversale Strom-
dichte j; bestimmt. Deshalb wird die Coulomb-Eichung auch als transversale Eichung be-
zeichnet.
Die Coulomb-Eichung spielt eine wichtige Rolle in der Quantenelektrodynamik und im quell-
freien Fall (p = 0,5 = 0). Dann ist & = 0 eine Losung und nach Gleichung (5.43) erfiillt
das Vektorpotential die homogene Wellengleichung

OA(7t)=0. (5.48)
Die elektromagnetischen Felder sind dann einfach durch B=rot Aund E = —%%—f gegeben.

5.6 Energiesatz der Elektrodynamik

Als erste wichtige Konsequenz der Maxwell-Gleichungen behandeln wir den Energiesatz der
Elektrodynamik. Dazu betrachten wir zunachst ein Teilchen mit der Ladung ¢, das im elek-
tromagnetischen Feld der Lorenz-Kraft (5.19) unterliegt:

E+UX§

Cc

Bei der Verschiebung des geladenen Teilchens um die Strecke di* = ¥dt leistet das Feld am
Teilchen Arbeit. Zahlt man diese positiv, so ist

dW = F -df = F - 5dt = qE - vdt .
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5 Maxwell-Gleichungen

Diese Feldenergie wird in kinetische Teilchenenergie umgewandelt. Die entsprechende Leis-
tung ist

dd—vl/ =qFE-v.
Nur der elektrische Anteil der Lorenz-Kraft beteiligt sich am Energieaustausch zwischen
Teilchen und Feld, weil die magnetische Kraftkomponente | ' steht.
Dieselben Aussagen gelten auch fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen p(7,t) mit dem

Geschwindigkeitsfeld V (7, t), die im Feld die Kraftdichte (Kraft pro Volumenelement)

(5.49)

erfahren. Die Leistungsdichte

ist allein durch das elektrische Feld E und die Stromdichte 7 bestimmt. Die gesamte Ar-
beitsleistung des Feldes im Volumen V' ist dann

dWV:/ d%f(f,t)ﬁ(m):/ i (7 ) - B (1) | (5.50)
dt v v

Im folgenden berechnen wir diese Arbeitsleistung. Dazu multiplizieren wir die Maxwell-
Gleichung (5.14) skalar mit B:

é-(ﬁxE)Jrié-%]f:o. (5.51)

Ebenso multiplizieren wir die Maxwell-Gleichung (5.16) skalar mit E:
E-(VxB)——E«—:—j-E. (5.52)

Wir bilden die Differenz dieser beiden Gleichungen:

S /o o L (o o 1 0B®> 1 0FE? Ao o
B-( E)—E( B) Sl Al L 5 >
VX VX +208t+208t ¢’
GemiaB Beziehung (2.60) ist
B-(ﬁxﬁ)—ﬁ-(ﬁxé) = ﬁ-(ﬁxé),
so dass V-(EXB)+2—Ca(E2—|—BZ) = —%j-E,
oder nach Multiplikation mit dem Faktor (c¢/4)
- = 10 C= (= =
B (B2 BY) - V- (ExB) . 5.53
J 8 Ot ( * ) 47TV % ( )
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5.6 Energiesatz der Elektrodynamik

Wir definieren die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes durch

o (7 £) = 8% (E? (7,t) + B2 (7,1)) (5.54)

und den Poynting- Vektor oder die Energiestromdichte

Cc

S (7 t) = 4WE(7?, t) x B (7,t) . (5.55)

Damit schreibt sich Gleichung (5.53) als differentielles Poynting- Theorem

+divS=—j - E. (5.56)

Setzen wir Gleichung (5.56) ein in Gleichung (5.50), so erhalten wir unter Ausnutzung des
GauB-Theorems das integrale Poynting-Theorem

Wy _ _d [ 3 - / 3.0 . & (7
i o Vd TUem, (7, t) Vd rV S (7,t)
d Lo
= —— | &Pruem (m)—f df - S (7 t) . (5.57)
dt Jy o)

Die Leistung des elektromagnetischen Feldes an Ladungen im Volumen V ist gleich der
Abnahme der gesamten elektromagnetischen Energie fV d3rUepm, im Volumen V' minus dem

Energiestrom fow) df- S durch die Oberfliche des Volumens.
Mit der mechanischen Energiedichte u;:

WV = / d37“uM (’I?, t)
14

folgt nach Gleichung (5.50)

% = % Vd3ruM (r,t):/vd?’rf(r,t) E(r,t) ,
- " 0
oder j(rt)- E(Ft) = auM (7, t)

so dass nach Beziehung (5.56) gilt

- 0
div.S = —a(uM + Uem,) - (5.58)
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5 Maxwell-Gleichungen

5.7 Impulssatz der Elektrodynamik

Wir eliminieren in der Lorentz-Kraftdichte (5.49),

. . jxB
fszth,

p und j durch die Maxwell-Gleichungen (5.15) und (5.16)

1 - < S . - 10E
P 47rV ’ J T VX ¢ 8t]
und erhalten
I R - o\ =~ 10E -
f_E(V.E)EjL—Tr (VxB)xB—EaxB (5.59)
Es ist . .
d /(= = OF o - OB
—|EXB)=—XxXB+EXx —
5i (EXB) = xBrEx
und mit dem Induktionsgesetz (5.14) 0B /9t = —cV x E, so dass
OF = 0 (= =\ = [
EXB—&(EXB)—FCEX(VXE). (5.60)

Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (5.59) ergibt

7= %[(ﬁﬁ)ﬁ-ﬁx(ﬁxﬁ)]
—%[Ex(ﬁxé)]—iéﬁxé).

—

Damit es symmetrischer aussieht, fiihren wir den Term (V - B)B = 0 in die zweite eckige
Klammer ein mit dem Ergebnis

F= Z[(VE)E-Ex(¥xE)

gilt fur @ = b=F :

ﬁ(E2) = 2Ex<ﬁxﬁ>+2<ﬁ ﬁ)ﬁ
und ebenso fiir @ = b=0 :

V(B = 2Bx(VxB)+2(6-V)B
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5.7 Impulssatz der Elektrodynamik

Damit erhalten wir
E x (6 X E) =
B x (ﬁ % B) =

und Gleichung (5.61) reduziert sich auf

F= (VB E+(EV)E+(V-B) B+ (B-¥)5]
—Siﬂﬁ(EMBQ) —Zhlmgt (Exé) : (5.62)

Wir definieren den Mazwellschen Spannungstensor

) 1 1
T = Tijzh[EZ-Ej+BZ-Bj—2(E2+BQ)5ij} (5.63)
mit i,j€(1,2,3); Ei = E,, Ey=E,

und E3 = Ez .
Das Skalarprodukt dieses Tensors mit einem Vektor a ergibt wieder einen Vektor:
a-T) = aiT; -
( j '72 141
/fo,y7z
Speziell gilt
0
2 5t
l:m7y?z

- |95+ (B:9) 5+ (V-8) 5,

—~
<
~»

:_/

I

ar
+ (éﬁ) B; - %vj (E2+B2)] :

so dass fiir Gleichung (5.62) mit dem Poynting-Vektor (5.55) folgt

.~ . 19§
=V T—- ——. .64
/ 27 (5.64)
Die Gesamtkraft im Volumen V ist dann
. . 10 . Lo
F=|[|drf = —5+~ [ & /3 T
/V rf 20t |, rS+ Vdr(V )
s Jy 75 4T
= ——— [ d&rS+ af - T,
c2dt Jy o)
= - . 1d 3 a
also F = df - T——5— [ d’r§. (5.65)
o(V) c? dt 4
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5 Maxwell-Gleichungen

Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ist die Kraft auf ein Objekt gleich der zeitlichen
Anderung seines Impulses F' = dp/dt, so dass

dp -~ 1d _
ap _ df -7 -~ % [ 4 , )
:: 72 T /V - (5.66)

Diese Gleichung hat eine dhnliche Struktur wie das integrale Poynting-Theorem (5.57) und
erlaubt eine dhnliche Interpretation. Mit dem Impuls des elektromagnetischen Feldes

- 1 3.a
pem:c2/vd rS (5.67)

und der Einfiihrung der Impulsdichte

Pem = / 37 Gomn (7,1) (5.68)
Vv
_ . S 1 -~ =

Definieren wir noch die mechanische Impulsdichte durch
p= | i
\%4

konnen wir Gleichung (5.64) auch schreiben als

o . o 9, SED| o -
7 P (7,1) + Gem (7, 1)) = & [pM (78 + = ] =V-T. (5.70)

Elektromagnetische Felder tragen also neben Energie mit der Energiedichte (5.54),

Uem = SLTF (E2+B2) )

auch Impuls mit der Impulsdichte (5.69)

= —ExB.

. S
Jem = —5
em C2

Sie besitzen deshalb auch Drehimpuls mit der Drehimpulsdichte

. 1 L
lom = X Gom = 77" X (E X B) . (5.71)

130



5.8 Lagrange- und Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld

5.8 Lagrange- und Hamilton-Funktion eines geladenen
Teilchens im elektromagnetischen Feld

Auf ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld wirkt die Lorentz-Kraft (5.19)

F=cE+ 6xB, (5.72)
c

wobei E die elektrische Feldstirke, B die magnetische Feldstarke, ¢ die Teilchengeschwin-

digkeit und c die Lichtgeschwindigkeit darstellen. Die Feldstarken

L. . . 104
B=V x4, Fo_ve_ 124 (5.73)
c Ot

lassen sich durch das skalare Potential ®(7,¢) und das Vektorpotential A(7,t) darstellen.
Setzt man die Gleichungen (5.73) in Gleichung (5.72) ein, so folgt fiir die Lorentz-Kraft

4 . 104 1, o
er(VCDCatJrcvx (vXA)> . (5.74)

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, betrachten wir die x-Komponente des letzten Terms:

Ty = [ﬁx (6 xg)L _— (%fgl;, - aé;;) o <8a/ix_ ag)

_ Yy . _
are t or Y oy Yoz
. . 0A, 0A,
Nun addieren wir 0 = Ux87 — UIW
nd erhalten mit dd, 94, + 04, + 04, + 04s
u a Ot Yo T Oy Y5,
dass T — U@Ay+vaAz+v aAz—vaAz—vaAm—van
57 Vo * oz Y ox Y ox Y oy * 0z
B %(U'/Q_ i ot

Damit erhalten wir fiir die z-Komponente der Lorentz-Kraft

00 104, 10 (g 1dds 104,
oxr ¢ Ot cOx c dt c Ot
od 190 . 1dA,

—+—— (T A) — - .
ox +0833 (v )

c dt
Weil A(7,t) nicht von der Geschwindigkeit @ abhingt, gilt

F,/le =

0 0 (=
A = g (ew) = 5o (A7)
0 1., - 1d 0 o)
so dass Fm/e = —% |:q)—c'l)A:| —E% (avw (A'U)) . (575)
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5 Maxwell-Gleichungen

Da das skalare Potential ¢(7,t) ebenfalls nicht von der Geschwindigkeit ¥ abhdngt, diirfen
wir schreiben

ou doUu
F = 2242 .
ox + dt Ovy (5.76)
mit dem generalisierten Potential U = eb— “A-7. (5.77)
c

Entsprechendes gilt fiir die - und z-Komponente der Lorentz-Kraft , d.h.

o OU_doU . oU_ 4y
YU 0y dtovy,’ 09z dtov,’
so dass allgemein
Fe—virt+ 2 (6~U) . (5.78)
T dt v

Die Gleichungen (5.76) und (5.78) erfiillen genau die in der Mechanik-Vorlesung (siehe dort

Gleichung 3.13.1)) gestellten Anforderungen an das verallgemeinerte Potential V*.

Fiir die Lagrange-Funktion eines Teilches im elektromagnetischen Feld L =T — V* folgt mit

Vi=Uu e - m e -
L:T—e<I>—|—EA~U:§v2—e<I>+EA-17. (5.79)

Da keine Zwangsbedingungen vorliegen, sind die verallgemeinerten Koordinaten g gleich
den natiirlichen Koordinaten z. Es gilt dann fiir den kanonisch konjugierten Impuls

9L 9T e - OF B}
P — — — —— 7A c— = U A .
P=%7 a5 Tt ar T (5.80)

ol

d.h. ein Teilchen im Magnetfeld dndert seinen Linearimpuls um e/c/_f. Dies ist ein Beispiel
dafiir, dass der kanonisch konjugierte Impuls nicht mit dem mechanischen Linearimpuls m¢
iibereinstimmt.

Die Hamilton-Funktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld erhalten wir aus der
Lagrange-Funktion (5.79) durch

H(#,5,t) = -7 — L(%,5,1) (5.81)

und Einsetzen von ¥ aus der Gleichung (5.80) fiir den kanonisch konjugierten Impuls:

1 =
U:—(ﬁ— EA). (5.82)
m c
Wir erhalten
o . 1 N2 . .
H = ﬁ.(*_fA)_i(ﬁ_f/Q +e<I>_iA.(ﬁ_fA>
m c 2m c mec c
= ed+ ;5’_51[( gPr_r € x_°x
c m 2m  2mc mec
! (* °Z) +ea (5.83)
= — |p—-- ed . .
2m P c
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6 Elektromagnetische Wellen und
Strahlung

Zu den bedeutendsten Erfolgen der Maxwell-Theorie gehort die Erkenntnis, dass sich elektro-
magnetische Felder unabhangig von irgendwelchen Ladungen oder Strémen selbst im Vakuum
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kdnnen. Das bedeutet, dass die Felder nicht nur mathe-
matische HilfsgroBen zur Beschreibung von Wechselwirkungsprozessen zwischen Ladungen
bzw. Stromen von elektrischen Ladungen darstellen — so hatten wir sie zunichst eingefiihrt
—, sondern eine eigenstandige physikalische Realitat besitzen.

6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum
In freien Raumbereichen, d.h. Raumbereichen ohne Ladungen (p = 0) und Stréme (7 = 0),

gelten fiir die elektromagnetischen Potentiale in Lorenz-Eichung nach Gleichungen (5.36)-
(5.37) die homogenen Wellengleichungen

. 1 0%@ (7,) .
0o (r,t) = v A (Ft) = 0
o 1 024 (7,1 Lo
und DA(r’t)*CTT_AA(T’t) =0

und fiir die Felder B = rot A, E = —grad ® — (1/¢)0A /0t ebenfalls

=3

(
(

1) = 0 (6.1)
1) = 0. (6.2)

= G

I3 13
=3

und

Die Gleichungen (6.1) und (6.2) lassen sich auch direkt aus den quellfreien Maxwell-Glei-
chungen im Vakuum (5.14)—(5.17) ableiten:

- - 108B
E - — .
VxE+-— 0, (6.3)
V-E = 0, (6.4)

-~ - 10E
VxB-->r =0, (6.5)
V-B = 0. (6.6)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Bilden wir die Rotation von Gleichung (6.3), so folgt mit Gleichungen (6.4) und (6.5) und
rot rot = grad div — A

108 1 9%E
rot rot E = grad div E—AE = —AE = —rot - “or —6—2%?
1 8%E
Oder C?W — AE [—|E = O .

Bilden wir ebenso die Rotation von Gleichung (6.5), so folgt mit Gleichungen (6.6) und (6.3)

. 0 (rot E) 1 028
rot rot B — PR T = grad div B - AB + QaﬁtQ =
1 9°B
—AB + 2oz 0
1 9°B
d —Z__AB=0B = 0
oder 2
Q.E.D.
Im Vakuum erfiillt jede Komponente von E und B dann die Gleichung
1 0%f
Af =—=— :
/ c? Ot? (6.7)

Diese beschreibt, wie wir zeigen werden, Wellen, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreiten.
Diese Erkenntnis, dass Licht eine elektromagnetische Welle darstellt, war ein groBer Triumpf
fiir Maxwell. In seinen Worten: “We can scarcely avoid the interference that light consists in
the transverse modulations of the same medium which is the cause of electric and magnetic
phenomena.”

Eine wichtige Rolle bei dieser Erkenntnis kommt dem von Maxwell eingefiihrten Verschie-
bungsstrom (1/¢)8E /8t (siehe Kap. 5.3) im Ampere-Gesetz zu: ohne diesen hitten wir keine
Wellengleichung fiir E herleiten kénnen, sondern nur fiir B.

6.1.1 Ebene Wellen

Eine Losung f(z,t) der Gleichung (6.7), die nur von einer Raumkoordinate (hier ) abhangt,
wird als ebene Welle bezeichnet. Die Wellengleichung lautet dann

1
(8- 52) ety = 0 (6.5)
1 1
oder <8$ - C8t> <az + Cék) f(z,t) = 0, (6.9)
. 0 0
wobei wir kurz Oy = I 9 = 5
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6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

schreiben. Gleichung (6.9) vereinfacht sich weiter mit den Substitutionen

6 = xr — Ct, 77 = xT + Ct 5
1 1
oder :L‘:§(77+£), ct = 5(77—5)7
82
Oz dt)l, 1 1
denn O = 6—581 + D€ Eat = 3 (&p - cat)
_ Ox o)1, 1 1
und Oy = 8717836 + an Eat = 3 (895 + cat) )

Die allgemeine Lésung von Gleichung (6.10) kann als Summe von beliebigen Funktionen
f1(&) und fa(n) geschrieben werden:

f&m) = i)+ fa(n)
(x,t) = filx —ct)+ fa(x +ct). (6.11)

~

oder

In Abbildung 6.1 skizzieren wir einen moglichen Verlauf der Funktion fi(x — ct) zu einem
festen Zeitpunkt t = t; (Momentaufnahme). Zu einer spéteren Zeit t = to > t; ist dieser
um die Strecke c¢(t2 — t1) in positiver z-Richtung verschoben. Die ebene Welle breitet sich
also, ohne ihre Form zu dndern, mit der Geschwindigkeit ¢ in positiver z-Richtung aus.

y

/f(x_Ctl)
X

f(x—ct)

Abbildung 6.1: Verlauf der Funktion f(z — ct)

Analog beschreibt fo(xz+ct) eine ebene Welle, die in negativer x-Richtung mit der Geschwin-
digkeit ¢ fortschreitet.
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

6.1.2 Ebene, monochromatische Welle

Ein Spezialfall liegt vor, wenn f(z,t) durch eine harmonische (d.h. periodische) Funktion
gegeben ist, d.h. in komplexer Schreibweise

filz — ct) o eR@=eb) (6.12)

und fa(x + ct) = 0. Eine solche Losung heiBt ebene, monochromatische Welle. Die GroBe
k heiBt Wellenzahl. Definiert man durch die Dispersionsrelation fiir das Vakuum die Kreis-
frequenz w? = k2c? so schreibt sich Gleichung (6.12) mit w = kc auch als

fi(z — ct) o ekz=wt) (6.13)

v = w/27 ist die Frequenz und A = 27 /k die Wellenlange der ebenen, monochromatischen
Welle.
Wird die Ausbreitungsrichtung durch den Einheitsvektor <y vorgegeben, so kann mithilfe des
Wellenzahlvektors

k= kig (6.14)

die ebene, monochromatische Welle durch
f (o -7 — et) ox e!(F=t) (6.15)

dargestellt werden.

6.1.3 Linearkombination von ebenen, monochromatischen Wellen

Obwohl (6.15) nur eine spezielle Wellenform darstellt, so ist sie wichtig, da man jede Wel-
le als Uberlagerung von monochromatischen Wellen beschreiben kann, d.h. wir setzen die
allgemeine Losung von Gleichung (6.8) an als

flz,t) = / dk A(k) exp [u(kz — wt)] , (6.16)
wobei A(k) eine zunichst beliebige Funktion der Wellenzahl k ist. Die Lésung (6.16) heiBt
Wellenpaket.

Mit dem Ansatz (6.16) folgen sofort

Oz f /_OO dk 1k A(k) exp [1(kx — wt)]

Rf — / Tk (<k2) A(k) exp [o(ka — wt)] (6.17)
und of = /_00 dk (—w)A(k) exp [1(kz — wt)] ,
Olf = /00 dk (—w?)A(k) exp [1(kx — wt)] . (6.18)
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6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum
Einsetzen von (6.17) und (6.18) in Gleichung (6.8) liefert

1 00 w2
((9% — CQ@?) flz,t) = /Oo dk {—kQ + 02} A(k)exp [1(kx —wt)] =0,
so dass fiir Werte von w und k, die die Dispersionsrelation

w? = K22 (6.19)

erfiillen, der Ansatz (6.16) tatsachlich die Lésung von Gleichung (6.8) ist '
Die Amplitudenfunktion A(k) kann aus den Anfangsbedingungen f(z,t = 0) und f(z,t = 0)
erschlossen werden.

6.1.4 Potentiale und Felder von ebenen, monochromatischen Wellen

Aus Gleichung (6.15) erhélt man die Potentiale und Felder in einer ebenen, monochromati-
schen Welle, die sich in Richtung Ky ausbreitet zu

(a) A = <Age ) (6.20)
(b) o = (@06 (k- )
(©) B = (Eoe )
(d) und B = §R<Boe‘(’” wt))

In formalen Rechnungen werden wir das Realteilzeichen R oft weggelassen und den Ubergang
jeweils dann vollziehen, wenn physikalisch relevante GroBen berechnet werden. Fiir die Max-
well-Gleichung (6.3)

. 1 -
rot £ =—-0,B, (6.21)
c

erhalten wir fiir die linke Seite aus (6.20c) mit k-7 = kpr + kyy + k.2 = kpxp, und
Summenkonvention

(rot E) = (rot Eoel(kmxm_Wt)> = EjmnamEO,nez(kmxm_Wt)
J J

= ejmnlkmEO,nel(kmxm_wt) =1 (E X E) ‘
J
also rot E = ik xE.

Fiir die rechte Seite von (6.21) folgt aus (6.20d)

1, = 1= 7o -
— 20, B = —=By(—w)e*F Tt = “g.

c c c

Gleichung (6.21) ergibt dann
ZE X _"0 = EB'o
c
oder EB’O = kxEy. (6.22)
c
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Mit der Dispersionsrelation (6.19) folgt dann fiir die Betrage

Bo| = | Eo (6.23)
Fiir die Maxwell-Gleichung (6.4) folgt mit (6.20c)
div E = EO . ﬁeZ(E-F—wt) — EO . [Zﬁ (E . F)} ez(E-F—wt) _
1Ey - [grad (kyx + kyy + k.2)) pUki—wt)
ZEQ . Eez(_‘-F—wt) = 0,
oder k-Ey = 0. (6.24)
Ebenso folgt aus der Maxwell-Gleichung (6.5)
k- By=0 (6.25)

Wie in Abbildung 6.2 skizziert, bilden die Vektoren E, B und k der ebenen, monochro-
matischen Welle ein orthogonales Rechtssystems, d. h. E und B stehen immer und iiberall
senkrecht auf & und aufeinander (transversale Wellen). Weiterhin sind in dieser transversalen
Welle |B| = | E| betragsmiBig gleich.

—

Abbildung 6.2: Orientierung der Vektoren Ey, By, k
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6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum
6.1.5 Energiedichte und Poynting-Vektor der ebenen, monochromatischen
Welle

Die Energiedichte der monochromatischen Welle ergibt sich aus dem zeitlichen Mittel der
Summe der Quadrate der Feldstirke £ und der Induktion B. Bei der Berechnung der Qua-
drate miissen wir beachten, dass nur die Realteile von E und B quadriert werden diirfen.
Das Zeitmittel bezeichnet die Mittelung der GroBe a(t)

I R
a(t):/ at'a (1)
T Jt
iber eine Periode 7 = 27 /w.

Wir betrachten das Skalarprodukt der Realteile zweier komplexer Vektoren @ und b:

N d+a b+bt 1, . oo - -
(%d)-(%b):aza - z —c[abravrabea v (6.26)
Mit
a(mt) = do(F)e ™
und b(Ft) = by (F)e ™
folgt a-b = dop - 506 2wt
- a\ g fans ’ ’
so dass a-b = 020 / dt exp (—22wt )
T t
) - ’ t+7
= ——dp- by [exp (—QZwt )}
2wt t
= QL&'O - by exp (—2uwt) [exp (—2uwT) — 1] = 0
wT
mit wT = 27.

Ebenso folgt aus

% Tk Tk 2uwt
a bt = dy-bye™",
dass a - = 0.
Dagegen sind
a-b* = do-bp
und a-b = as-bo,
= = 1 o, [ttt 5
— — — * - *
so dass a-b*:ao-(’ﬁ:o-bo/ dt = dp-by
T t
und a-b = ds-bo.

Damit erhalten wir fiir das zeitliche Mittel von Gleichung (6.26)
— 7 1 - Tx % 70 1 - T
%a-ﬂ%bzi< 0-b0+a0-b0) :5%(%-50) .
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Wir erhalten fiir die Energiedichte der monochromatischen Welle

_ 1 pp— e 1 - _'* =4 _»* 1
Tom = g (B2 + B] = g [ Eo- Ej + Bo - By | = g [E5 + BY)

™

und mit Beziehung (6.23)
_ EZ B?
uem = —_—= —

8t 81
Ganz analog findet man fiir das Kreuzprodukt

mz%m(%xgg) :%§R<63x50> ,

so dass fiir den Poynting-Vektor der monochromatischen Welle folgt

S(Ft) = ZE(7t) x B(7,t) = ém(ﬁo X é;;) .

Aus Gleichung (6.22) folgt
B = EE x B .

Eingesetzt in Gleichung (6.28) folgt mit (6. 24)
_m2p (BT — mp2n
( )_Eok B <E0k> - Bk,
= 2 - = 2 97
so dass S(T' t) 87% |:E0 X (k X Eo):| = %Eok .

Zusammen mit Beziehung (6.27) erhalten wir

_ 2
= c -
S = —TUemk
w
und mit der Dispersionsrelation w = kc
=k
S = cuem% .

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Der Energietransport in der ebenen, monochromatischen Welle erfolgt in Richtung des Aus-

breitungsvektors.

6.1.6 Polarisation

Wir fiihren in Richtung von EO und éo 1L EO die zwei zueinander senkrecht stehenden,
konstanten Einheitsvektoren €, und &, ein (siehe Abbildung 6.2). Diese spannen die Ebene
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k auf, die sog. Polarisationsebene. Dann erfiillen die

beiden Loésungen

B\ (7t) = @B, Ey = |Ey|e™
und EQ (F, t) = €2E26 (E F—wt), EQ = ‘E2| 610‘2
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6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

die Wellengleichung (6.2). Die Amplitudenfaktoren E; und E5 kénnen komplexwertig sein
und werden jeweils durch ihren Absolutwert und ihre Phase bestimmt.
Die allgemeine Losung der Wellengleichung (6.2) ist durch die Linearkombination
B (7,t) = (8B + &) et (F=et) | (6.32)
gegeben.
Linear polarisierte Welle: In diesem Fall haben F{ und FE5 dieselbe Phase a1 = ao, so dass
Bjinear (Fr1) = (81| Ey| + & | By|) e!(FTwiton) (6.33)

Elliptisch polarisierte Welle: In diesem Fall haben E; und Es unterschiedliche Phasen
a1 # o, so dass mit der Phasenverschiebung ¢ = as — oy

—

Eoige () = |1 |B1| € F771) 4 & | By | ! (Frmtt0) | gl (6.34)

Zirkular polarisierte Welle: In diesem Fall sind die Absolutwerte der Amplitudenfaktoren
Ey = Ey = Ey gleichgroB und die Phasendifferenz ¢ = +7/2, so dass
Boins (7,8) = Bo (81 £18,) e'(F™=wt) | (6.35)

Betrachten wir den Fall zirkular polarisierter Wellen genauer: 0.B.d.A. sei k || €., so dass
51 = 63;, 52 = €y und

n P >\ i(kz—wt

E.iri = Ep (€ £1€)) e ( )

Fiir den Realteil des elektrischen Felds der zirkular polarisierten Welle erhalten wir dann

= E
REirk = 70 [(é; + Zé'y) el(sz""t) + (gx = zé’y) efz(szwt)}
E
= e (emen et g, (o) — emihemen)

= % [€x2 cos(kz — wt) + 2:%€, sin(kz — wt)]
= Ey[é;cos(kz — wt) F €ysin(kz — wt)]
oder E.irke = Eocos(kz —wt) = Epcos(wt — kz) ,
E.irky = TFEosin(kz —wt) = £Epsin(wt — kz) . (6.36)

Fiir festes z ist Gleichung (6.36) die Parameterdarstellung eines Kreises mit dem Radius Ej
in der Polarisationsebene, denn

2 2 _ 2
Ezirk:,x + Ezz"/‘k’,y - EO :

Der E-Vektor einer zirkular polarisierten Welle hat den konstanten Betrag Fy und rotiert in
der Polarisationsebene mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w (siehe Abbildung 6.3),
die durch

Eirky  Esin(wt — kz)

t = =
an © E.ivka cos(wt — kz)
= Ztan (wt — kz) = tan(£(wt — k2)) ,
also © = £(wt—k2) (6.37)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

gegeben ist.

Bei Blickrichtung auf die entgegenkommende Welle, also in negativer z-Richtung dreht sich
der E-Vektor in Abbildung 6.3 fiir +-Vorzeichen in Gleichung (6.37) mit fortlaufender Zeit
t links herum (linkshindig zirkular polarisierte Welle) und fir —-Vorzeichen in Gleichung
(6.37) rechts herum (rechtshindig zirkular polarisierte Welle).

&

fo)!

Abbildung 6.3: Linkshéndig zirkular polarisierte Welle

Fiir den Fall elliptisch polarisierter Wellen mit der Phasendifferenz ¢ = 47 /2 gilt
Eiipt = (Eo18; +1E28,) e' =1 .
Mit Eo; # Eog ist REips = Ex€y + Ey,€, mit
E,(z,t) = Ep cos(wt — kz), Ey(z,t) = £Ep sin(wt — kz) . (6.38)

Fiir festes z ist Gleichung (6.38) die Parameterdarstellung eine Ellipse mit den Halbachsen
Ep1 und Ejp in der Polarisationsebene (siehe Abbildung 6.4), denn

2 2
() + () =+
Eor Eoo

Im allgemeinen elliptischen Fall beliebiger Phase ¢ und fiir Ey; # Epo ist die Ellipse noch
gegeniiber dem (z, y)-Koordinatenachsen gedreht. Die elliptisch polarisierte Welle kann durch
die Uberlagerung zweier zirkular polarisierter Wellen mit unterschiedlichem Amplitudenfaktor
dargestellt werden.
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P

D!

Abbildung 6.4: Elliptisch polarisierte Welle

6.2 Inhomogene Wellengleichung

Die bisherigen Rechnungen fiir den Vakuumfall haben gezeigt, dass die homogenen Maxwell-
Gleichungen mit p = 0 und ; = 0 freie elektromagnetische Wellen als Losungen erlauben,
die in der ansonst leeren Welt propagieren. Es bleibt allerdings unklar, wie derartige Wellen
erzeugt werden kénnen. Zur Klrung dieser Frage miissen wir p # 0 und j # 0 zulassen, und
die inhomogenen Wellengleichungen (5.36) und (5.37) in Lorenz-Eichung (5.35) untersuchen:

190 (Rt)

ne ( ) ) 2 o2 - A% (Tv t) = dmp (7", t) ) (639)
o 1 024 (7,1 oo Ao,
_ L 105 (7, 1)
- A(T -——— = 0. A1
mit V-A(Ft) + R 0 (6.41)

6.2.1 Singuldre Funktionen der Elektrodynamik
Die Gleichungen (6.39)—(6.40) haben die Struktur

1% (7, t)

c2 o2 - A¢ (F’ t) = 47Tf (7:: t) ) (642)

wobei f(7,t) eine bekannte Quellverteilung ist.
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Wie in der Elektrostatik wird die lineare partielle Differentialgleichung (6.42) mit Hilfe der
Methode der Green-Funktion geldst, d.h.

b (Ft) = /D (F,#,t,t’) f (#,t’) ar'dt (6.43)
wobei die jetzt vierdimensionale Green-Funktion als Losung der Differentialgleichung

1 9°D (F,f’,t,t’)
2 o2

definiert ist und vorgegebene Randbedingungen erfiillt.

Es ist sinnvoll, die Definitionen und Eigenschaften dieser D-Funktionen (singulire Funktio-
nen der Elektrodynamik) vorab zu behandeln. Wir wahlen dazu einen heuristischen, nicht
strengen Zugang, d.h. die Existenz der involvierten Integrale und die Frage nach der Ver-
tauschbarkeit von Differentiation und Integration wird nicht weiter untersucht (dies geschieht
streng in der mathematischen Theorie der Distributionen).

Dazu definieren wir die vierdimensionale Delta-Funktion

_ AD (f,#,t,t’) — 4rg? (F— f‘) 5 (t _ t’) (6.44)

0% (XH) = 6% (7) 6 (wo) (6.45)

wobei 29 = ct die vierte Koordinate im Minkowski-Welt-Raum ist (vergl. Mechanik-Skript
Kap. 7.2). Setzen wir 0.B.d.A. 7 =0, t' = 0, so lautet Gleichung (6.44)

nD (X*) = 4wes* (XH) (6.46)
mit dem kontravarianten Ortsvektor
XH = (xg,2,y,2) = (ct,x,y,2) .
Mit dem kovarianten Ortsvektor
X, = (xo,—z,—y,—2) = (ct, —x, —y, —2)

ist der Quabla-Operator

o 0
0=~ avn =02 - 07— 0203 (6.47)
12

ein Lorentz-Skalar . Wir definieren weiterhin den vierdimensionalen kontravarianten Wellen-
vektor durch

k= (k0E> , (6.48)
wobei kg = w/c. Dann gilt
X, Xt = x%—r2zc2t2—r27
© 2 2 w? 2
bkt = K=k = k2

X, kH = kowo—k 7.

144



6.2 Inhomogene Wellengleichung

Wir kennen die Integraldarstellung (2.129) der eindimensionalen §-Funktion; entsprechend

gilt
1

(2m)*
Deshalb stellen wir D(X*) ebenfalls dar als

§(XH) = / d*k" exp (—ikFX,) (6.49)

D (XH") = / d*k" g(k) exp(—ik"X,) (6.50)

1
(2m)*
Setzen wir die Darstellungen (6.49) und (6.50) in Gleichung (6.46) ein, so folgt mit

np(xX*) = (271r)4 / d*k" g(k)Dexp (—ktX,)
— _(271T)4 / d*k" g(k)k k" exp (—ik" X ,)

1
(2m)*

4me

4
= 2n) /d k' exp (—ik*X,,) .

dass —

/ d*k" g(k)k k" exp (—ik" X))

Fiir die Fourier-Transformation g(k) von D gilt also

e e
k)= — = ) 6.51
A T e (651
Fiir Gleichung (6.50) folgt dann
dre exp (—k*X )
D (X" = dApr Z2EN T )
(X% (271')4/ k2 — k2
i / G SPOE - T) / drfethoro | L 11 (g5
(2m) 2l Je ko + ‘kz‘ ko — ]k\

wobei C' den Integrationsweg in der komplexen kg-Ebene bezeichnet.

Die Darstellung (6.52) ist formaler Natur, da fiir k* = k3 der Integrand eine Singularitit hat,
d.h. es existieren Pole bei kg = +|k| = +k. Das Integral (6.52) ist an diesen Stellen nicht
definiert und solang bedeutungslos, bis Regeln zur Behandlung dieser Singularitidt gegeben
werden. Diese Regeln kénnen jedoch nicht aus der Mathematik kommen, sondern miissen
aus physikalischen Betrachtungen abgeleitet werden.

Wir benutzen hier einen phanomenologischen Weg, um das Integral (6.52) auszuwerten: Im
singuldren ko-Integral werden die Integrationswege deformiert, um der Singularitdt auszuwei-
chen, und danach wird der Grenziibergang vollzogen. Wir betrachten in Abbildung 6.5 die
komplexe kg-Ebene und zeichnen dort die moglichen Umgehungswege ein, d.h. um die Pole
werden kleine Kreise mit dem Radius p ausgeschnitten. Es gibt dann die Abbildung 6.6 ge-
zeigten vier Integrationswege C, Co, C3 und Cy. Nachdem auf diesen Wegen die Integration
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Im(kg)

>l I«

L®
~D

Re(kd

Abbildung 6.5: Die Polstellen in der komplexen ky-Ebene mit den Umgehungskreisen

durchgefiihrt wurde, kann der Grenziibergang p — 0 vollzogen werden. Alle méglichen Wege,
d.h. alle Grenzprozesse, besitzen eine mathematisch-physikalische Bedeutung. Entsprechend
den vier moglichen Wegen, ergeben sich vier verschiedene D-Funktionen.

Weg 1: ist wichtig und ergibt die sog. retardierte Green-Funktion

4dme - e~ koo
Dy (XM = e exp ( rj/ 0
1 (XH) (QW)4/dkexp 1k - T Cldk e
- ¢ 3 L. 0
= 5 [ &k exp <ﬂc-r)'/21dk F(k, ko) (6.53)
mit (k = |k|)
I B 1
F(k ko) = 5——5 = = - koo 54
(k- ko) = o3z Qk{hy+k ko—k]e (6:54)
Wir unterscheiden die zwei Félle (a) zp < 0 und (b) 2o > 0:
(a) im ersten Fall z9p = —|zg| < O ist die Funktion F'(k, ko) exponentiell gedampft fiir

(ko) > 0, denn

F(k},]{?o) x e*’LkOIO — el\xo\ko — ez\xg\(%(ko)Jrl%(ko)) o 67%(k0)|w0| =0

fir (ko) — oco. Deshalb schlieBen wir den Integrationsweg in der oberen (Jko > 0)-Ebene
(siehe Abbildung 6.7).
Auf dem Halbkreis 17 gilt fiir R — oo

lim [ dk° F(k,ky) =0,
R—o0 T
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e W R WY
TG
At G
o ——G

Abbildung 6.6: Die vier Moglichkeiten, die Polstellen +k zu umgehen

T,

Abbildung 6.7: Fall (a): Integration in der positiven Halbebene

so dass das Integral iiber den geschlossenen Integrationsweg C + T3 gleich der Summe der
Residuen der eingeschlossenen Pole ist:

/ dk° F(k, ko) = / dk® F(k,ko) = 2m Y Res  F(k, ko),
Cl 01+T1

wobei die Pole im Gegenuhrzeigersinn umfahren werden miissen. Weil F'(k, ko) im Inneren
von Cy + T polfrei ist, folgt

dk® F(k,kg) = 0
Cy

oder Di(z) = 0 fir zp<0 (6.55)

(b) im zweiten Fall xy = |zo| > 0 schlieBen wir den Integrationsweg in der unteren (S(ko) <
0) Halbebene, weil dort eS( 0¥ — ( fiir R — oo (siehe Abbildung 6.8).
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Abbildung 6.8: Fall (b): Integration in der negativen Halbebene

Diesmal liegen die Pole innerhalb des Integrationsgebiets C1+75 und werden im Uhrzeigersinn
(negativen Sinn) umfahren. Es folgt

dk° F(k, ko) = / dk® F(k,ko) = —2m Y Res  F(k, ko)

C1 Cl+T2

oder mit Gleichung (6.54)

1
[ Pk = g [ dks(k) (6.56)
C1 2k Ci+T>
1 1
it ko) = - —tkoo .
mi f (ko) [k‘o+k‘ ko—k}e (6.57)

Hat eine beliebige komplexe Funktion f(z) einen Pol der Ordnung m fiir z = a, so ist das
Residuum an der Stelle durch

1 dm—l

Res, f(z) = lim [(z —a)f(2)] (6.58)

(m —1)! z—=a dzm—1

gegeben (siehe z.B. C.R. Wiley: Advanced Engineering Mathematics, S. 806).
Die Funktion (6.57) hat zwei Pole erster (m = 1) Ordnung an den Stellen kg = £k, und die
Anwendung der Formel (6.58) liefert

Res jy——f(ko) = lim [(ko — (~K))f (ko))

0——
. _ ko + k
— 1 1koxo 1— — 1kxg
koinik [e ( kg—k>] ¢
und Res p—if (ko) = lim [(ko — k) f (ko)
0—)

_ ko -k _
— lim koo 1 1kxo .
kolﬂk [6 <k0 + k) :| ¢
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Es folgt fiir das Integral (6.56)

1
/ dk® F(k,ky) = 55 27 [Res ko= f (ko) + Res o= (ko)]
Cy
_ _% ezkxo o efzkx0:|
2 -
= —W—Zstm(lmo) = Tﬂ sin ( k :1:0) : (6.59)
k ’k

Das Ergebnis (6.59) ist unabhingig vom Radius p, so dass der Grenziibergang p — 0 voll-
zogen werden kann, und wir erhalten mit Beziehung (6.53)
# dek. ezE-f" sin(’;‘xo)

0 fir x9<0

fir z9>0

Dy (X*) = (6.60)

Die Integration iiber d°k Wircl durch Einfiihrung von Kugelkoordinaten im k-Raum (k, 6, ¢)
durchgefiihrt, wobei 6 = Z(k,7) ist. Mit d®k = k?dksin d0d¢ = k*dkdudp, wobei p =
cos 6, folgt fiir xg > 0

27 1 00 :
k
Dy(x") = = /0 do / i /0 dk k? elkwsm(kx“)

272
c [ 1
= / dk k sin(k::vg)/ dy eFTH
T Jo 1
c o8 ezkr _ 6fzkr
= — dk k sin(k _—
7r/0 sin(kxg) pym
IS (o@)
- dk sin(k ( kr _ —ikr
o sin(kxo) (e e )
_ Ll 00 dk (ezkr o e—zkr> <ezk$0 o e—lkm())
mr 29 Jq

— ¢ > k(zo+r) _ ik(zo—r)
2mr (/0 dk [e € ]

_ /0 * 2k [e—muo—r) _e—zk<xo+r)D '

Substituieren wir im zweiten Integral k = —k so folgt

K — _L /OO k(xo+r) _ ik(zo—r)

Dy (X") e UKL e e }

oo ) /
i / dk‘/ {6#@ (zo—r) _ ezk (mo—l-'r)])
0
— _L > k(zo+r) _ ik(zo—r)
2mr J_ dk [6 ¢ } ' (6.61)
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Mit der Integraldarstellung (2.129) der ein-dimensionalen §-Funktion,

1 o0
i(z) / dk e |

~ o oo

folgt fiir Gleichung (6.61)
D (X") = == [8(ao + 1) = d(ao —7)] -

Weil g > 0, kann zg + r nicht verschwinden, so dass der erste Term keinen Beitrag ergibt.
Wir erhalten

Dy (XH) = Hao—r) _ dlzo—|M) _ (et —|T) _ 15 (t — @) (6.62)

R
fiurt > 0.
Bei Aufgabe der Annahmen 7 =0 und ¢ = 0 verallgemeinern sich Gleichungen (6.60) und
(6.62) zu

Losle—+ - fir ¢ >t
/ T a7 — —_ ur
Dy (F,rJ,t,t ) = [ c : (6.63)
0 fir t<t

Die Losung (6.63) wird wiefolgt physikalisch interpretiert: zur Zeit t = t wird am Ort 7 eine
Quelle fiir eine infinitesimal kurze Zeit angeschaltet. Die von dieser Punktquelle ausgehende
Storung breitet sich als Kugelwelle von 7 nach anderen Orten 7 aus, was gleichbedeutend
mit einer von 7 auslaufenden (retardierten) Welle ist. Aus der physikalischen Anschauung
ergeben sich dann folgende Forderungen:

(1) Die Welle muss fiir Zeiten t < t' verschwinden, weil zu diesen Zeiten noch keine
Erregung vorhanden war (Kausalititsforderung).

(2) Die Welle muss am Ort 7 zur Zeit t =t + |7 — 7 |/c ankommen, da sich im Vakuum
die elektromagnetischen Wellen mit Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreiten.

(3) Da die Energie der Welle auf einer Kugelschale verteilt ist, sollte fiir [F] — oo die
Amplitude gegen Null gehen, um Energieerhaltung zu gewahrleisten.

Die Losung (6.63) erfiillt diese Forderungen. Man nennt sie die retardierte Green-Funktion.
Weg 2: Mit analogen Uberlegungen wie fiir Weg 1 erhdlt man fiir

;|
olt—¢+ 11
t <t D2<*F‘,t,t'>: (6.64)

und fiir t > t: Dy =0.

Dies entspricht gerade der zeitgespiegelten (d.h. Vertauschen von ¢ und t') Lésung (6.63).
Bei dieser Zeitspiegelung wird die auslaufende Welle in eine einlaufende Welle umgewandelt,
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6.2 Inhomogene Wellengleichung

die sich von co kommend auf den Punkt (7, ) zusammenzieht. Dy heiBt avancierte Green-
Funktion.

Mit véllig analogen Uberlegungen behandelt man Weg 3 und Weg 4. Man erhilt Green-
Funktionen, die in der klassischen Physik nicht benutzt werden konnen, die jedoch in der
Quantenfeldtheorie als kausale und antikausale Feynman-Propagatoren Verwendung finden.
Nachdem wir die Green-Funktionen kennen, sind wir in der Lage, die inhomogenen Wellen-
gleichungen (6.39) und (6.40) zu I6sen. Wegen der Kausalitdtsbedingung ist D; die richtige
Green-Funktion. Die Losungen lauten

o (7 t) = /d?’#/dt’Dl(f‘,f‘,t,t')p(f‘,t')

, ‘F—f/’
plr,t—"—
also O (1) = / T (6.65)
nd ]. ! - !
und At = - d34/dt Dl(f‘,f‘,t,t>g(7~4,t>

1
— /di”# — . (6.66)
c |7 — 7 |

Wir priifen nach, ob die Darstellungen (6.65) und (6.66) die Lorenz-Eichung (6.41) erfiillen:

Es ist
divA=V,-4 = /dSJ/dt v D1<rr tt))j( t’)
- —/d?’“(/dt v Dl(rr tt))g(r t) .
Integrieren wir diese Gleichung partiell, so ergibt sich mit D; = 0 fiir |F — 7 | — oo, dass
div A = i/d?’#/dt’ Dy (F,F(,t,t/) (ﬁ/ j( t)) (6.67)
i/di‘*#/dt/ (atpl (f,#,t,t))p( ,t)
- —i/d?’f‘/dt’ (8t/D1 (F,F(,t, ) p(#,t’) .

Integrieren wir diese Gleichung partiell, so ergibt sich mit D; = 0 fiir | — 7 | — oo, dass

%at@ - i/d%?‘/dt’ Dy (F,#,t,t’) (Bt/p (f’,t’)) . (6.69)

1
Ebenso ist -0y
c

(6.68)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung
Die Summe von Gleichungen (6.67) und (6.69) ergibt dann
1 1 / / — -
divA+8t<I>:/d3F(/dt Dy (F,#,t,t) [vr, -j—|—(9t/p] —0
c
aufgrund der Ladungserhaltungsgleichung (5.18). Q.E.D.

6.2.2 Viererpotential einer bewegten Punktladung

Wir bestimmen die Potentiale des elektromagnetischen Felds, das von einer sich auf der
Bahnkurve © = 74(t) mit der Geschwindigkeit Uy(t) = dry(t)/dt bewegenden Ladung @
hervorgerufen wird. Die Ladungsdichte und Stromdichte sind dann durch

(
(

) = Q87— (1)) (6.70)
t) = Qup(t)d (" —1o(t)) (6.71)

AN
3

und

gegeben.
GemaB Gleichung (6.65) erhalten wir fiir das skalare Potential

O (7t) = /di”/dt = rJ fo(t’))(s £ |-t

;1 ‘ i
_ o ) 72
Q/dt =] - (6.72)

Mit der Abkiirzung

F(t)=t -t :
(¥) +— (6.73)
gilt gemaB Gleichung (2.130)
, (t/ - 3)
)

mit den s Nullstellen F'(s) = 0. Offensichtlich ist

aF | 1R (¥)

dt’ c dt'
mit R = |R(t)|, R(t') = 7 — 7(t'), so dass

dt’ c dt' '
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6.2 Inhomogene Wellengleichung

Damit erhalten wir fiir Gleichung (6.72)

(" =) (6.75)

mit dem Einheitsvektor

ﬁERG)sz?G). (6.76)
R({') 7= (t)]
Fiir das skalare Potential (6.75) folgt
, 4] (t/ —s
d(Ft) = QZ/dt —
s R(t) [1 - ]
, ) (t, — s)
=Q2/ﬁ e
- R() - R(t Cvo(t)
= Z Cg / ’ |t =s,F(s)=0
) HR
Nach (6.73) ergibt sich die Nullstelle von F'(s) =0 zu
R(t
s = t =t— <c ) ,
. Q
so dass o (7, t) = I T "o (6.77)
R(tl) . R(t )-Cvo(t ) t/:t—@

Die GréBen auf der rechten Seite dieser Gleichung miissen zur retardierten Zeit ¢ = ¢ —
R(t")/c genommen werden.
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Analog findet man fiir das Vektorpotential

— | R(¥) - (6.78)
R(t) )To(t) t’:t—#

Cc

Lo Q g ( t
A1) = . g(t,

Die Gleichungen (6.77) und (6.78) bezeichnet man als Lienard- Wiechert-Potentiale.

6.2.3 Elektrische Feldstarke einer bewegten Punktladung

Die elektrische und magnetische Feldstirke einer bewegten Punktladung ergibt sich aus den
Lienard-Wiechert-Potentialen gemaB

— 1 ag — —

E:—Ea—grad(b, B=rot A.
Wir benutzen nicht die ausintegrierten Potentiale (6.77) und (6.78), sondern Gleichung
(6.72):

d(Ft) = Q/dt' -
|7 =70 (1))
i (t')cs <t' - [t— - °C<t> D
und analog ff(f',t) = Q/dt/ R S .
c |7 — 7o ()]

Mit

vr 7= 7o (0]
Aly L
— _R3((tt/))5 t — t—‘r Z<t)
+R§t,)5/ O P 42 (t) %ﬁR (t) :
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6.2 Inhomogene Wellengleichung

wobei ¢ die Ableitung der §-Funktion nach ihrem Argument bezeichnet. Mit

V,R (t') — v, [(F— - (t/»?] VT ? (t') B ﬁ({)

[F=ro @) R(t)

folgt fiir

grad @ (¥,t) = Q/dt/ (i;(i%é (tl — |:t _E
A )

Nun ist

WD = Ma(ﬂ-w?)

_ L o, ( R
~ or(Y) Ot c
ot’
= L 05(r—1+ B
k(7L ) ot c
8F(t>
BT :1—n~v0(t)

wobei K (fj, t/>

Es folgt fiir Beziehung (6.79)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Wir integrieren das zweite Integral partiell und erhalten

grad @ (7,t) = —Q dt’a(t’[tw
ﬁ(t’) 1 8 ( ( ) )]
W+ ot R2(t) k (7,t)

QR (t , 7 — 7 (¢ =
cR?(t’>£<2',t'>5 (t i {twm ’

so dass mit dem Einheitsvektor (6.76) folgt

grad @ (7, t) = Q/dt5<t|:t<t/)

<\ * oo (memee )| (6:50)

=L

+

Ebenso berechnen wir

%A’(m) = Cf/dt’ b} (t' t+R<Ct>) ;t, (/<a(7i()tR(t)) : (6.81)
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6.2 Inhomogene Wellengleichung

Mit Gleichungen (6.80) und (6.81) folgt

o LA gy _ f ﬁd( +RG)>£(%$Q)

c

vofars (v W) [ 022 (5)
e fors(re M) [ G e )
o[ ()] (=)

und der Nullstelle s =t — (R/c) ergibt sich
E = Q/dt t _S ﬁ 1o /1 (.
B rear \ir\" T ¢
— i + li 1 1 — @
k| cot \kR\"" " ¢ /
o Q[n 10 /1 = To
= [ oo . " (6.82)

wobei der Index ret die Berechnung zur retardierten Zeit t' =t — R(t ) /c kennzeichnet, und
zur Erinnerung

/ _"_» E — /
jt):l— : 7=, R:*—*(t).
/<;<7" 7 7 ¥ — 70

Mit

Nun ist
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

und Gleichung (6.82) wird zu
3} Ol 107 10 i
E = x|,y 9n 29 %
|k| | R? + cot' kR ¢t ckR|,,,
Qi 1oi 5o 10
|| [R?  ¢cROt'"  c¢Ot' kR ¢t ¢ckR],,
orim 1 ... . 7001 10 b

- e -l Dt L (es)

Aus k =1—1-9y/c folgt ck = ¢ — 7i - Uy, so dass
i n CcK n .o
R Rien o2 CTT00) -
Fiir die ersten beide Terme in der eckigen Klammer von Gleichung (6.83) ergibt sich dann

7 1 R 1 L

—

ﬁ‘i‘ﬁ[ﬁ(ﬁ'vo)—ﬁo] = ﬁ[cn—n(n-ﬁo)—kﬁ(ﬁ-ﬁo)—ﬁo]
_ L
- kR "
Fiir Gleichung (6.83) folgt dann
F . Q|iZe o1 10 &
|kl | wR? cOt' kR c Ot ckR
g t
oder mit g = 2, (6.84)
c
q Q|li—-F @o /1 1 0~ A0 /[1
E = % LS (R I S S
dass |k| | KR? Tear \nR ckR Ot c ot \ kR ,
_Q|i-f i-Fo (1N _ 7
|k | kR? T ot \ kR ckR . (6:85)
Mit k = 1 — 71 - ¥/ c erhalten wir fiir
10 10 R_
cor 1) = gp (m- )
10 L w2 Ry
= = — () —
dﬁ< (7o (1) - )
_\ECw) 1 oF R
¢ R 270" ot c?
. _TL ’170 ﬁ_R-ﬁo
B c c? c?
= 52_5.5_577.5
c
(6.86)
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6.2 Inhomogene Wellengleichung

10 1 1 0
so dass e </<5R> = T amar (kR)
o 1 2 - = R_, >
= o [ﬁ - - L ﬁ] . (6.87)
AuBerdem ist . . .
- 7 k(O-p 1-n-8) (-7
kR? K2R2 Kk2R2

Das Einsetzen von Gleichung (6.87) und (6.88) ergibt fiir Gleichung (6.85) mit x > 0

P % A—j ﬁ.ﬁ(ﬁ—ﬁ) ﬁ—ﬁ<ﬁ2ﬁ.5}2 .;> ki

K2R? K2R2 K2R?
L ret

o[G-A0-m (-9(0)

k2 R2 ck?R ckR
L ret
7—G) (1- 32 - E =
R [

ret

Der zweite Term in Gleichung (6.89) lasst sich mit k = 1 — - 3 umformen unter Ausnutzung
von
e[ <A] = (-9 (a9
9] = ()

1] = (3-7) (5:7) -

und es folgt letztendlich

@AM ara -
F=e PR T e LzR < |(7-5) XﬁHm ’ (6.90)
ret
wobei Kk = 1—i-0, ﬁz%a
R = 7—r, ﬁzﬁo/c, ret : tl:t—<lj> .

Das elektrische Feld (6.90) setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: der erste Nahfeld-Term
ist beschleunigungsunabhingig, invers proportional zum Quadrat des Abstands (o< R~2) und
kann daher fiir groBe Abstande vernachlassigt werden; der zweite Fernfeld-Term ist beschleu-
nigungsabhingig, invers proportional zum Abstand (< R~!) und dominiert das elektrische
Feld daher bei groBen Abstidnden. Man erkennt, dass der Fernfeld-Anteil, oder auch Strah-
lungsanteil genannt, senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung 77 steht.
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

6.2.4 Magnetische Feldstdrke einer bewegten Punktladung

Zur Berechnung der magnetischen Induktion B=rot A bendtigen wir zwei Hilfsformeln.

Hilfsformel 1:
oo __ R __R__ (6.91)
O R-R- ™ R-R-f
Beweis: mit R(t) = c(t —t') folgt
or _ [e(1-%)
ot ot oR
ot o’
Das Gleichsetzen der beiden Ausdriicke liefert
ot ot ot ’
so dass c+ 8—R a—t, = c
ot ) ot
oder ot' B c c B c
o AR — oR2 5 OB’
ot ctor  Ctamyr ot RR-5F
N2
weil mit R = (R)
OR? L OR
= 2R
ot ot
Mit
OR O [ (. L/
o = ar T ()] =-w ()
ot c cR R
folgt — = TS — = — = —,
ot c—%R-% () cR—cR-B R-R-f
die Behauptung Q.E.D.
Hilfsformel 2:
o R
Vit = ——— . (6.92)
c (R “R. ﬂ)
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6.2 Inhomogene Wellengleichung

Beweis: mit
t = t—R(Ct/>:t— F_qz(t) :t—% (7 — 7 ()
folgt Vit = 0— %ﬁTR (t,) _ _% <7" — T (t 32 (_: (;)V);FO (t >>
oL om(t) L
= ,é R—-R at(’>v7"t

oder nach Umstellen

1—}25 Vit = —5__{,
- R R
so dass V.t = —W = —W

Q.E.D.
Wir berechnen das Magnetfeld mit Hilfe von

Nun ist

(6.93)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Dieses Ergebnis setzen wir in Gleichung (6.93) ein und erhalten unter nochmaliger Verwen-
dung von Hilfsformel 2

Lo A ,
B:(Vrt)x <8t> Z—WRX

Wegen RxR=0 ergibt der zweite Term keinen Beitrag und wir erhalten

R-R-3 -~ Ro®
= PR+ 22T
R T Ror

B==xE=ixE, (6.94)

| =

d.h. elektrisches und magnetisches Feld stehen senkrecht aufeinander. Zusatzlich steht B
senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung 7i.
Mit dem Ergebnis (6.94) erhalten wir fiir den Poynting-Vektor (5.55) des Energiestroms

C

5:4W[Ex§]:i[ﬁx(ﬁxﬁ)}:i[EQ*—E(E-ﬁ)} . (6.95)

47 4

Speziell fiir den Fernfeld-Anteil oder Strahlungs-Anteil mit Eg L7 erfolgt der Energie-
transport in Ausbreitungsrichtung:

- E2
Sy = CZTST“"ﬁ . (6.96)

Gleichung (6.96) ergibt den Energiestrom pro Zeiteinheit und Flacheneinheit in Richtung
ii. Daraus berechnet sich die abgestrahlte Intensitdt pro Raumwinkelelement (df2) einer
bewegten Punktladung am Beobachtungsort durch

dt 2
dl = —§-da, 6.97
prR (6.97)

wobei do = |do]ii das Kugeloberflichenelement mit der Fliche |do] = R?dS) kennzeichnet.
Mit Hilfsformel 1 in der Form

o R-R-3 -
R —1-7-F=
ot R np=k
und Gleichung (6.96) folgt
a _ < pepe (6.98)
dQ - 4 K str .
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6.3 Energieabstrahlung einer bewegten Punktladung

6.3 Energieabstrahlung einer bewegten Punktladung

Setzen wir den Strahlungsanteil des elektrischen Felds (6.90) in Gleichung (6.98) ein, so
erhalten wir

o= e [T [(7-) <))

dQ) 4 2 | k3R
_ 5;,{15 it x [ (- 7) ><5H2 . (6.99)
Mit N - ;
(598 5-9) 6-) -5 5-7)
folgt

also

a_o| O 2@NED) @ o

aQ ~ dre (1_5%) (1_5,ﬁ>4 _72(1_5,77)5

mit dem Lorentz-Faktor der Punktladung v = (1 — 52)~1/2.

Fiir relativistische Teilchen ist 3 ~ 1 und v > 1. Aufgrund der hohen negativen Potenzen
des Faktors 1 — (- 7 tritt das Maximum der abgestrahlten Intensitdt in Richtungen auf, bei
denen 1 — 5 7 klein ist.

Mit ﬁ 77 = [ cosp folgt fiir kleine Winkel ¢ < 1

1

2
1— w‘izl—ﬁcomﬁ:l—ﬂ(l—g)zl—ﬁ—i—ng.
Mit
1

1
= 1——~1-—
6 ,},2 2,.}/2
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

erhalten wir dann

1

z 1 11

Fiir die Intensitat (6.100) ergibt sich

o] 20 A
dQ)  4me (,%2+1ZJ2>3 (’y%+771)2)4 72<712+¢2>5

Fiir Winkel ¢ < 1/ sind die Nenner klein und konstant, weil y~2 4 %2 ~ v~2. Fiir Winkel
1 > 1/~ werden die Nenner /2 groB. Es ergibt sich, dass der Hauptteil der Strahlung eines

relativistischen Teilchens in einen Winkel der GréBenordnung (1/7) in Bewegungrichtung
abgestrahlt wird (siehe Abbildung 6.9).

(6.101)

gl

1
Y

Abbildung 6.9: Abstrahlung eines relativistischen Teilchens

6.3.1 Larmor-Formel

Wir untersuchen jetzt die Abstrahlung einer nichtrelativistischen beschleunigten Ladung. Mit
|B] = v/ec < 1ist in Gleichung (6.99) || < |7i| = 1, so dass

% = 47?;5 i x [ 5]}2 : (6.102)

AuBerdem ist kK = 1 —ﬁ'ﬁz 1.
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6.3 Energieabstrahlung einer bewegten Punktladung

ﬁ(ﬁﬁ) _ (@) = Beosbii — 73,

so dass [ﬁ X <ﬁ X 5)}2 - [Bcoseﬁ— 5}2 - (5)2cos2e — 2fcos b7 - [ + <B>2
= (5’)2 [cos? 0 — 2cos?0 + 1] = (B)zsinQG .

Wir erhalten dann fiir Gleichung (6.102)

3

X

S

. X
T

Il

2 2
jé ﬁc (ﬁ) sin? 6 = 467203 (0)? sin® (6.103)
mit der charakteristischen sin? #-Abhzngigkeit.

Durch Integration iiber alle Raumwinkel d€) = sin 8dfd¢ = dud¢p mit p = cos 0 folgt fiir die
totale abgestrahlte Leistung

B 2w dI 27TQ2 1 )
Flor = / d¢/ P an = amer O /_1d“ (L=n) s

2(
also Py = ;Q Eat (6.104)
Gleichung (6.104) wird als Larmor-Formel bezeichnet.
Die abgeleiteten Gleichungen (6.90) und (6.94) fiir das elektrische und magnetische Feld ei-
ner bewegten Punktladung bilden auch den Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Synchro-
tronstrahlung, d.i. die Strahlung eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnetfeld:
dazu muss die entsprechende Bahngleichung eines geladenen Teilchens im homogenen Feld

70(t) in die Gleichungen (6.90) und (6.94) eingesetzt werden.

6.3.2 Bremsstrahlung

Bei der Bremsstrahlung wird das geladene Teilchen in Bewegungsrichtung abgebremst. Daher
ist 3 parallel zu 3 und deshalb 3 x § = 0. GemiB Gleichung (6.99) folgt

B = o [ [ = s [7(5-8) -]
2 : 2 .
= 47?&%5 [ﬂ cos 011 — B}Q = 45@{5 [(5)2 (1 — cos? (9)}
= 47?615 (5)2511120 .
Mit k =1 —ﬁ-g: 1 — B cosB erhalten wir
dI Q2 (ﬁ) sin? 0
rems ~ Ame (1~ Geost)’
N N
_ ¢ () 1o ¢ () i) (6.105)

4re (1— @@5 4re
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

mit der Winkelabhangigkeit
1— p?
(1B’

Das Extremum (Maximum) der Abstrahlung tritt bei © = pp auf, wobei pg durch

di(p)
dp

i) =

luw =0 (6.106)

bestimmt ist. Fiir die erste Ableitung gilt

dgﬁ) - (1—16/010 (1= B (=21) = (1= #2) 5(1 = B)* (=)
B # B _ B B 568 —2u — 3/8,U2
= T (58 (1 — p?) —2p (1 - Bp)] = 0 G

Gleichung (6.106) fiihrt dann auf die quadratische Bestimmungsgleichung
56 — 2up — 3ul =0

mit den beiden Lésungen

1 1
—+ I+ 1502 — —
HE1,E? 35 + 1543 35

von denen allerdings nur eine sinnvoll (weil |ug| < 1) ist:

fip = 08 Ormaw = 315 [\/1 1532 — 1} . (6.107)

Durch Berechnung der zweiten Ableitung di(u)/du?|,,, < 0 zeigt man, dass up tatsichlich
einem Maximum entspricht.
Fiir nichtrelativistische Teilchen mit 5 < 1 reduziert sich Gleichung (6.107) auf

11582 53
~ —_— 1
HE=3572 g Sh

so dass Opax >~ 7/2. Ein nichtrelativistisches Teilchen emittiert seine Bremsstrahlung vor-
wiegend senkrecht zur Bewegungsrichtung!
Fiir relativistische Teilchen mit 5 ~ 1 approximieren wir Gleichung (6.107) durch

ME:?;[\/1+15—1}—1,

so dass @4, =~ 0. Die Bremsstrahlung relativistischer Teilchen erfolgt vorwiegend in Bewe-
gungsrichtung! Dieses Ergebnis ist konsistent mit unserer obigen Diskussion nach Gleichung
(6.101).
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6.4 Der Hertzsche Dipol

6.3.3 Kreisbewegung

Dieser Fall ist wichtig fiir die Abstrahlung von geladenen Teilchen in Beschleunigern mit

Speicherring. Hier gilt BL 5 d. h. ﬁ 5: 0. Dann verschwindet der 2. Term in Gleichung
(6.100), so dass

Mit 6 = £(3,7), also -7 = Bcos O, und o = Z(§,7), also - i = 3 cos a, folgt

N 2
dar Q? (5) - (1—?) cos® (6.108)
A 4re (1 —Bcosh)? (1—fBcosh)® | '

6.4 Der Hertzsche Dipol

Wir betrachten jetzt die Anwendung der Lienard-Wiechert-Potentiale, die zuerst von Heinrich
Hertz untersucht wurde: einen schwingenden elektrischen Dipol mit dem Dipolmoment p'=
p(t) (siehe Abbildung 6.10).

_qIT%

Abbildung 6.10: Zum Hertzschen Dipol

7 bezeichnet den konstanten Ortsvektor vom Dipol zum Beobachter im Punkt P, 6 sei der
Winkel zwischen der Schwingungsachse und dem Ortsvektor.
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Der Dipol wird aus einem Paar von Punktladungen mit den Ladungen +e gebildet, die einen
momentanen Abstand 7y = 7(t) voneinander haben. Deshalb ist

Quy(t) = _e®) <_F°(t)> = —ei(t) = plt)

2 2

Der Vektor 7(t)/2 zeigt vom Urprung zur negativen Ladung, so dass das Dipolmoment
pt) = —erp(t) ist.
Wir starten mit den Lienard-Wiechert-Potentialen (6.77) und (6.78):

. Q
cI)(r,t) - R(t/) B R’(t/)jo(t/) t’:t_R(ct/) )
S Q Uo t/)
A = ) RO |, )

Wir definieren die Abstandsvektoren zwischen dem Beobachtungspunkt P und der negativen
bzw. der positiven Ladung,

Ny () N py )
3 t):*— , 7 (t):* : 6.109
7 < 7 5 Ty 7+ 5 ( )
und erhalten damit
—e
’ L= oy () |y, = ()]
()] - () - G e
e
n , (6.110)
Ly (CRo(t) [, I (]
7 () = 7 (¢) - S e g
ﬂ G0
A(rt) = £ . /
’ — / — / g t/ ! __ |T_(t )‘
()] = () - g =
e _q(’(t))
- c 2 : (6.111)
g -y t r_ |T+(t )|
e ()] - 7 (¢) - D e
Fiir groBe Abstiande r > 7y sind die Naherungen
/ 7o (t)
T4 (t ) =7+ 5 ~ 7
gut erfiillt, so dass die retardierten Zeiten t ~t — r/c in allen Termen gleich sind.
Bei einer harmonischen Schwingung der Frequenz w gilt als Abschatzung
v 27,,ma:r Tmamw 2rmax
2 = ;C - Om - OA , (6.112)
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6.4 Der Hertzsche Dipol

Machen wir die zusatzliche Annahme langer Wellenlangen der Schwingungsbewegung A\ >
", so ist nach der Abschatzung (6.112) v/c < 1 vernachldssigbar klein. Deshalb ver-
nachlissigen wir Terme der GroBenordnung (v/c)? bei der Entwicklung der Nenner der Glei-
chungen (6.110) und (6.111). Fiir das Vektorpotential (6.111) erhalten wir dann

; B () ()
A(rFt) ~ — -
217 t'=t—L 2|7 t'=t—=
iy (t) 7 t’) Y
_ - _Plt=%) (6.113)
&/ cr |y cr
Nach der Lorenz-Eichung ist
10d .
—— +divA=
oot + div 0,
so dass aus Gleichung (6.113) folgt
. p(t—=
9 _ ¢ div A = —div (p(c)> .
ot r
Weil r zeitunabhangig ist, erhalten wir
L1 . L [p—t
@——V-/dtﬁ(t—r)——v- p(c)] . (6.114)
r c r
Mit div (f@) = (grad f) - @+ fdiv @ folgt
. pi-t -1 1=
. p<)] _ <v) e L[e (=)
r r r c
a9 er(e-0)
Y plt—=)1 . 6.115
r3 + r VP c ( )
Im Sinn einer Fourier-Transformation ist
. r . r
p(t—7> = /dwpwexp<—zw (t—7>>
c c
= /dw D €XP (z (E T — wt)) (6.116)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

mit w = kc und kr = k - 7. Dann gilt

op(t—1)

o e = /dw (—w) P exp <z (E-F’—wt)) ,
rotﬁ(t—g) = /dwz(EXﬁw>exp(z(E-F—wt>>
= zfx/dw kp,, exp (z (E-f’—wt))
und divﬁ(t—%) = /dwz(lgg‘ﬁw> exp (1 (E-F—wt))
= zf'/dw kp., exp (z (Eﬁ’—wt))

Setzen wir in die beiden letzten Gleichungen k = w/c ein, erhalten wir fiir die sogenannten
retardierten Ableitungen

| r v . >
rotp(t—f) = —-— x/dwwpwexp (2 (krr—wt))
c cr

= —égxﬁ(t—£> (6.117)
und divﬁ(t—%) = if-/dwwﬁwexp(z<E-F—wt))
- —%?ﬁ(t—g) , (6.118)

Die Verwendung der letzten Beziehung (6.118) liefert fiir Gleichung (6.115)

- |p(t—=C N 1 )
s [p()] S T
r T cr c
und damit fiir das Potential (6.114)

p-r T

P="gt (6.119)
Die direkte Berechnung des Potentials ¢ aus Gleichung (6.110) ware schwieriger, weil der
erste Entwicklungsterm in (v/c) verschwindet.
Gleichung (6.119) besteht aus zwei Anteilen: der erste Term (oc r~!) folgt aus der Retardie-
rung und kann in der Nahzone (r < \) gegeniiber dem zweiten Term (o 7~2) vernachlissigt
werden. Dieser zweite Term ergibt dann das bekannte (siehe Kap. 3.9.4) statische Diplomo-
ment (- 7/73).
Bei groBen Entfernungen (r > \) iiberwiegt der Retardierungsanteil
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6.4 Der Hertzsche Dipol

Im allgemeinen Fall ergibt das Einsetzen des Potentials (6.113) in die Gleichung (5.20) fiir
das Magnetfeld

e i (0] < G [ )] -5 <% ()

1 . ;(t r)+ 1 ;(t ’I“)X_,
= —_——T —_ = — - — T
2z’ 7P c st c ’
wobei wir im letzten Schritt Gleichung (6.117) verwandt haben. Wir erhalten also
PXF  PXTF

B = (6.120)

c2r? cr3
GemaB Gleichung (5.22) erhalten wir fiir das elektrische Feld durch Einsetzen der Potentiale
(6.113) und (6.119)

Wir benutzen

5.7 1 ) .
und grad (i;) = T—Qgrad (_'-F> + (ﬁ-f’) grad (r_z)
1 R 2 /5 N\
= T—Qgrad( r)——4<p-r>r,
so dass E = ~ 3 T—5(p r)r+c4<p r)r
1 B, 1 .
—CTQgrad (p-r> — T—3grad (p-7) . (6.121)

Die Anwendung von Gleichung (2.58),
grad (6-5) =a X (ﬁxg) +bx (ﬁxc}) + (6-6)54— (5-6)&’,

ergibt
grad (5-7) = px (6xf) 47X (6@) n (ﬁ ﬁ)ﬂ (F 6)]3
= g+7x (Vxp) + (7 9) 7, (6.122)
weil V x 7= 0 und
T P
(ﬁ' 6) 7= (PO + 00y +0:0.) |y | = |py | =0
z -
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Zur Berechnung des letzten Terms verwenden wir die Fourier-Transformation (6.116), so

dass
(F-ﬁ)ﬁ = (F-ﬁ)/dwﬁwexpé( -F—wt)

Wir erhalten fiir Gleichung (6.122)
" N = e I -
grad (p-7) =p+7X (pr) ——(F-7P)p.
Den zweiten Term dieser Beziehung formen wir mit Gleichung (6.117) um zu

= 1 . 1 . .
P (958) = dx (7x8) =L () - w0
rc rc
so dass folgt
1 .
grad (5-7) = j— — (F-ﬁ) 7.

Mit analoger Rechnung erhalten wir

LR R S
grad <p~r>:p——(r-p>r.

= D Lo 2 (NS P LN
E -+ = —( T)r—— —( 1")7“
c2r -7+ crt p 73 + crt p
P R
o7t (07)7

und nach Ordnen

N B 3;H(ﬁ-f)7? 3 . .. 7
Po_P _ 7< ) AN R Y e A 6.123
c2r cr2+cr4 per)r c T ( )

Im Nahfeld » < X\ sind nach Gleichungen (6.120) und (6.123) die retardierten Terme fiir
das elektrische Feld vernachlassigbar klein und es gilt

En ~

(7 7) 7 — %, By ~ (6.124)

3
5
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6.4 Der Hertzsche Dipol

Das elektrische Feld entspricht dem statischen Dipolanteil (3.103).
Im Fernfeld r > X\ vernachlassigen wir Terme mit hohen Potenzen von r im Nenner und

erhalten
> P @-Rr_ 1 (5x7) x7
- T 2. = 53 \PX X 6.125
F c2r c2r3 c2r3 Ty ( )
() xr = o (5) =[5 ()
= —T‘Qﬁ—f— (ﬁ 77) 77,
= P
d B 6.126
un = 3 ( )
An den Beziehungen (6.125) und (6.126) erkennt man direkt, dass
= = i
Ep = Bp x —, (6.127)
-
woraus folgt
T Br="x <§FXT> _ <T'T>J§F—(§F-T>T: i
r r r ror r)r
weil EF 1 7, so dass
Br=—Eprx’. (6.128)
r

Es folgt, dass in der Fernzone EF und EF den gleichen Betrag haben und senkrecht aufein-

ander stehen, d.h. sie laufen als Kugelwelle nach auBen.
Fiir den Poynting-Vektor in der Fernzone erhalten wir mit Gleichung (6.127)

§F = —EFxéin |:<§FXT) XEF:|
47 T
c 3 = T\ T c i
= — |B:2——|Bp--)-|=—B%-
47 { Fy < F ) r} 4r Ey
weil By L 7. Setzen wir Gleichung (6.126) ein, so folgt
. 2 . 2
L (FxA) e (Fxr) R
G = = - 6.129
E™4r oty 4gcdrd ( )
Mit ) )
(ﬁ’x F) = ’ﬁ’ r?sin? 0
ergibt sich die in Abbildung 6.11 gezeigte Strahlungscharakteristik im Fernfeld
P
NI
S| = Tnos,2 Sin 0. (6.130)
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6 Elektromagnetische Wellen und Strahlung

Abbildung 6.11: Abstrahlung de

In Richtung der Dipolschwingungsachse (6 = 0) erfolgt keine Abstrahlung. Die Abstrahlung
ist maximal senkrecht zur Dipolschwingungsachse (0 = 7/2). Abstrahlung erfolgt nur, wenn
eine Beschleunigung 7 o« 7 vorliegt. Der Energiestrom (6.129) flieBt in radiale Richtung und
fallt mit wachsendem Abstand proportional zu oc r~
iteinheit berechnet sich aus dem Betrag
lere Energie der Strahlung, die der Dipol
erfliche einer Kugel mit dem Radius R

Der Gesamtbetrag der abgestrahlten Energie pro Ze
des Poynting-Vektors (6.130) des Fernfelds. Die mitt
wahrend einer Schwingungsperiode T" durch die Ob

abstrahlt, ist
- | @ dQ‘ ‘
E T/o / Sr| R

1 T 27 ™
= / dt/ dqb/ df sin 0
T Jo 0 0

s Dipols im Fernfeld

2 ab.

()

2
4dme3 R? i

sin® 0

KA R
- 3023T/0 dt (’3 (“%))2 '

Fiir monochromatische Abstrahlung bei der Frequenz w ist p(t) = pgsinw (t — %) so dass

P(t) = —pow? sin (w (
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6.4 Der Hertzsche Dipol

und wir erhalten
2 4

2pgw T . 9 r pgw4
£ 33T /0 S A c 3c3

[l (s(e-1)) =1

s p3w4 _ 1674 p% _ 1671'4@
3c3 3 3T 3 A
Wendet man diese Formel auf atomare Dipole an, so erkennt man, dass Licht bei kurzen
Wellenlangen starker gestreut wird als bei langen Wellenlangen. Dabei nutzt man, dass der
Dipol so absorbiert wie er emittiert. Dieser Befund erklart die blaue Frabe des Himmels, weil
die blaue (kurzwellige) Komponente des Sonnenlichts am starksten durch die Dipole in der
Erdatmosphare gestreut wird.
Der Ausdruck fiir den Poynting-Vektor in der Nahzone ist weit komplizierter. Mit Glei-
chungen (6.124) gilt

weil mit w = 27/T

Es gilt also

x A7 (6.131)

Sv = CEyxBy=C [W_g] ) [ﬁ;f]
_ 4;8 3@ 77— x [x7]
4;8 [S(ﬁ-F)Fx (ﬁx F) 25 x (*x 7 }
= G PN [ (7 9) 7] -2 [ pi - (5-7) )
-l el () -0 )]

Mit p'- ¥ = prcos#, ﬁ-szrcosﬁ folgt

. 1 .
Sy = [2pr3ﬁcos 0+ [rzpp — 3ppr? cos? 9] F]
48
1 ., . 2,71 =
= s [Zprp cost + pp [1 — 3cos 9] r] . (6.132)
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7 Kovariante Formulierung der
Maxwell-Theorie

Als Grundlage der speziellen Relativitdtstheorie (siehe Kap. 7 Mechanik-Skript) stellte Ein-
stein zwei Postulate auf:

| In allen gleichformig gegeneinander bewegten Systemen gelten die gleichen Naturge-
setze.

Il Die Geschwindigkeit des Lichts hat in allen gleichférmig gegeneinander bewegten Sys-
temen den gleichen Betrag, unabhangig von der Geschwindigkeit der Quelle relativ zum
Beobachter.

Postulat | heiBt, dass wir die Naturgesetze kovariant formulieren miissen.
Aus Postulat Il folgt, dass der Ubergang zwischen zwei Systemen durch die Lorentztransfor-
mation beschrieben wird.

7.1 Die Lorentz-Transformation

Man denke sich zwei Bezugssysteme K und K, die sich in z-Richtung mit einer konstanten
Relativgeschwindigkeit V zueinander bewegen. Aufgrund der Isotropie des Raums ist keine
Richtung besonders ausgezeichnet, so dass wir die z-Achse parallel zu vV = ﬁc wahlen
konnen.

Wie in der Mechanik-Vorlesung gezeigt, gilt fiir die Lorentz- Transformation

) -0
()00

Im Grenzfall 3 < 1 folgt sofort mit v ~ 1+ (3?/2) ~ 1 aus Gleichung (7.1) die Galilei-
Transformation 2’ ~ x — Vt und ' ~ ¢.

Fiir manche Anwendungen ist es niitzlich, die Transformationsformeln auch fiir den allgemei-
nen Fall, dass die Relativgeschwindigkeit V nicht in Richtung der z-Achse zeigt, zu kennen.
Man erhalt diese, indem man den Ortsvektor

7= _]|+ ¥ (7.3)
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

in einen Anteil 7 || V und 7| L V aufspaltet. Aus Gleichungen (7.1) folgt dann

. 17
Weil aber
<r-v)v
T V2 ) L=T=7)

(7 V)V (7-v) v
= 7= Ve + Ve -Vt
I e A
= L (P V) V = (7.5)
7 FV)V —
: 7. 2
und t = 7 tCQVQ)'y<tTCQV> (7.6)

als allgemeine Transformationsgleichungen.
Wir betrachten zunichst die Invarianz der skalaren Wellengleichung (6.7)

1 02

=2 _
Ved — 72@@ =0 (7.7)
bei Lorentz-Transformation. Es gilt fiir die partiellen Ableitungen
9 _ w9 oo 9 Vyo
ox ~ oOror  ozot  'or 2ot
9 8m/3+6t/8_7vi+ Kl
ot — ot ox' ' ot ot Yo " Vot
9 _ 90 9_0
oy oy’ 0z 07
Damit folgt
0? 0? 0? 0?
o oy 022~ 972
o _ (0 _VyoN( 8 Vyd
02~ Voo 2ot )\Toa @ ot
_ 9 82 N V272 82 B V'72 02
7 o ct ot? c2 ox'ot
0? 0 0 0 0
und o <8t Vg )( Yot V’Va )
2 a 82
— 2 2.2
= T PV g
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7.2 Minkowski-Raum

Mit den beiden letzten Ergebnissen folgt

PR e Ve
0x? 2 0t2 7 822 ct ot'?
B V'YQ 62 ,72 62 B VZ,Y2 82 2,72‘/ 82

2 9ot 2 ot? 2 0x'? 2 0x'ot
— ,72 1_V72 8724_ V72_1 l282:a2 _iaz_
c? ) 9x'? c? c2ot2 92’2 2ot?
Damit ist die Forminvarianz der skalaren Wellengleichung bei Lorentz-Transformation bewie-
sen.

7.2 Minkowski-Raum

Die Priifung physikalischer Gesetze auf Kovarianz, d.h. auf Forminvarianz gegeniiber der
Lorentz-Transformation, wird sehr erleichtert, wenn man formal eine vierte Koordinate ct
einfiihrt. Der Minkowski-Raum (auch als Welt-Raum bezeichnet) besteht dann aus den
drei Dimensionen des gewohnlichen Ortsraums und einer vierten Dimension, die proportional
zur Zeit t ist.

Ein Punkt in diesem vierdimensionalen Raum erhilt dann eine Darstellung in

kontravarianten Komponenten: (mo, z!, 1:2,:53) = (ct,z,y,2) (7.8)
und eine Darstellung in
kovarianten Komponenten: (zg, z1, x2, x3) = (ct, —x, —y, —2), (7.9)

die durch Stellung der Indizes unterschieden werden. Ein Vektor im Minkowski-Raum mit
griechischen Indizes erhilt die Bezeichnung

(I’u) = (.1707(171,1’2,333)7 (-T'u) = ($0,$1,$2,3§'3) .

Man verwendet die Einsteinsche Summenkonvention, dass in einem Produkt iiber gleiche
griechische Indizes automatisch iiber diese von 0 bis 3 summiert wird, d.h.

3
B E ’ I
.’EI_L.T = HJI_L.T .
n=0

Zwischen den kovarianten und kontravarianten Komponenten besteht die Beziehung

Y 1 0 0 0 xo
z! 0 -1 0 0 x

By — — = (g"v
z3 0o 0 0 -1 T3

Das Quadrat des Abstands im Minkowski-Raum wird definiert durch

%= Sxat (7.11)
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

GemiB Gleichung (7.10) gilt

= Ci2$ug/wxu ’
d.h g"¥ definiert den Abstand und wird daher metrischer Tensor oder einfach Metrik ge-
nannt.
Gehen wir jetzt auf infinitesimale Abstidnde iiber, so ist das Quadrat des Abstands von zwei
nahe benachbarten Ereignissen durch

1 1
(dr?) = 5 (dwy) (") = — [(dt)? — (dx)? — (dy)* — (d2)?] . (7.12)
Fiir ds = cdr = 0 ist ebenfalls auch ds' = c¢dr’ = 0 im relativ bewegten System erfiillt. Es
folgt, dass ds = ads, und weil weder das ruhende noch das bewegte System ausgezeichnet
sind, auch ds' = ads. Daher muss a2 = 1 oder @ = 1 sein und

ds = cdr = ds = cdr’ (7.13)

ist invariant unter Lorentz-Transformation.
Zur anschaulichen Bedeutung von Gleichung (7.11) bemerken wir, dass im Ursprung des
Koordinatensystems

1 1
2 Sat = [Pt — (2 =0)>— (y=0)? — ( = 0)?] = ¢* (7.14)

ist, d.h. 7 entspricht der systemeigenen Zeit (Figenzeit, Weltzeit).
Mit diesen Bezeichnungen gilt

= x;:c/“ (7.15)
und die Lorentztransformation lautet
z, = Az, (7.16)
vy =By 00
mit Au = 0 0 10 (7.17)
0 0 01

7.2.1 Vierer-Skalare, Vierer-Vektoren und Vierer-Tensoren

In Analogie zur Definition von Skalaren, Vektoren und Tensoren im dreidimensionalen Orts-
raum definieren wir einen Vierer-Vektor (oder einen Tensor 1. Ordnung) als eine Menge
von vier Komponenten, die sich gemaB Gleichung (7.16) transformieren, also das gleiche
Transformationsverhalten zeigen wie der Vierer-Ortsvektor (7.8).

Ebenso ist ein Vierer-Tensor 2. Ordnung eine GréBe mit 16 Komponenten, die sich gemaB

/

zﬂ@ﬁzmﬁnmw (7.18)

v

transformieren.
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7.3 Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

Ein Vierer-Skalar ist demnach ein Vierer-Tensor 0. Ordnung und ist invariant unter Lorentz-
Transformation, d.h.

s (xu) =S (z,) . (7.19)

Das Abstandselement (d7)? ist ein Vierer-Skalar.
GemaB dieser Definitionen bilden

. _ _V|=_—"—" =/H~

die kontravarianten Komponenten und

10 = 0

die kovarianten Komponenten eines Vierer-Vektors.

Wenn sich Vierer-Vektoren wie der Vierer-Ortsvektor transformieren, dessen Abstandselement
ein Vierer-Skalar ist, dann ist auch das Skalarprodukt eines beliebigen Vierer-Vektors @, =
(Qo, —Q1, —Q2, —Q3) mit sich selbst ebenfalls invariant unter Lorentztransformation, d.h.

Q% = QuQ" = Q% — QF — Q3 — Q3 = const. . (7.22)
Ebenfalls folgt fiir zwei Vierer-Vektoren @), und R, mit Gleichung (7.22)
(Qu+ R,)? = QuQ" +2Q,R" + R,R" = Q® + R* + 2Q,R" = const.

dass das Skalarprodukt
QuRt =Q,R" (7.23)

invariant ist.
Gelingt es, die physikalischen Gesetze mithilfe von Vierer-Tensoren gleicher Ordnung zu
formulieren, ist die Kovarianz besonders leicht zu erkennen.

7.3 Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

7.3.1 Vierer-Potential

Die Kontinuitatsgleichung

&)

%

Vj+==0
It o
schreiben wir in der Form

O, Oy, V- | Do

- =0. 7.24
or Oy 0z Oct ( )

Fihren wir die 4-fach induzierte GroBe
ja = (cpvjzyjyvjz) (725)
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

ein, schreibt sich Gleichung (7.24) mit der kovarianten Ableitung (7.21) als
9t =0. (7.26)

Nach dem Postulat | der speziellen Relativitatstheorie gilt die Beziehung (7.26) in allen
Inertialsystemen,

/

0" = 0uj" =0, (7.27)

d.h. 9,,j* ist ein Lorentzskalar. Weil gemaB Gleichung (7.21) 0, ein kovarianter Vierervektor
ist, ist dann die Viererstromdichte (7.25) ein kontravarianter Vierervektor mit dem Trans-
formationsverhalten (7.16), also

G = ARG (7.28)

Die Potentialgleichungen (5.36)—(5.37)

8214‘ - 47T—»

— —AA = —j 2
ot? ¢’ (7.29)
*®
mit der Lorenz-Eichung (5.35)
- - 10P
A+-—=0 7.31
VoA c ot ( )

legen es nahe, das Vierer-Potential
Al = (9, A;, Ay, Ay) (7.32)

einzufithren. Damit lassen sich mit Gleichung (7.25) die Gleichungen (7.29) und (7.30) in
einer Gleichung zusammenzufassen:

4
Ak = % 8 (7.33)
wobei der d'Alembert-Operator
L, 192
Nn=09a,0" = Er i A (7.34)

verwendet wurde. Man bezeichnet Gleichung (7.33) als kovariante Maxwellgleichungen fiir
die Potentiale.
Der d'Alembert-Operator (oder Quabla-Operator) ist ein Lorentzskalar, weil die Ableitungen
Oy und 0" kovariante bzw. kontravariante Vierer-Vektoren sind (vergl. Gleichungen (7.19)
und (7.20)). Weil j* ein kontravarianter Vierer-Vektor ist, muss nach Beziehung (7.33) auch
A" ein kontravarianter Vierer-Vektor sein. Damit ist 8NA“ ein Lorentzskalar, so dass die
Lorentz-Eichung (7.31) in der Form

0uAt =0 (7.35)

in jedem Inertialsystem gilt.
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7.3 Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

7.3.2 Kovariante Maxwellgleichungen und Feldstarketensor

Mit dem d'Alembert-Operator [1 = 9,,0" schreiben wir Beziehung (7.33)

4
8,0" Al = % I8 (7.36)

Aus der Lorenz-Eichung (7.35) 9, A” = 0 folgt
o"o,A” = 0,0rA” = 0.

Subtrahieren wir diese Gleichung von Gleichung (7.36), erhalten wir

B, (" AF —orAry — i
C
4
oder 8, F" = %j“, (7.37)

wobei wir den kontravarianten Feldstdrketensor einfiihren

0O -E, —E, —E.
E. 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E., -B, B, 0

FVi = Y AP — 9P AY = (7.38)

Weil die rechte Seite von Gleichung (7.37) und 0, kontravariante bzw. kovariante Vierer-
Vektoren sind, muss F“* ein kontravarianter Lorentztensor 2. Stufe sein.

Der Feldstarketensor (7.38) entspricht der Berechnung der elektrischen und magnetischen
Feldstarken aus den Potentialen durch

104
cot’

Aus der Definition (7.38) folgt sofort, dass F'¥# invariant unter der Eichtransformation

E:—gradq)— B=rot A.

AP s AF — Ol ) (7.39)

ist, wobei A\ eine beliebige skalare Funktion bezeichnet.
Der kovariante Feldstarketensor ergibt sich mit dem metrischen Tensor gemaB Gleichung
(7.10) zu

0 E, E, E,
-E, 0 —-B., By
-E, B, 0 -8B
-FE., -By, B, 0
Die inhomogenen Maxwellgleichungen lassen sich aus den kovarianten Maxwellgleichungen
(7.37) ableiten. Fiir 4 = 1 folgt mit j1 = cp

FCW] = gal/gn,LLFVM = (740)

4
A = grp=8,F"t = 9 F 4 0o F2 4 95 F3 4 9 F
C
= 04 0,E, 4+ 0,E, +0.E. =div E
also divE = dmp.
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

Fiir = 2 folgt mit j2 = j,
4£]2 — 41‘]1: — ayFl/2
C C
_ 81F12 + a2F22 + 83F32 + 84F42
= - ctE:E +0+ 8sz - asz
= —0uEy+[rot B], ,
10F 4
also [rot B], — = = Ijx .
C

c Ot

Fiir 4 = 3 und u = 4 erhalten wir entsprechend

10F 47

tB] —-——¢ = =y
[ro ]y c Ot c Ty

10F, 4

d t B], — - = —3
un [ro ]z c at c ,727
. 19E 47 -
so dass rot B——— = lj.

c Ot c

Die homogenen Maxwell-Gleichungen folgen aus der Eigenschaft der Jacobi-ldentitat des
Feldstarketensors

PFH 4+ 9" FHA L gHFN =0 . (7.41)

7.3.3 Lorentz-Transformation der Feldstdrken

Wie oben gezeigt, ist der Feldstéarketensor (7.38) ein Lorentztensor zweiter Stufe. Dann gilt
gemiaB Gleichung (7.18) das Transformationsverhalten

Fon(a'y = ASATFM (x)

Unter Verwendung der Transformationsmatrix (7.17),

v =By 00
o |Br v 00

" 0 0 1 0f"°
0 0 01

berechnen wir explizit das Transformationsverhalten einzelner Matrixelemente des Feldstarke-
tensors. So folgt fiir

—E,=F2 = ANAJF" =yAZFY — ByAZF?
_ _572}711 + ’}/2F12 + 5272}721 . B,YZF22
0 _’_72F12 +ﬂ2’)/2F21 + 0
= —VE, +B7E,=—*(1-p%)E, =-E,, (7.42)
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und B = F'32

z

Insgesamt gilt also

E

und B

8~

8]~

7.4 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder

F'B = ALASFM = yASFY — ByASF?

,.YF13 _IBFYFQS = (F13 —ﬂF23) — f)/(_Ey _i_ﬁBZ) ,

FY = ALAJFM = yALFY — ByA
v (FY = BF™) =y (=E. = 8By) ,
F' = NMASFM = NSFY = F® = B, |
F’24 — A2 AL v
2 14

—BYALFY NP = =By P
v (F* = BF') =~ (By + GE)
AS AQF;W — A2F31/

Ve 2 v
—ByF 4 4F? =y (B, — BE,) .

Ey
B ,

’Y(Ey_ﬁBz) ) E; = (Ez+ﬁBy) )

E, =
B, =v(By+BE.), B,=

In vektorieller Form lauten die Transformationsgleichungen

E, = B,
B = By,

E_j_ = ’)/(EJ_-F

X
o
N———

—/
BJ_ —

)
7 N
]l
'_
|
ole ol
X
=,
N———

(7.43)

(7.50)

Beim Ubergang zwischen zwei Inertialsystemen werden die Komponenten E und B des
Feldstarketensors gemischt transformiert. Ein reines elektrisches Feld im ungestrichenen Sys-
tem wird als Gemisch von elektrischem und magnetischem Feld im gestrichenen System

erscheinen.

7.4 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder

In Kap. 5.8 haben wir gezeigt, dass sich die Lorentz-Kraft und damit die Bewegungsglei-
chung fiir Ladungen im elektromagnetischen Feld aus der Lagrange-Funktion (5.79) oder der
Hamilton-Funktion (5.83) ableiten lasst. Aus der Mechanik-Vorlesung wissen wir, dass sich
die Lagrange-Gleichungen und die kanonischen Bewegungsgleichungen aus dem Hamilton-
Prinzip der kleinsten Wirkung,

05 =96

to

L(q,-.. yGn,t)dt =0,

7qn7q.1?"'
t1

(7.51)
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

ergeben.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie sich die Maxwell-Gleichungen fiir das elektroma-
gnetische Feld selbst aus einem entsprechend verallgemeinerten Lagrange- und Hamilton-
Formalismus fiir Felder ergeben.

7.4.1 Lagrange-Dichte und Hamilton-Dichte

Im Rahmen einer Feldtheorie fiihren wir die Lagrange-Dichte £ durch das Volumenintegral

L= / / Ldzdydz (7.52)

ein, wobei das Integrationsvolumen beliebig ist. Die Lagrange-Dichte L ist dabei eine Funkti-
on von einer oder mehreren Funktionen u,(z,y, z,t) und deren ersten partiellen Ableitungen

Ou, [0z, Quy/dy, du,/0z und Ou, /Ot.
Das Variationsprinzip (7.51) lautet dann

5 / / / / Ldzdydzdt =0, (7.53)

wobei die willkiirlichen Variationen du, an den Randflachen des beliebigen durch x, y, z und
t beschriebenen vierdimensionalen Raum-Zeit-Volumens verschwinden sollen. Unter einer
Lorentz-Tranformation sorgen die Langenkontraktion (siehe Mechanik-Vorlesung Kap. 7.1.5)
und die Zeitdilatation (siehe Mechanik-Vorlesung Kap. 7.1.6) dafiir, dass das vierdimensionale
Volumenelement dzdydzdt invariant ist. Weil das Integrationsvolumen von Gleichung (7.53)
beliebig ist, fiihrt eine Lorentz-invariante Lagrange-Dichte £ dann auf Lorentz-invariante
Feldgleichungen.

In Analogie zur klassischen Mechanik definieren wir die Hamilton-Dichte durch

szaﬁu —L (7.54)

o,
und die Hamilton-Funktion ergibt sich durch Integration dieser Dichte iiber das drei-dimensionale

Raumelement
H= /// Hdzxdydz (7.55)

Wir fiihren jetzt die Variation gemaB Gleichung (7.53) aus, d.h.

/ / / SLdwdydzdt =0 . (7.56)

Mit der 0-Notation (sieche Mechanik-Vorlesung Kap. 3.11.1) gilt
L= (gféur 1 0L §Our 0L ;Our, OL ;0w OL 56“7"> (7.57)

ur © Py Ay Ay dur -~ 9t
887“1 Ox 8871; Oy 8872 0z 8% ot

186



7.4 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder
Weil die beliebigen Variationen unabhangig vom Ableitungsprozess sind, gilt
68% 0 (6uy) 58u,~ 0 (0uy) 58ur 0 (0uy) 66% 0 (0uy)
or Oz ' "oy oy = 0z 9z ' ot ot '

so dass z.B. nach partieller Integration

1 dg
e
-l fuie
- fofefo([FEe

/@/w/w/mm~lww>
e [am dodydzt. (7.58)

weil der Randterm verschwindet aufgrund der Annahme du,|Randvonx = 0. Verfahrt man
ebenso mit den anderen Termen von Gleichung (7.57), erhalt man fiir Gleichung (7.56)

[[]] 5 ( oL oot oo 0 f%)_o
Ou,  Ov 9% 83/8%%‘ 0z 9% Ot o

Weil die Variationen du, beliebig sind, gilt fiir jede Feldfunktion w,

oL 0 oL 0 oL 0 0L 0 0L
A 9. a0ur 9., 20ur 9. 20ur 9t 90U,
ou, Oz G oy 867’ 0z oG ot 0%

=0 (7.59)

zu jedem Zeitpunkt und an jedem Punkt des betrachteten Raum-Zeit-Gebiets. Die Gleichun-
gen (7.59) werden als Euler-Lagrange-Gleichungen bezeichnet. Mit der kovarianten Ablei-
tung (7.21) und der Einsteinschen Summenkonvention schreiben sich die Euler-Lagrange-
Gleichungen (7.59) kurz als

oL oL
8u <8(6M> —TUT, 7"—1,2,3,... . (760)

7.4.2 Klein-Gordon-Lagrange-Dichte fiir ein skalares (Spin 0) Feld

Als erste Anwendung diskutieren wir den Fall einer einzelnen skalaren Feldfunktion u; = ®
mit der invarianten Lagrange-Dichte

L= %(a@) (0"D) — % (%)2 2 | (7.61)
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

wobei die Einsteinsche Summenkonvention verwandt wird. Ausgeschrieben lautet die Dichte

(7.60) also

2
L= % D POP — 1 P0L1P — 0,P0LP — 83‘1’83@] -3 (%> .

2\ h

wobei der Summationsindex hier von 0 bis 3 lauft.
GemaB der Euler-Lagrange-Gleichung (7.60) berechnen wir

8(88§<I>) = 9P =09,
a(aai@) = —0,0=0'D,
8(885@) = —0,® =09,
a(%;p) = —030 =0%D,
und gg = - (%)2 P .
Damit erhalten wir in diesem Fall als Euler-Lagrange-Gleichung
0,01 + (%)2 ®=0

(7.62)

die Klein-Gordon-Gleichung, die in der Quantentheorie Teilchen mit Spin 0 und Masse m

beschreibt.

7.4.3 Proca-Lagrange-Dichte fiir ein Vektor-Feld (Spin 1)

Als nichstes untersuchen wir den Fall einer Vierer-Vektor-Feldfunktion u; = A* mit der

invarianten Lagrange-Dichte

L= —— (QHA” — ¥ A%) (9,4, — B, A,) +

1 (mc
167

8T\ h
Mit dem Feldstérketensor (7.38) schreibt sich diese Lagrange-Dichte als

1 1 /me\2
L= ph, + () ava,
167 ot 8t \ v

Gem3B der Euler-Lagrange-Gleichung (7.60) berechnen wir

51, = o [ (7)) 4]

- (%) - -]
- L@y
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7.4 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder

und (Ubungsaufgabe)

oL 1 1
- _ AV _ Y AP — pv
(0, A,) yp (or AV — 9" AF) 47TF . (7.65)
Damit erhalten wir in diesem Fall als Euler-Lagrange-Gleichung
WAV Ao mc2V: v chV:
B, (01 A” — 8" A )+(—h) AV = O, F +(Ti> AV =0 (7.66)

die Proca-Gleichung, die in der Quantentheorie Teilchen mit Spin 1 und Masse m beschreibt.
Im Fall m = 0 ergibt die Proca-Gleichung (7.66) gerade die quellfreien Maxwell-Gleichungen
(7.37) mit j# = 0.

7.4.4 Maxwell-Lagrange-Dichte fiir ein masseloses Vektor-Feld mit
Quelle j*

Wir betrachten die invariante Lagrange-Dichte

1 1.
L= _EFMVF/JU - EJMAM (767)

mit dem Feldstérketensor (7.38) und der vorgegebenen Viererstrom-Funktion j*.
Mit

oc 1,

04, ~ ¢’

und der Beziehung (7.65) erhalten wir als Feldgleichung

dm
O FM = ~J (7.68)

gerade die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (7.37), die das elektromagnetische Feld be-
schreiben, das durch die Viererstromdichte j# erzeugt wird.
Aus der Feldgleichung (7.68) folgt

4
0" = 9,0, =0

oder ot = 0. (7.69)

Aus Konsistenzgriinden muss deshalb die Viererstromfunktion j* in der Lagrange-Dichte
(7.67) so gewadhlt werden, dass sie die Kontinuitatsgleichung (7.69) erfiillt. Damit ist die
Ladungserhaltung innerhalb der klassischen Elektrodynamik immer erfiillt.

7.4.5 Bemerkung

Die korrekte Herleitung der Maxwell-Gleichungen aus der Lagrange-Dichte (7.67) durch das
Eulersche Variationsverfahren (7.53) hatte weitreichende Konsequenzen fiir das Vorgehen der
Theoretischen Physik. Wahrend in der klassischen Mechanik der Dynamik von Massenpunk-
ten die Lagrange-Funktion L = T'—V noch aus der Differenz von kinetischer und potentieller
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7 Kovariante Formulierung der Maxwell-Theorie

Energie berechnet wurde, wird die Lagrange-Dichte £ in der relativistischen Feldtheorie axio-
matisch angesetzt und, bis auf die Forderung der Invarianz unter Lorentz-Transformation,
frei gewahlt. Wann immer das Problem auftritt, Gleichungen zu formulieren, die ein physika-
lisches Problem relativistisch beschreiben, konstruiert man eine invariante Lagrange-Dichte
und leitet die zugehdrigen Euler-Lagrange-Gleichungen ab. Der Vergleich mit den empirischen
Befunden entscheidet dann iiber die Giite der Konstruktion.

Diese Vorgehensweise hat sich als duBerst fruchtbar erwiesen. So gelang es, die quell- und
wechselwirkungsfreie Dirac-Gleichung der relativistischen Quantenelektrodynamik fiir Spin
1/2, die als nichtrelativistischen Grenzfall die Schrodinger-Gleichung enthilt, aus einer ent-
sprechend konstruierten freien Dirac-Lagrange-Dichte fiir ein Spinor-Feld abzuleiten. Die
Forderung nach lokaler Eichinvarianz dieser freien Dirac-Lagrange-Dichte erfordert dann die
zusatzliche Einfiihrung eines masselosen Eichfeldes A,,, das dann in der Tat die Viererstrom-
funktion j# in der Maxwell-Lagrange-Dichte (7.67) inklusive der Ladungserhaltung liefert.
Die Forderung nach lokaler Eichinvarianz generiert damit die gesamte Elektrodynamik und
spezifiziert die Strome und Ladungen durch Spin 1/2 Teilchen. Details dieser Herleitung
sprengen den Rahmen dieser Vorlesung.
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8 Elektrodynamik in Materie

8.1 Dielektrika im elektrostatischen Feld

Unter Isolatoren oder Dielektrika verstehen wir Materialien, bei denen im Gegensatz zu Lei-
tern nicht alle Ladungen frei beweglich sind, weil die Elektronen an die Atome und Molekiile
gebunden sind. Unter dem Einfluss eines duBeren elektrischen Felds werden sie um kurze
Strecken gegeneinander verschoben, was zur Polarisation der Atome und Molekiile im Feld
fuhrt.

8.1.1 Polarisation

Wenn das E-Feld nicht so stark ist, dass es zu einer lonisation des Atoms kommt, wird der
positive Kern des neutralen Atoms in Feldrichtung verschoben und die Elektronen in die
entgegengesetzte Richtung. Aufgrund dieser Ladungsseparation ziehen sich der positive Kern
und die Elektronen W|eder an. Es bildet sich ein GlelchgeW|cht mit einem polar|5|erten Atom,
das ein kleines durch E induziertes Dipolmoment I E hat, das in Richtung von E zeigt:

7=k . (8.1)

Die Proportionalitdtskonstante a wird atomare dielektrische Suszeptibilitdt genannt und
ist materialabhangig. Benutzt man die Berechnung des Dipolmoments einer leitenden Kugel
im elektrischen Feld (Kap. 3.9.4), so gilt p ~ R3E. Mit einem typischen Atomradius von
R ~ 108 cm ergibt sich gréBenordnungsmiaBig v ~ 10724 cm~—3,

Bei Molekiilen ist die Sachlage komplizierter als Gleichung (8.1), da diese unterschiedlich
in verschiedene Richtungen polarisieren. Man erhalt hier einen Polarisationtensor «;; mit

Pz = OgzzFByp+ axyEy +ag B,
py = ool +ayy by + oy E.
D = Qb+ O5zyEy +oa. B, .

Polare Molekiile, wie zum Beispiel Wasser (siehe Abb. 8.1), besitzen bereits ein intrinsisches
Dipolmoment. Deshalb I6st Wasser andere Substanzen. Setzt man ein polares Molekul in ein
homogenes elektrisches Feld (Abb. 8.2), so ist die an einem Ende ‘wirkende Kraft F+ = qE
entgegengesetzt gleich der am anderen Ende wirkenden Kraft F = —qE so dass das
Drehmoment

N = (rox B 4+ (7o x ) = (;xqﬁ> N [_;x (_qﬁ)} _ix B
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8 Elektrodynamik in Materie

O+

Abbildung 8.1: Das polare Wasser-Molekiil mit den Dipolladungen §— und d+

entsteht. Der Dipol g erfahrt im homogenen elektrischen Feld das Drehmoment
N = 7 X E.

Dieses richtet bei freier Rotation das polare Molekiil in Richtung 77 || E aus, weil dann N = 0
verschwindet.

O—

O LA

o+

Abbildung 8.2: Der Dipol im homogenen elektrischen Feld

Ubertragt man diese Uberlegungen fiir individuelle Atome und Molekiile auf ein ganzes Stiick
von dielektrischem Material im elektrischen Feld, so gilt:

— besteht dieses aus neutralen Atomen, so wird in jedem Atom ein kleines Dipolmoment
induziert, das in Richung des angelegten E-Felds zeigt,

— besteht dieses aus polaren Molekiilen, erfahrt jeder intrinsischer Dipol ein Drehmoment,
der das Diplomoment parallel zu E ausrichtet.

Beide Mechanismen fiihren zum gleichen Ergebnis: wviele kleine Dipole, die entlang der
Feldrichtung zeigen. Das Dielektrikum wird polarisiert. Als MaB fiir diesen Effekt gilt der
Polarisationsvektor P = p/dV, der als Dipolmoment pro Einheitsvolumen definiert wird.
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8.1 Dielektrika im elektrostatischen Feld

8.1.2 Feld eines polarisierten Objekts

Was ist nun das elektrische Feld eines polarisierten Materials mit der Polarisation P? Wir
wollen also das elektrische Feld berechnen, das durch den gegebenen Polarisationsvektor P
erzeugt wird, also nicht das duBere Feld, das zur Polarisation des Mediums gefiihrt hat.

R A R R A A A A A A A A AR
WAL

LT

N A R A A A R R A R R A R RS
VAV
A A A A A A A A A A A A R A A A A A RS
R R A A A A A A A A R R A R R RS
R R A A A A A A A A R R A R R RS

N R A A R A A R RN

Abbildung 8.3: Uberlagerung der infinitesimalen Dipole

Aus Kap. (3.9.4) kennen wir das elektrische Feld eines einzelnen Dipols. Weil das dielektrische
Material durch die Uberlagerung von vielen infinitesimalen Dipolen entsteht, integrieren wir
iiber das Volumen des dielektrischen Materials (sieche Abb. 8.3). Man rechnet leichter mit
dem elektrostatischen Potential (3.98) eines einzelnen Dipols

P
Adipol = 7“73

Mit 5 = PdV = Pd3z' folgt

/ﬁ’ﬁ /ﬁ3;n”'@_f)

|—» —»1‘3

Wir benutzen

.1 -7
Versg——= = TS 30
|7 — 7| |7 — 2|
3/—’ ! = ]_ 3/—’ I = ]_
so dass A = — d:cP(a:>'Vw7_, — = d.TP(JZ)'vx/i_, —
v Tr—x v |7 — &
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8 Elektrodynamik in Materie

Es gilt
div [CLP} = adiv P+ ﬁ-ﬁa,
W) TR
d.h. hier P(x)-V/_q = Vo
T|E— T z |7 — & |7 — 2|
Es folgt

A:/d?’x/ﬁx/- ]3<$,) — /d3x,W.
\4 \%

Mit Hilfe des GauB-Theorems wandeln wir das erste Volumenintegral in ein Oberflachenin-
tegral um und erhalten

P 1 fm =
Af:f‘da—/JEVWP. 8.2
( ) O(V) T V4 T ( z > ( )

Fiihren wir das Potential der Volumenladung

p=—%. P (8.3)
und das Potential der Oberflachenladung als
op=P-ii (8.4)

ein, wobei 77 den Oberflachennormalenvektor kennzeichnet, so folgt fiir das Potential (8.2)

A_f m%+/ﬁ%%. (8.5)
owvy T v r

Das Potential eines polarisierten Materials ist dasselbe wie das durch eine Volumenladungs-
dichte p, = —div P plus dem durch die Oberflachenladungsdichte o, = P - 70 erzeugte

Potential.

Anstatt also iiber die Beitrage der infinitesimalen Dipole zu integrieren, brauchen wir nur py
und oy zu berechnen, und kénnen damit die Felder so wie bisher aus Oberflichenladungen
und Volumenladungsdichten berechnen.

Das Zustandekommen von Volumenladungen und Oberflachenladungen durch die Polarisati-
on l3sst sich einfach physikalisch verstehen:

— Bei homogener Polarisation ist div P = 0, und wir kénnen uns das dielektrische
Material als parallele Aufeinanderreihung von langen Ketten von einzelnen Dipolen
vorstellen (sieche Abb. 8.4). Die Wirkung der positiven und negativen Ladungen heben
sich im Innern gerade auf und es bleiben nur die Ladungen am Rand iibrig, so dass
insgesamt nur die Oberflichenladung o nicht verschwindet.

— Bei inhomogener Polarisation ist ortlich div P = 0, so dass in jedem Volumenele-
ment eine Nettoladung librig bleibt, die sich als Volumenladungsdichte p, = —div P
beschreiben l3sst. Diese tritt dann zusatzlich zu der Oberflachenladung auf.
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Abbildung 8.4: Als resultierende Ladung einer homogenen Polariation P ergibt sich die
Oberflichenladung o

8.1.3 Beispiel: Elektrisches Feld einer gleichférmig polarisierten Kugel vom
Radius R

Wir legen die z-Achse unseres Koordinatensystems parallel zur Polarisationsrichtung der
Kugel (siehe Abb. 8.5). Die Volumenladung ist p, = 0, weil bei gleichférmiger Polarisation
|P| = const., so dass div P = 0.

Fiir die Oberflachenladung ergibt sich o, = P . it = Pcosf. Wir miissen also wie in Kap.
3.12.4 das elektrische Feld einer Kugel mit der Oberflachenladung o, = P cos 6 bestimmen.

GemiB Gleichung (3.148) gilt fiir die Losung der allgemeinen zylindersymmetrischen Laplace-
Gleichung

Ap(r,0) = Z (anrn + bnr_("+1)) P, (cos0) . (8.6)
n=0

Fiir das Potential innerhalb der Kugel (r < R) folgt mit u = cos#é

Vilr,p) =Y Ar'P(n),  r<R
=0

und im AuBenraum (r > R)

[e.e]

Va(’rnu‘) = rlﬁpl(#)’ r>R.
=0

Fiir die Randbedingungen an der Oberflache gilt:
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X

Abbildung 8.5: Die homogen polarisierte Kugel

(1) Das Potential ist stetig: Vi(R, u) = Vo (R, ), d.h.

ZAlRlPl Z Rl+1

Mit den Orthonormalitétsrelationen der Legendre-Polynome folgt dann

AnR™ = B,R ™!,
oder B, = AR'. (8.7)

(2) Die radiale Ableitung des Potentials ist unstetig an der Oberfliche gem&B Gleichung

(3.47):
8—‘/ = —Ano,
on | p
. Vv, IV
so dass hier gilt <8r — 8r> . = —Adrop(p) .
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8.1 Dielektrika im elektrostatischen Feld

Wir erhalten mit Gleichung (8.7)

-3 PR - SRR -
=0 =0
= (1 +HART P ZZAZRZ 'P(p) = —4mop(p),
=0 =0
oder > @+ DARTIP(p) = 4moy(p) .
=0

Mit den Orthonormalitatsrelationen der Legendre-Polynome folgt

o0 1
S+ VAR [ P P
1=0 -1
= 21 =t
@E+DART 5770
1=0
1
= 24,R™ " =dx / dp b (1) Pr()
-1
2T !
also Al = F d/L Ub(,LL)P[(IU/) . (88)
-1
Speziell fiir op(p1) = P cosf = Pu = P Py(u) erhalten wir A; =0Vl # 1
1 1 A1
A = 27rP/ duPE(p) = 27rP/ dup® = ?P ,
-1 -1
und damit nach Gleichung (8.7) B, =0Vl # 1 und
4
= A|RP = %PR?’ .
Fiir das Potential folgt damit
4w P
Vi(r,p) = 7; rcos b, r<R (8.9)
4m PR3
und Valryp) = ZTQR cos b, r>R. (8.10)
Weil rcos @ = z ist das elektrische Feld innerhalb der Kugel gleichférmig,
— = 4 P 4 —
E=-VV=-""g =-""P r<R. (8.11)

3
AuBerhalb der Kugel ist das Potential identisch zu dem eines Dipols im Ursprung,

P

V="
a TS

mit dem Dipolmoment p = 47TR313/3. Der Verlauf der Feldlinien des elektrischen Felds ist
in Abb. 8.6 skizziert.
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oy

Abbildung 8.6: Das Dipolfeld der homogen polarisierten Kugel

8.1.4 Elektrische Verschiebung

Die Polarisation sorgt fiir Polarisationsladungen p, = —V - P innerhalb des Dielektrikums
und Oberflachenladungen o3, = P - 7i auf der Oberflache. Daneben gibt es auch weiterhin
freie Ladungen py, die nicht durch Polarisation zustande kommen.
Innerhalb des Dielektrikums ist die Gesamtladungsdichte dann

pP=pf+tpo,

und es gilt fiir das gesamte elektrische Feld

div E = 4d7p = 4 (pr+pp) = 4dmpy— 4mdiv P,
so dass div (E + 47r13> = dmpy . (8.12)

Wir definieren den elektrischen Verschiebungsvektor
D=E+4xP . (8.13)

Dann folgt fiir Gleichung (8.12)
div D = 4mpy (8.14)

d.h. die Divergenz des elektrischen Verschiebungsvektors ist proportional zur freien Ladungs-
dichte py.

Aus Beziehung (8.14) folgt, dass die Normalkomponente D,, kontinuierlich an jeder Ober-
flache ist, die keine freien Oberflachenladungen enthalt. Im Gegensatz dazu wird die Nor-
malkomponente E,, dort unstetig sein.

Im Rahmen der Elektrostatik (rot E = 0) gilt weiterhin

VxD=VxXxE+4rV x P=47V x P, (8.15)
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8.1 Dielektrika im elektrostatischen Feld

d.h. die Tangentlalkomponente Dt von D ist unstetig an dieser Oberflache, wahrend die
Tangentialkomponente Et von E dort stetig ist.
Die Integralform von Gleichung (8.14) lautet nach Anwendung des GauB-Theorems

/dvv D= 7{ da = 4 /def:47er, (8.16)
1%

wobei () die im Volumen emgeschlossene freie Ladung bezeichnet.

8.1.5 Lineare Dielektrika
Fiir einfache Materialien gilt die lineare Materialgleichung
P =x.E, (8.17)

wobei die elektrische Suszeptibilitit x. = const. ist. GemaB Beziehung (8.13) folgt dann
die Materialgleichung

D =E +4ry.E = €¢E (8.18)
mit der Dielektrizititskonstanten
e=144mxe . (8.19)
Wir erhalten damit fiir die Polarisationsladungsdichte
pp=—divP = —div (Xe ):—6 (e )
o Xe g p__ AmXeps
1+ 47, 1 +dmxe’

dass diese proportional zur freien Ladungsdichte im Dielektrikum ist.
Als Grundgleichungen der Elektrostatik im Dielektrikum erhalten wir also

VxE = 0 (8.20)
und V-D = dmp;. (8.21)
Mit Gleichung (8.18) schreibt sich Gleichung (8.21) im linearen Dielektrikum auch als
- = 4
V- E="Zp (8.22)
€

Gleichung (8.20) liefert die Darstellung E = —V® durch das elektrostatische Potential .
Eingesetzt in Gleichung (8.22) ergibt sich die Poisson-Gleichung im linearen Dielektrikum zu

AP =——p;. (8.23)

Im Vergleich zum Vakuum ist die rechte Seite dieser Gleichung um den Faktor ¢ schwéacher.
Die Grenzbedingungen haben wir bereits in Kap. 8.1.4 erortert. An den Grenzflachen ist im
allgemeinen V-E # 0; allerdings folgt aus V x E =0 die Stetigkeit der Tangentialkompo-
nente E; an den Grenzflichen. Wegen V-D= 4mpy ist die Normalkomponente D,, stetig,
wenn auf der Grenzfliche nur Polarisationsladungen (also py = 0) vorhanden sind.

In Abb. 8.7 vergleichen wir das Randwertproblem der Elektrostatik fiir einen Leiter im Feld
und einen linearen Isolator im Feld. Der Fall des Leiters lasst sich als Grenzfall des Dielektri-
kums fiir ¢ — oo auffassen.
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8 Elektrodynamik in Materie

Abbildung 8.7: Vergleich zwischen Leiter und Isolator im homogenen E-Feld

8.1.6 Beispiel: Kugel aus linearem dielektrischen Material im gleichformigen
elektrischen Feld

Als Beispiel betrachten wir, wie in Abb. 8.8 skizziert, eine Kugel aus linearem dielektrischen
Material vom Radius R in einem vorher homogenen Feld Ey = Eye, mit Eg = const., d.h.

O (r — o00) = —FEpz=—Eorp . (8.24)

Innerhalb und auBerhalb der Kugel existieren keine freien Ladungen, so dass sich die Poisson-
Gleichung (8.23) auf die zylindersymmetrische Laplace-Gleichung A® = 0 reduziert. Deren
allgemeine Losung ist durch Gleichung (8.6) gegeben,

D (r,p) = Z (anr" + bnr_("+1)> Po(p) .
n=0

Als Randbedingungen fordern wir:
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Abbildung 8.8: Ansatz fiir den Feldverlauf der linear-dielektrischen Kugel

R1 Fiir r — oo ist das Potential durch Gleichung (8.24) gegeben.
R2 @ ist endlich fiir r — 0.

R3 Die Tangentialkomponente Et ist stetig bei 7 = R.

R4 Die Normalkomponente D,, ist stetig bei r = R.

Die Randbedingung R2 liefert fiir das Potential innerhalb der Kugel » < R

Oi(r<R) = an"Palp) . (8.25)
n=0
AuBerhalb der Kugel r > a gilt
d,(r>R)= Z [bnr” + cpr (D) P, () .
n=0
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8 Elektrodynamik in Materie

Aufgrund der Randbedingung R1

O, (r—o0) = —FEorp
folgt b, = 0 Vn # 1
und by = —kEp,
so dass ®,(r>R) = —Eoru—+ Z cnr*("H)Pn(,u) .
n=0

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist

109
Ey=——.
T o0
Die Randbedingung R3 erfordert fiir r = R
0P, 09,
90 r=R - 90 r=R
0P, 0P,
oder = .
8# r=R a” r=R

GemaB Gleichungen (8.25) und (8.26) folgt

dp, dp,
ZRP—" = _F LR
ngoa R olR + E cn R p

n=0

Fiir n = 1 erhalten wir mit P, = p

@R = —EyR+cR?
oder ap = —Ey+ % .
Fiir n # 1 bleibt dann
ap,R* = ¢, R~
oder an = cpR-@nt)

Die Randbedingung R4 ergibt mit

D, = €&, innerhalb r<R
0P
d E, = ——
un N =
_ea@i _ __8@0
or |,._p or |,._p ’
o (o)
so dass € Z apnR" 1P, = —FEou— Z en(n+ 1)R—(n+2)pn )
n=0 n=0
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8.1 Dielektrika im elektrostatischen Feld

Fiir n = 1 erhalten wir

eap = —Fy— 261R73
1 261
Oder al = 72 EO + ﬁ . (829)
Fir n # 1 folgt
ena,R"' = —(n+41)c, R~"2)
1
oder a, = —Cn(n;_)R_(Q”“) : (8.30)
€

Die Gleichungen (8.28) und (8.30) lassen sich nur erfiillen fiir
an = ¢, =0, Vn #1. (8.31)

Aus Gleichungen (8.27) und (8.29) ergeben sich

“ e+2 0 a“ €+ 2
Damit folgt fiir die Potentiale
®,(r <R) 3 E 3 E (8.32)
(r — f— T = — zZ .
= e+ 2 oK e+ 2 0
e—1_R3
und @O(T Z R) = —E(]?"/_,L + 6—|-72E07’72M
e—1_ R3u
= —F ——FEy—— 8.33
0%+ etr2 V2 ( )

Innerhalb der Kugel beschreibt das Potential (8.32) ein konstantes elektrisches Feld parallel

zu Eo mit der Starke
0d; 3Ey
E,=FE;,,=— = E 8.34
! e 0z €+ 2 < Fo ( )

fir e > 1.
Im AuBenraum ist das Feld gleich dem angelegten Feld Ey || €. plus dem Feld eines Dipols
im Ursprung mit Stérke

5| PUT
E‘ = bur
‘ r3
d.h. dem Dipolmoment
e—1
= REy . 8.35
P=c +2 0 ( )

Der Dipol ist in Eg—Richtung orientiert.
Aus Gleichungen (8.17) und (8.34) folgt fiir die Polarisation der Kugel

~1. 3e—1_-
TR =R, (8.36)

P= =
47 e+ 2
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8 Elektrodynamik in Materie

in Ubereinstimmung mit dem Dipolmoment (8.35), denn

p=/ cﬂ/(P‘z—”R?’P:6 R3Ey .
Kugel 3 €+ 2
Das Potential der Oberflachenladung ist dann
q L 7 3e¢—1E,-7¥ 3e—1
o " r 4dme+2 r dme+ 2 0K ( )

Dieses sorgt fiir das innere Feld, das dem duBeren Feld entgegenwirkt, so dass sich gerade
E; . = 3Ey/€e+2 innerhalb der Kugel einstellt (zur lllustration siehe Abb. 8.9). Im Gegensatz
zum Leiter (Kap. 3.12.4) bewirken die Oberflichenladungen hier nur eine teilweise Aufhebung
des inneren Feldes! Im Leitergrenzfall € — oo erhalten wir wieder F; . — 0.

T S S S S
| I | I I |
E, | | | | | |
| “ I I I |
| | I 7 I I |
| | I I |
: \1 | I I ,
\ | I | |
! | I | ,
\\ ‘\ v+ + ]
\
‘ VY
\
- \ ' ! E
P \ ! L,z
| | | 1
! | | | | \
] | | ! \y
, AV A \
/ / I I \ \
/ J— I = \
I / v v \ \
I i 7 = — % \ \
I | ] \ \ \
I 1 X |

Abbildung 8.9: Das sich ausbildende innere F; .-Feld resultierend aus dem dufleren Feld
und dem entgegengesetzten Feld der Oberflichenladung oy

8.2 Magnetisierte Medien

Mittels des Biot-Savart-Gesetzes haben wir im Vakuumfall Magnetfelder aus vorgegebenen
Stromdichten berechnet. In Medien bilden die Elektronen komplexe, rasch fluktuierende,
mikroskopische Stréme, mit denen magnetische Momente verkniipft sind, die dann zu Ma-
gnetfeldern fiihren. Auf makroskopischer Skala sind die Stromfiaden so klein, dass wir sie als

magnetische Dipole beschreiben kénnen (sieche Kap. 4.7 zur Multipolentwicklung fiir groBe
Entfernungen).
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8.2 Magnetisierte Medien

Im Rahmen der makroskopischen Beschreibung mitteln wir die mikroskopischen Feldglei-
chungen iiber makroskopische Volumina. Weil div B,,;i-, = 0 gilt auch

div B=0 (8.38)

fiir das makroskoplsch gemlttelte Feld. Deshalb diirfen wir auch weiterhin die Vektorpoten-
tialdarstellung B = rot A benutzen.

Die groBe Zahl von Molekiilen und Atomen pro Volumenelement, jedes mit dem magneti-
schen Moment m; fiihrt auf die gemittelte, makroskopische Magnetisierung der Dichte des
magnetischen Moments

) = 3N () ) (339

wobei NNV; die mittlere Zahl der Molekiile vom Typ i pro Volumenelement am Ort 7 ist.
Existiert neben dieser materiellen Magnetisierung noch eine makroskopische Stromdichte j
durch die Bewegung freier Ladungen im Medium, so ist das Vektorpotential am Punkt 7 aus
einem Volumenelement V am Ort 7 gegeben durch (vgl. Gleichungen (4.29) und (4.53))

R o )
\%

c |7 — 7 |

- / dr | =2+ . (8.40)
cJv |7 — 7| |7 — 7

Wir formen den Magnetisierungsterm um mit

— —
r—7r - 1 = 1
—— = -V =V
= = =
N (7) % (7= 7) a1
zZu /d3r —~3 = /d?’rM<r>><VT/_, —
v |7 — 7| v =7

Nach partieller Integration unter Ausnutzung von Gleichung (2.61),

*x(ﬁf) = —Vx(fa)+f(Vxa),

folgt 7 = — JX TS
|7 — 7| v 7 =7
‘/ﬁr/xMOTI)

v 7= 7|

Mathematische Zwischenbetrachtung: Das erste Integral in Beziehung (8.41) kann in
ein Oberflachenintegral transformiert werden, das zu Null wird unter der Annahme, dass die
Magnetisierung M raumlich beschrankt ist:

(7 M x dF
/d3r VX = :74 MxdF _ (8.42)
v 7= 7| oy 7=
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8 Elektrodynamik in Materie
Zum Beweis: Sei b ein beliebiges Vektorfeld. Die zu beweisende Behauptung ist

/d%ﬁxB:]{ fixbdF .
1% o)

Mit einem beliebigen anderen konstanten Vektor C bilden wir das Vektorfeld @ = b x C
und wenden das GauB-Theorem auf div @ an:

/Vd?’rv.a:/vdw.(gxé):ﬁ(v) (5% C) -iiar. (8.43)

Es ist
ﬁ<5x5):é(ﬁx5>—g<ﬁxé):€‘<§><5)7

weil C konstant ist, und das Spatprodukt
(Exé) = (6xﬁ>~5: (ﬁxg)-é.
Fiir Beziehung (8.43) folgt dann

/‘/dgré-(ﬁxg):yg)(v)é(ﬁxg) iF .

oder wegen der Konstanz von C

Weil C beliebig ist, erhalten wir
/d%ﬁxl;:j{ (ﬁxl;)dF:jl{ dF x b
14 o) o)
Q.E.D.

GemiB Gleichungen (8.40) und (8.41) folgt dann

I i) St ()

— — _y+ = —
c 7= | |7 — 7|
2 ( = v s
1 /j(r)—l—cV/xM(r>
— / d3r - . (8.44)
¢y |7 — 7|

Der makroskopischen Magnetisierung entspricht offensichtlich ein Strom, der sogenannte
Magnetisierungsstrom

ju (F) = crot M (7) . (8.45)

206



8.2 Magnetisierte Medien

Die Summe j—{—jM muss dann in die makroskopische magnetostatische Ampeére-Gleichung
(vgl. Gleichung (4.35)) eingehen, d.h.

Y P At /o .
rotB:—W(j—FjM):i(j—i—crotM) . (8.46)
c c
Diese Beziehung kann umgeformt werden in
. . A7
rot (B - 47rM) =77 (8.47)
c

Zusatzlich zur magnetischen Induktion B definieren wir die magnetische Feldstdrke
H=B—4rM . (8.48)
In magnetisierten Medien lauten die magnetostatischen Feldgleichungen dann

. A7 o
rot H = ij (8.49)
c

und dvB = 0. (8.50)

Die magnetische Feldstarke H ersetzt bei Anwesenheit von Materie die magnetische Induk-
tion B. Im Vakuum sind beide gleich H = B.

Die Einfiihrung von H als makroskoplsches magnetisches Feld ist vollig analog zur Elnfuhrung
der elektrlschen Verschiebung D fiir das elektrostatische Feld im Dielektrikum mit div D =
4mpy und rot E=0.

Die fundamentalen Felder sind E und B. D und H wurden ewngefiihrt, um die Beitrdge
von atomaren Ladungen und Stromen in Materie zu beriicksichtigen.

8.2.1 Suszeptibilitdt und Permeabilitat

Die experimentelle Erfahrung zeigt, dass es eine Proportionalitat
M = xmH (8.51)

zwischen der Magnetisierung M von Materialien und der magnetischen Feldstarke H gibt.
Der Proportionalitatsfaktor x,, W|rd Suszeptzbzlztat genannt. Bei vielen Materialien ist diese
konstant, manchmal ist X, = Xm (H ) oder M ist nicht parallel zu H, so dass x.» ein Tensor
ist.

Mit Gleichung (8.51) folgt fiir Gleichung (8.48)

H = B- 47rxmﬁ ,
oder (1 + 47TXm) ﬁ - B ’
so dass B = uH (8.52)
mit der Permeabilitdt

Nach dem Wert von u bzw. x,,, klassifiziert man magnetisierte Medien als:
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8 Elektrodynamik in Materie

— Diamagnetika: p <1, xm <0
— Paramagnetika: > 1, xm >0

— Ferromagnetika: p> 1, u= u(H)

8.3 Maxwell-Gleichungen in Materie

Die Maxwell-Gleichungen in Materie beruhen auf folgenden Erfahrungstatsachen:

(a) Elektrische Ladungen sind Quellen und Senken des Vektorfeldes der dielektrischen Ver-
schiebungsdichte D. Fiir den dielektrischen Verschiebungsfluss durch eine die Ladungen
umhdiillende Flache gilt dann

1 .
jq{D-ﬁdF:Q:/de,
4 V4

was aus dem Coulomb-Gesetz abgeleitet werden kann.

(b) Faraday'sches Induktionsgesetz:

mit dem magnetischen Fluss ®,,, = fF B - fdF.

(c) Es existieren keine isolierten magnetischen Monopole, d.h. die magnetische Induktion
ist quellfrei.

(d) Ampere-Gesetz:
?{H dif = —1_7 j-idF .

8.3.1 Maxwell-Gleichungen in integraler Form

Aus diesen Erfahrungstatsachen folgen die integralen Maxwell-Gleichungen zu

j[ﬁ.ﬁdF = 47r/ dVp , (8.54)
14
L 10 [ 5 _
fé.ﬁdF =0 (8.56)

~ 47r
H.-dr = F+—— ¢ D-ndF | . .
und 7{ dr . </] nid +4 (%j{ nid > (8.57)

Dabei ist der eingefiihrte Maxwellsche Verschiebungsstrom (2. Term auf der rechten Seite
von Gleichung (8.57)) nétig zur Erfiillung der Kontinuitatsgleichung

d .
at ), v+ /j AdF = 0. (8.58)
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8.3 Maxwell-Gleichungen in Materie

8.3.2 Maxwell-Gleichungen in differentieller Form

Mithilfe des GauB-Theorems und des Stokes-Theorems wandelt man die integralen Gleichun-
gen (8.54)—(8.57) in die differentiellen makroskopischen Maxwell-Gleichungen um:

dvD = dmp, (8.59)
. 108
tE = —-—— 8.60
dvB = 0, (8.61)
q 4t~ 10D
tH = —j+-°"~ 8.62
ro c .7 + c at ) ( )

mit der differentiellen Kontinuitatsgleichung

. - Op
divj+—=—=0. 8.63
v+ (5.63)
Das Kraftgesetz
T
f:pE—i-ijB (8.64)

vermittelt die Verbindung zur Mechanik.
Vervollstandigt werden die Maxwell-Gleichungen durch die Verkniipfungsgleichungen

= E+4rnP (8.65)
= H+47M , (8.66)

o o

und

wobei P der Vektor der elektrischen Polarisation und M der Magnetisierungsvektor sind.
Damit kénnen wir Gleichung (8.62) umschreiben zu einer Gleichung fiir E' und B:

] ﬁ N dre 10 /4

ot H = rot (B—47rM):—7rj+f— <E+47rP),
C

4 S 05 - 1=

L (j+Prerotil)+-F. (8.67)

C C

so dass rot B

Fiir isotrope, normal polarisierbare Substanzen in statischen Feldern gelten die Materialglei-
chungen

D = eE=E+4nP=(1+4rx.)E (8.68)

und B = pH=H+47M = (14 4wx,,) H . (8.69)
Die differentiellen Maxwell-Gleichungen (8.59)—(8.62) sind partielle, lineare gekoppelte Dif-

ferentialgleichungen 1. Ordnung. Wegen der Linearitat gilt insbesondere das Superpositions-
prinzip fiir die Losungen dieser Gleichungen.
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A Anhang

A.1 Mathematischer Anhang

A.1.1 Naherungsformeln

Taylor-Entwicklung um den Punkt zq:

0 £(n) (4
fay =3 T e
n=0 ’

Fiir Werte © < 1 gelten folgende Ndherungen aus der Taylor-Entwicklung:

sinx ~ x, cosr ~ 1, tanz ~ x
1
Vitar o~ lj:§x
1
~ 14z
1Fx
und allgemein (1+2)* ~ 1+ax.

A.1.2 Eulersche Formeln und Umkehrung

e = cosx+isinx cosxT =

e = cosx —isinx sinz =

A.1.3 Darstellung des ﬁ-Operators in verschiedenen Koordinatensystemen

) - 2, 0 L 0
|. kartesisch: VvV = 8 87/ +63E
s - L 0 1 8 e 8
I. zylindrisch: vV = 8 +e¢ 8¢ I
. S L 0 1 0 . 1 0
[11. spharisch: V = Cror + € b 50 + %m% _
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A.1.4 Rechenregeln fiir den V-Operator

[. Summenregeln

[l. Produktregeln

6(5-5 . (6x6)+6’><(ﬁxa)+(a"ﬁ)6+(5ﬁ)

!
ﬁx(&x@ = <

[1l. Quotientenregeln

9

ﬁx<a> g(ﬁxc‘i)—i—c?x(Vg)

IV. Kombination vektorieller Differentialoperatoren
divgrad f = ﬁQf:Af
rotgrad f = 0
divrotd = 0
rot (rotd) = grad (divad) — Ad
div(@xb) = b-(rotd) —a- (rot 5)

V. Fiir eine Funktion f, die nur vom Betrag r = |Z| eines Vektors & abhangt, gilt

0 or ) T
) = f0) e = ()
und Vi) = f’(r)% .
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