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Vorwort

Dieses Skript basiert auf der Vorlesung , Grundlagen der Quantenmechanik und Statistik”
aus den Sommersemestern 2007 und 2008 an der Ruhr-Universitidt Bochum, gehalten von
PD Dr. Horst Fichtner. Die vorliegende IATEX-Version sowie alle Abbildungen wurden
von Tobias Krahling erstellt.

Zum Titelbild: Das Titelbild zeigt stehende Elektronenwellen in einem Quantenkorral
— einem Ring aus 48 Eisenatomen. Hierzu wurden zunéchst die Eisenatome auf eine
Kupferoberfliche aufgedampft und anschliefiend die rdumlich statistisch verteilten Eise-
natome mit der Spitze eines Niedertemperatur-Rastertunnelmikroskop zu einem Kreis
mit einem Radius von 7,1 nm angeordnet. Das vom Rastertunnelmikroskop aufgenom-
mene Bild zeigt stehende Wellen in der Ladungsverteilung auf der Kupferoberflache.
Diese raumlichen Oszillationen sind quantenmechanische Interferenzmuster, die durch
die Streuung des zweidimensionalen Elektronengases an den Eisenatomen und lokalen
Defekten hervorgerufen werden (Quelle: IBM Almaden Research Center, Visualization
Lab, http://www.almaden.ibm.com/vis/stm/stm.html)

Vorbemerkung: Das vorliegende Skript kann (und soll) kein Lehrbuch ersetzen. Insbeson-
dere ist es (immer noch) nicht so griindlich Korrektur gelesen wie manches Buch. Daher
sind wir (weiterhin) dankbar fiir jeden Hinweis auf (wahrscheinlich noch existierende)
Fehler!



http://www.almaden.ibm.com/vis/stm/stm.html
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Kapitel 1.

Warum Quantentheorie?

1.1. Teilchencharakter der Strahlung

Die ,Quantisierung” der Strahlung ist historisch aus drei wesentlichen Beobachtungen
gefolgert und bestétigt worden:

PLanck (1901): Die Herleitung eines die Beobachtungen (LumMER! und PRINGSHEIM?

1900; Rusens® und Kurrsaum?* 1900) beschreibenden Energieverteilungs-
gesetzes der Strahlung eines ,schwarzen Korpers” (KirRcHHOFF 1862)
gelingt mit der Annahme, dass die Strahlung nicht kontinuierlich, sondern
in diskreten , Portionen” emittiert und absorbiert wird®.

EinsTEIN (1905): Mit der Annahme einer solchen , Portionierung” der Strahlung kann der
Photoeffekt (LenarD’ 1902; Ricaarpson® und Compron? 1912) vollstindig
erklirt werden!?.

Compton (1923): Die Streuung von Rontgenstrahlung an , freien” Elektronen (SApLer und
Mesnam 1912) kann mit der Annahme einer ,,quantisierten” Strahlung
befriedigend erklart werden!!.

! Otto Richard Lummer, 1860-1925, dt. Physiker

2 Ernst Pringsheim, 1859-1917, dt. Physiker

3 Heinrich Rubens, 1865-1922, dt. Physiker

4 Ferdinand Kurlbaum, 1857-1927, dt. Physiker

5 Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887, dt. Physiker

6 M. Planck: Uber das Gesetz der Energieverteilung im Normalspectrum. In: Analen der Physik 309 (1901),
S. 553-563, DOI: 10.1002/andp.19013090310

7 Philipp Eduard Anton Lenard, 1862-1947, dt. Physiker, Physik-Nobelpreis 1905

8 Owen Willans Richardson, 1879-1959, en. Physiker, Physik-Nobelpreis 1928

9 Arthur Holly Compton, 1892-1962, amerik. Physiker, Physik-Nobelpreis 1927

10 A Einstein: Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden heuristischen Ge-
sichtspunkt. In: Annalen der Physik 322, S. 132-148, DOI: 10.1002/andp.19053220607

" A. Compton: A Quantum Theory of the Scattering of X-rays by Light Elements. In: Physical Review 21
(1923), S. 483-502, DOI: 10.1103/PhysRev.21.483



http://dx.doi.org/10.1002/andp.19013090310
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19053220607
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.21.483
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Wihrend Pranck!? eine ,Quantisierung” lediglich aus rein technischen Griinden nur

fir Absorption und Emission annahm und sie nicht physikalisch (iiber-)interpretiert
wissen wollte, hat EinsTein'® das Konzept begrifflich erweitert und die Realitét einer
»intrinsischen” Quantisierung der Strahlung postuliert.

1.1.1. Die Planck’sche Strahlungsformel

Um 1900 waren folgende Strahlungsgesetze bekannt: Seien dE und du die rdumliche
Energiedichte der Strahlung im Intervall [A, A + dA] bzw. [v,v + dv], so gilt (mit Av = ¢)
das:

(a) Wien'sche Gesetz!* fiir kurze Wellenlingen (hohe Frequenzen):

_a b _a ; bv
dE = Fexp {_ﬁ} dA = du = C4v exp{ CT} dv (1.1.1)

mit den Konstanten a und b.

(b) Rayleigh-Jeans-Gesetz'>:1 fiir lange Wellenldngen (niedrige Frequenzen):

kT 4 o que TRl 2y, 1.1.2)

dE = = =

(c) Wien'sches Verschiebungsgesetz

dE = POO\T)dA &  du= E—jg(%) dv (1.13)
mit den Funktionen @ und g.
(d) Stefan-Boltzmann-Gesetz'7/18
E=aT* & u=aT* (1.1.4)

Die Unzuldnglichkeit von (b) folgt bereits aus der Uberlegung, dass sich die gesamte
Energiedichte aus

U= f du = lim Mvz dv =0 (1.1.5)

s o C

zu unendlich ergibt (die sogenannte Ultraviolett-Katastrophe).

Bemerkung 1.1.1: Die ersten beiden Gesetze (a) und (b) sind Naherungen, die letzten
beiden (c) und (d) sind exakt. <

2 Max Karl Ernst Ludwig Planck, 1858-1947, dt. Physiker, Physik-Nobelpreis 1918

'3 Albert Einstein, 1879-1955, dt. Physiker, Physik-Nobelpreis 1921

4 Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien, 1864-1928, dt. Physiker, Physik-Nobelpreis 1911
5 John William Strutt, 3. Baron Rayleigh, 1842-1919, en. Physiker, Physik-Nobelpreis 1904

16 Sir James Hopwood Jeans, 1877-1946, en. Physiker, Astronom und Mathematiker

17 Josef Stefan, 1835-1893, Gsterr. Mathematiker und Physiker

'8 Ludwig Boltzmann, 1844-1906, dsterr. Physiker und Philosoph
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PrLaNck nahm nun an, dass:

(i) Ein SChV\ElI‘ZQI‘ Korper als System von N Hertz’schen Oszillatoren mit mittlerer
Energie U beirachtet werden kann, so dass die Gesamtenergie der Oszillatoren
durch U = NU gegeben ist.

(ii) Die Gesamtenergie U ,nicht als eine stetige, unbeschrankt teilbare, sondern als
eine diskrete aus einer ganzen Anzahl P von endlichen Teilen € zusammengesetzte
Grofle aufzufassen” ist: U = Pe.

(iii) Die Entropie Sy des Systems aus
Sy =kgInW+C (116)

berechnet werden kann.

(iv) Die Wahrscheinlichkeit W dafiir, dass die N Hertz'schen Oszillatoren insgesamt
die Schwingungsenergie U besitzen, proportional zur Anzahl Z aller bei der Ver-
teilung der Energie U auf die N Oszillatoren moglichen Kombinationen ist. Diese
Anzahl Z ist gleich der Anzahl der moglichen Verteilungen (,, Complexionen”) P
der Energieelemente (jeweils mit Energie €) auf die N Oszillatoren. Also

(N+P-1)! (N+PN*P
(N-1)!P! ~  NNpP ~’

W~Z= (1.1.7)

wobei die Stirling’sche Formel n! = n"* ausgenutzt wurde, die fiir n > 1 giiltig ist
(im vorliegenden Fall also N,P > 1).

Aus (iii) und (iv) folgt dann (bei geeigneter Wahl der Konstanten C)

Sn =kgInZ = ks{(N + P) In(N + P) = NIn(N) - PIn(P)}

(

D oG

pEUZNU
T — —_ = =
—a{(1+ ¢ 1+ 2)- S )}, (1.18)
€ €] € €
so dass fiir die Entropie eines Oszillators gilt:
5= 3 =k{(1e D1+ ) - Sm(F)} =s(¢). (1.19)
N € € € € €

Andererseits wusste PLanck aus der Thermodynamik, dass fiir einen Oszillator auch gilt
[vgl. Gleichung (8.2.8)]:

du 8mv? —

" 3 und

(1.1.10)

=16
-

Bemerkung 1.1.2: Das entspricht U = kgT in obigem Rayleigh-Jeans-Gesetz [Glei-
chung (1.1.2)] (Gleichverteilung von kinetischer und potentieller Energie). <




Kapitel 1. Warum Quantentheorie?

Aus dem Wien’schen Verschiebungsgesetz [Gleichung (1.1.3)] folgt somit

— A du v (T (. T
U= gmidr = 8n (?) = T=v-g (8717) (1.1.11)
und demnach B
du Vg—l (87-(7) vV Vv

Damit folgt

x=g=> dU = vdx

T (T - Y Y 0\ (T
[ E)on [ [ o)D) oo

Der Vergleich mit obiger Beziehung fiir die Entropie liefert:

S (%) =5 (%I) = €=hv mit h = const. > 0. (1.1.14)

ds kg, (W 11
i n(E )7
o T-= hv ¢ ¢ du

= —. (1.1.15)
v 2
exp{kZ_T}_l 8nv? dv

Daraus folgt das

Planck’sche Strahlungsgesetz fiir einen schwarzen Kérper

3
du = 8”? L dv (1.1.16a)
c Jw | q
exp {7}
dE = 8mthe 1 di

(1.1.16b)

A exp {AIIZ;T} -1

Dieses Strahlungsgesetz enthilt als Grenzfille das Wien’sche Gesetz (vgl. Gleichung (1.1.1)

mita = 8mhcund b = Z—;)

(1.1.17)

kgT 8rhv? hv
V> == = du ~ —a &P {_kB_T} dv
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und das Rayleigh-Jeans Gesetz [vgl. Gleichung (1.1.2)]

3
< kB_T R du ~ 8mthv° kgT d 87tkgT

KBl 2
0 o v 3 v-dw. (1.1.18)

In Abbildung 1.1 und 1.2 sind das Planck’sche Strahlungsgesetz sowie die Unterschiede
zum Wien’schen und Rayleigh-Jeans-Gesetz graphisch dargestellt.
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Abbildung 1.2: Vergleich Planck’sches Strahlungsgesetz, Wien’sches Gesetz und
Rayleigh-Jeans-Gesetz
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Durch Vergleich mit den Messungen von KurLsaum (1898) sowie LuMMER und PRINGSHEIM
(1900) ergaben sich

» = 6,550 - 10734]s fiir das Planck’sche Wirkungsquantum und
» kg = 1,346 - 10723 J/K fiir die Boltzmannkonstante.

Das sind bereits schon recht gute Werte, die aktuellen Werte lauten!?:
h=6,62606896-10"%*Js  und kg = 1,3806504 - 1073 J/K.

Ein Grund, warum die Quantisierung lange unentdeckt blieb, ist die Kleinheit des
Wirkungsquantums: in makroskopischen Systemen ist sie praktisch unbeobachtbar.

Bemerkung 1.1.3: Formal kann oft ein Resultat der ,klassischen (nicht quantisierten)
Physik” durch den Grenzwert i — 0 in der Formeln der Quantenphysik hergeleitet
werden, z. B. bleibt i im Wien’schen Gesetz erhalten, tritt jedoch im Rayleigh-Jeans Gesetz
nicht auf — das entspricht der Erwartung, dass bei kurzen Wellenldnge, also kleinen
aufgelosten Raumdimensionen, Quanteneffekte eine Rolle spielen, nicht aber bei langen
Wellenldngen, fiir die das Rayleigh-Jeans Gesetz gilt. <

1.1.2. Der Photoeffekt

Die auch als , Lichtelektrischer Effekt” bezeichnete Auslosung von Elektronen aus einer
mit UV-Licht bestrahlten Oberfliche wurde von Herrz?° (1886: UV-Licht als Ursache),
RutHERFORD?! (1898: Auslosung negativer ,Ionen”) und TrOMSON?2/LENARD (1899: , Elek-
tronen”) entdeckt bzw. untersucht und kann durch folgende Beobachtungen charakteri-
siert werden (LENARD 1902):

(a) Die Zahl der ausgelosten Elektronen ist proportional zur Intensitit des einfallenden
Lichtes, solange dessen Frequenz unverdndert bleibt.

(b) Die Anfangsgeschwindigkeit der ausgelosten Elektronen ist unabhdngig von der
Lichtintensitdt, aber abhidngig von der Lichtfrequenz.

EinsteIN (1905) nahm an, dass
(a) das Licht tatsdchlich ,quantisiert” ist,
(b) die Energie der ausgelosten Elektronen durch
Eiin = hv — e® (1.1.19)

gegeben ist, also die kinetische Energie gleich der Photonenenergie abztiglich der
Auslosearbeit ist,

% NIST Reference on Constants, Units, and Uncertainty*, Stand 2006, http://physics.nist.gov/cuu/
Constants/

20 Heinrich Rudolf Hertz, 1857-1894, dt. Physiker

21 Ernest Rutherford, 1871-1937, neuseelandischer Atomphysiker, Chemie-Nobelpreis 1908

22 Joseph John Thomson, 1856-1940, en. Physiker, Physik-Nobelpreis 1906



http://physics.nist.gov/cuu/Constants/
http://physics.nist.gov/cuu/Constants/
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(c) keine Elektronen unterhalb der Grenzfrequenz

_e
ok

v (1.1.20)

ausgelost werden,

(d) dass die Elektronen ohne zeitliche Verzogerung ausgelost werden (Ergdanzung
durch die Beobachtung von Meyer und Gerracu 1902).

Diese Aussagen wurden durch Messungen von RicnarpsoN und ComproN (1912) sowie
MiLLikan® (1916) bestatigt.

Bemerkung 1.1.4: Klassisch erwartet man, dass

(i) die Anfangsgeschwindigkeit bzw. die Energie der Elektronen proportional zur
Lichtintensitat ist,

(ii) keine Grenzfrequenz existiert,

(iii) eine Zeitverzogerung zwischen Lichtabsorption und Elektronenausldosung existiert.
<

Bemerkung 1.1.5: Die Bezeichnung , Elektron” wurde von G.J. Stoney?* im Jahre 1894
gepréigt25 . |

1.1.3. Der Compton-Effekt

Bei der Streuung von Rontgenstrahlung an Elektronen ist

(a) die Streustrahlung ,weicher”, d.h. sie hat eine niedrigere Frequenz bzw. eine
langere Wellenldnge als die einfallende Strahlung (zuerst gefunden von SApLEr und
Mesnam?® (1912) durch Bestrahlung einer Substanz mit niedrigem Atomgewicht);

(b) die Wellenlangenzunahme AA proportional zu sin %, wobei © den Streuwinkel
bezeichnet.

ComrroN (1922/23) erklérte auch diesen Befund mit der Lichtquantenhypothese als ,,Stofs-
wechselwirkung” zwischen einfallendem Photon und Elektron (siehe Abbildung 1.3).

23 Robert Andrews Millikan, 1868-1953, amerik. Physiker, Physik-Nobelpreis 1923

24 George Johnstone Stoney, 1826-1911, irischer Physiker

25 G. J. Stoney: Of the Electron or Atom of Electricity. In: Philosophical Magazine 38 (1894), S. 418

26 C.A. Sadler, P. Mesham: Réntgen Radiation from Substances of Low Atomic Weight. In: Philosophical
Magazine 24 (1912), S. 138-149
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A>A
V<v

Abbildung 1.3: Compton-Effekt

Bemerkung 1.1.6:
1. Klassisch kann die Winkelverteilung von AA tiber Lichtdruck und Dopplereffekt
erklart werden, nicht aber der Betrag der Anderung.
2. Fir abnehmende Frequenz und steigendes Atomgewicht geht der Compton-Effekt
in den Photo-Effekt tiber.
3. Das Wort ,,Photon” wurde (erst) 1926 von G.N. Lwis®” in einem Nature-Artikel?®

eingefiihrt. <

1.2. Wellencharakter der Materie

Ebenso wie es experimentelle Befunde gab, die die Unzuldnglichkeit einer reinen Wellen-
beschreibung fiir Licht (elektromagnetische Strahlung) aufzeigten (s. 0.), gab es Hinweise
auf die begrenzte Anwendbarkeit klassischer Vorstellungen auf die Struktur von Materie.

1.2.1. Die Atommodelle von Rutherford und Bohr
Aufgrund von Streuexperimenten an Atomen entwickelte RutHERFORD (1911) die Vorstel-
lung29, dass

(a) ein Atom (ratpm = 1071%m) einen vergleichsweise kleinen (< 107'*m) positiv
geladenen Kern hat, der fast die gesamte Masse enthdlt;

(b) der Atomkern in vergleichsweise grofien Abstinden (> 1071 m) von Elektronen
,umkreist” wird;

(c) die (Ellipsen-)Bahnen der Elektronen sich aus der Einwirkung von Coulomb- und
Zentrifugalkraft ergeben.

27 Gilbert Newton Lewis, 1875-1946, amerik. Physikochemiker
28 G.N. Lewis: The Conservation of Photons. In: Nature 118 (1926), S. 874-875, DOI: 10.1038/118874a0
29 E. Rutherford: The Scattering of a and B Particles by Matter and the Structure of the Atom. In: Philoso-

phical Magazine 21 (1911), S. 669-688

—10 -


http://dx.doi.org/10.1038/118874a0
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Bemerkung 1.2.1: Vorldaufermodelle nahmen stationdr verteilte Elektronen in einer
homogenen Verteilung positiver Ladung an (THomson 1903) oder z. B. eine Vielzahl von
elektrischen ,,Dubletts” oder ,,Dynamiden” (LEnarD 1903), sehr kleine identische Teilchen
mit sehr kleinem (< 3 - 107* m) Durchmesser, die im Atom verteilt sind. <

Das Rutherford’sche Modell ist zwar einfach, aber nicht konsistent mit der klassischen Physik
und den Beobachtungen, denn:

(i) Die Elektronen sollten als beschleunigte Ladungen strahlen, was nicht nur nicht
beobachtet wird, sondern auch die Instabilitit des Atoms zur Folge hatte.

(ii) Prinzipiell waren kontinuierliche Energieinderungen infolge der Abstrahlung
elektromagnetischer Wellen moglich, was aber nicht beobachtet wird. Vielmehr
werden Linienspektren beobachtet, in denen die Linien in bestimmten Serien
auftreten, so z. B. die Balmer-Serie des Wasserstoffs (BALMER® 1885, RypseErG®! 1890):

Balmer-Serie

v =cR (1 - l) mit R =109677,6 cm™ L. (1.2.1)
4 n?

(iii) Es sollten fiir Atome , gleichen Typs” verschiedene Elektronenbahnsysteme erlaubt
sein, was aber zu verschiedenen Verhalten von Atomen mit gleichem Z fiihren
wiirde. Das wird ebenfalls nicht beobachtet.

Bemerkung 1.2.2: Die Linien wurden erstmals von WorLasTon>? (1802) bzw. FRaUNHO-
FERS® (1817) beobachtet, die Systematik durch Stoney (1871) bzw. HartLEY (1883) erkannt.
<

Um die Beobachtungsbefunde mit einer theoretischen Vorstellung in Einklang zu bringen,
formulierte Bonr>* (1913) folgende Postulate®:

1. Periodische Bewegungen atomarer Systeme erfolgen in stationdren Zustidnden mit
diskreten Energien Eq, E, ... ohne Energieabstrahlung.

2. Ubergénge zwischen den stationdren Zustdnden bewirken eine elektromagnetische
Strahlung mit einer Frequenz v, die durch hv = E; — E; festgelegt ist.

Bohr zeigte, dass dies im Falle von Kreisbahnen mit n € IN dquivalent ist zu (I = mor):

30 Johann Jakob Balmer, 1825-1898, schweizer Mathematiker und Physiker

31 Johannes Robert Rydberg, 1854-1919, schwed. Physiker

32 William Hyde Wollaston, 1766-1828, en. Arzt, Physiker und Chemiker

33 Joseph von Fraunhofer, 1787-1826, dt. Optiker und Physiker

34 Niels Bohr, 1885-1962, danischer Physik, Physik-Nobelpreis 1922

35 Niels Bohr: On the Constitution of Atoms and Molecules. In: Philosophical Magazine 26 (1913), S. 1-25,
S. 476-502, S. 857-875
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Kapitel 1. Warum Quantentheorie?

Bohr’sche Quantisierungsbedingung

L, = ni =nh & mo,r, = nh. (1.2.2)
2n

Auf dieser Weise lassen sich tatsdchlich die Serien in den Linienspektren beschreiben,
was im Folgendem am Beispiel des Wasserstoffatoms gezeigt wird.

Fiir die stationdre Elektronenbahn beim Wasserstoffatom miissen Zentripetalkraft Fz
und die elektrostatische Anziehung zwischen dem Elektron und dem Wasserstoffkern
(Proton) Fc betragsméflig gleich sein, also

mo? 1 & e?

|
F,| = |F S — = o = = nh, 1.2.
IF:l = [Fcl 7 4mieg 12 mor 4megu " (1.2.3)

wobei die Bohr’sche Quantisierungsbedingung [Gleichung (1.2.2)] verwendet wurde.
Damit erhélt man fiir die Geschwindigkeit und den Radius auf einer Bahn:

Up=——— und r,= Sn°. (1.2.4)
Time

Fiir die kinetische Energie erhdlt man

1, met 1

Ekinn = S0, = SethE (1.2.5)
sowie fiir die potentielle Energie
e 1 me* 1
Epotn = ———— = — —. 1.2.6
Pt dmeg 1, 4€Zh2? n? (1.26)
Bei einem , Bahnwechsel” n — m gilt
me* (1 1
AEjin = —86‘%]12 (ﬁ - E) (1.2.7a)
me* (1 1
AEpot = W (ﬁ - ;) (1.2.7b)
und somit
me* (1 1
AE =hy = AEpot - AEkin = W (ﬁ - ﬁ) (128)
me*t (1 1
= = S — 1.2.9
Y 8egh’ (mz n2) (129)

Fiir den Ubergang auf die zweite Schale, also m = 2, erhilt man die Balmer-Serie [vgl. Glei-

chung (1.2.1)]
me* (1 1 1 1
T (7-7)=®(3-7) (12.10)
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1.2. Wellencharakter der Materie

mit der Rydbergkonstanten

me4

R=——~1097-10"m™". 1.2.11
8ejch® ( )
Bour vollzog einen weiteren entscheidenden Schritt Richtung moderner Quantenmecha-
nik, indem er sagte:

,,Wir miissen auf alle Versuche verzichten, das Verhalten eines aktiven Elek-
trons wihrend eines Ubergangs eines Atoms von einem stationdren Zustand
in einen anderen klassisch uns vorzustellen oder zu erkldaren.”

Bemerkung 1.2.3: Dieser seinerzeit sehr umstrittene Vorschlag musste spdter noch
deutlich erweitert werden. <

1.2.2. Die Materiewellen

pE BrocLIE® (1923) frug sich®:

(a) Wenn Licht (= elektromagnetische Strahlung) neben seiner Wellennatur auch Teil-
cheneigenschaften hat, sollte nicht Materie neben ihrer Teilchennatur auch Welle-
neigenschaften haben?

(b) Sind die (bereits von HamiLron>® und Jacosr®® bemerkten) Ahnlichkeiten zwischen
den Gesetzen der (Teilchen-)Mechanik und denen der (Licht-)Wellentheorie nur rein
formal oder deuten sie auf einen tiefer liegenden physikalischen Zusammenhang
hin?

Er schlug folgende Hypothese vor: ,Mit der Bewegung eines Materieteilchens ist ein
System ebener Wellen derart assoziiert, dass die Gruppengeschwindigkeit der Wellen
gleich der Geschwindigkeit des Materieteilchens ist.”

Man erhélt in der nicht-relativistischen Betrachtungsweise also aus

sznv,kzzT”

l
1 do ' d
E = sm? S und  vg=—=— iy (1.2.12)

die Beziehung

WLUZ

v= 4 p=mo
l l
W_t, _1mo "~ 1. _ 4P
d(X)_ “dv=-""do = -dp= d(h) (1.2.13)

3¢ Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie, 1892-1987, franz. Physiker, Physik-Nobelpreis 1929
37 L. de Broglie: Waves and Quanta. In: Nature 112 (1923), S. 540, DOI: 10.1038/112540a0

38 William Rowan Hamilton, 1805-1865, irischer Mathematiker und Physiker

39 Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851, dt. Mathematiker
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Kapitel 1. Warum Quantentheorie?

und damit die

de Broglie-Wellenlange eines (freien Materieteilchens)

h
A= (1.2.14
5 )
Wegen A = 27” schreibt man auch
g g S p=ak=k (1.2.15)

und verallgemeinert auf den

Wellenzahlvektor eines Materieteilchens bzw. der Impuls eines Photons

p = hik. (1.2.16)

Bemerkung 1.2.4:

1. Damit zeigt sich, dass tatsdchlich Wellentheorie und Mechanik nicht nur formal
dhnlich sind, denn mit der de Broglie-Wellenlédnge geht das Fermat’sche Prinzip40

5f%ds =0 (1.2.17a)

in das Prinzip der kleinsten (extremalen) Wirkung

6fpds =0 (1.2.17b)

uber.

2. Wie erwartet verschwindet die de Broglie-Wellenldnge eines , klassischen” Teilchens
(h — 0). <

Mit den Materiewellen kann die Bohr’sche Quantisierungsbedingung [Gleichung (1.2.2)]
einfach erklart (?) bzw. interpretiert werden:

moury, =nh & 2npury, =nh

I
o 2mr =" -, (1.2.18)

n
D. h. der Umfang einer Elektronenbahn ist ein ganzzahliges Vielfaches der Elektronenwel-

lenldnge. Anschaulich entspricht also die Elektronenbahn einer stehenden Welle (siehe
Abbildung 1.4).

40 Pierre de Fermat, 1607-1665, franz. Mathematiker und Jurist
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1.2. Wellencharakter der Materie

1.2.3. Interferenz von Materiewellen

Eine experimentelle Bestdtigung der de Broglie-Hypothese gelang erstmals Davisson?!
und GerMER*? (1927) durch Bestrahlung eines Nickelkristalls mit Elektronen: es wurden
eindeutige Beugungsphinomene nachgewiesen*. Das oft zitierte Doppelspaltexperi-
ment* zur Elektronenwelleninterferenz wurde erst von Jonsson® (1961) durchgefiihrt
(siehe Abbildung 1.5).

Bemerkung 1.2.5: Lesenswert dazu sind Feynman’s* Ausfithrung in den Feynmans
Lectures, Vol. 111 <

Elektronen >

S

Doppel-  Detektor-
spalt fliche

Abbildung 1.4: Elektronenbahn Abbildung 1.5: Doppelspaltexperiment
als stehende Welle

41 Clinton Joseph Davisson, 1881-1958, amerik. Physiker, Physik-Nobelpreis 1937

42 Lester Halbert Germer, 1896-1971, amerik. Physiker

43 C. Davisson, L.H. Germer: Diffraction of Electrons by a Crystal of Nickel. In: Physical Review 30,
S. 705-740, DOI: 10.1103/PhysRev.30.705

44 Claus Jonsson: Elektroneninterferenzen an mehreren kiinstlich hergestellten Feinspalten. In: Zeitschrift
far Physik A 161 (1961), S. 454-474, DOI: 10.1007/BF01342460

45 Claus Jonsson, geb. 1930, dt. Physiker

46 Richard Phillips Feynman, 1918-1988, amerik. Physiker, Physik-Nobelpreis 1965
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1.3. Die Einordnung der Quantenmechanik

Die Einordnung der Quantenmechanik ldsst sich wie folgt schematisch darstellen:

1 — — 1 I
=
1 i |
= 1 |
I
o o g | o o 4o
Relativistische | Relativistische

Mechanik |  Quantenmechanik
I
I
I
I
I

1l _ _ _ _________ L e —
2 I
I
I
I
I
I

. o | .

klassische Mechanik | Quantenmechanik
I
I
I
I
I
I
T

1 i\ o1
mec) d
\/-/\/_/
reduzierte d Dubrvfhm%sscr
Compton-Wellenlidnge s O%i?lftetsctcn

des Elektrons

Abbildung 1.6: Einordnung der Quantenmechanik

Gegenstand der Vorlesung ist die nicht-relativistische Quantenmechanik.
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Kapitel 2.

Wellenmechanik

Wir wissen nun, dass Materiewellen geeignet sind, quantentheoretische Aussagen (z. B.
die Bohr’sche Quantisierungsbedingung) plausibel zu machen und eine , Vorstellung”
der Quantenwelt (stehende Wellen im Atom, Teilcheninterferenz) zu formulieren. Wir
wissen auch, das diese Wellen durch die Frequenz v = % und die Wellenlidnge A = .
charakterisiert sind, wobei E und p die Energie und der Impuls des jeweilig betrachteten
Materieteilchens sind, und dass allgemeiner p = fik und |k| = k = 27” gilt. Wie aber kann
nun:

(a) eine Funktion formuliert werden, die Materiewellen beschreibt?

(b) eine Differentialgleichung formuliert werden, deren Losung die gesuchte Wellen-
funktion ist?

(c) eine solche Wellenfunktion sinnvoll interpretiert werden?

Wir beginnen mit der Betrachtung des Problems (a). ..

2.1. Die Wellenfunktion

Allgemein kann eine ebene, monochromatische Welle durch eine periodische Funktion
f(r,t) charakterisiert werden:

f(rt)=expli(k-r—wt)}. (2.1.1)

Gemafs der de Broglie-Hypothese (siehe Abschnitt 1.2.2) wird die Teilchenbewegung
durch ein System ebener Wellen beschrieben, d. h. durch die Uberlagerung von ebenen,
monochromatischen Wellen, einem sogenannten ,, Wellenpaket*:

Y(r,t) = fa(k) exp {i (k-7 — wt)} d3k. (2.1.2)

1
(2m)3/2
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Kapitel 2. Wellenmechanik

Die Funktion a(k) beschreibt den jeweiligen Beitrag (die Amplitude) einer Einzelwelle
mit Wellenzahlvektor k, also mit Wellenldnge A = % Man bezeichnet ¢ = k - r — wt als
Phase einer Welle. Fiir Orte r gleicher Phase ¢ = const. gilt dann:

ol AR

+ wt
¢o=k-r-wt © ot+towt=|klg-r = C1(€k r) = dj}(q5 a)) |CI:|,

d. h. die Phase breitet sich mit der Phasengeschwindigkeit vp, = ﬁek aus. Zentrale Bedeu-
tung hat die Funktion w = w(k), die sogenannte Dispersionsrelation, die das Verhalten
eines Wellenpakets wesentlich bestimmt. Um das einzusehen, betracht wir zwei Fille:

(a) dispersionsfreie Wellen = Vyw ist keine Funktion von k.

Daraus folgt @ = c|k| mit ¢ = const. (Dispersionsrelation von EM-Wellen). Offenbar
gilt [vpy| = | ¢ und somit vpy, = ce, = clk =>k-vp, = clk = cl|k|, also:

Y(rt) = a 1)3/2 f a(k)exp (i (k - r — wt)} d°k
= ﬁ f a(k)exp {i (k - r - clk|t)} d3k

1 . 3
(2 )3/2 fa(k) exp{zk (r— vpht)} d’k
Lo : 3
= on )3/2 fa(k) exp {ik - s} d°k
= 1(s,0) = P(r — vyt 0). (2.1.4)
D. h. das Wellenpaket propagiert ,unverzerrt” mit konstanter Geschwindigkeit vy,
(b) dispersive Wellen: ?1_?() = Vjw ist eine Funktion von k.

Die Phasengeschwindigkeit ist hier eine Funktion von k, so dass sich die einzelnen
ebenen Wellen des Pakets mit unterschiedlichem Geschwindigkeiten ausbreiten
— daraus folgt, dass das Wellenpaket , verzerrt” wird. Falls letzteres aus Wellen
mit dhnlichen Wellenzahlvektoren zusammengesetzt ist, also alle k nahe einem ko
liegen, erfolgt die Verzerrung langsam und es gilt:

000 = G [ AWtk 7]
l
= —(27'(1)3/2 fa(ko + K) exp {l ([kO + K] - a)t)} dBk (215)

Unter Verwendung von d3k = d3«, ||,f|| < 1lund

w(k) = w(ko) + Viwly, (k — ko) + ... = w(ko) + Viwlk, - 1 (2.1.6)
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2.2. Die Dispersionsrelation fir Materiewellen

findet man

P(r,t) = _1 fa(ko + K) exp {i(rc 1= Viwly, - xt)} a3« - exp {i (ko - ¥ — w(ko)t)}

(2m)3/2
= Mrtko) expli(ko-r— w(ko)t)) 2.1.7)
[
,Modulationsfaktor” ebene Welle

mit dem Modulationsfaktor

’ vgr := Viw = ,Gruppengeschwindigkeit” ‘

8
1 .
M(r,t, ko) = W fa(ko + k) exp {uc (r — vgrt)} d3x (2.1.8)
= M(l‘ - vgrt,o,ko), (2.1.9)
d.h. der Modulationsfaktor propagiert mit der Gruppengeschwindigkeit
(vgr = Viw).
P(rt)
t th >t
: M(T,t,ko) ? !

r
Abbildung 2.1: Dispersive Wellen
Bemerkung 2.1.1: Im Falle dispersionsfreier Wellen mit w = c|k| gilt:
dw
Vgr = - cex = Opyy (2.1.10)

<«

Offenkundig ist also die Dispersionsrelation entscheidend und wir miissen letztere fiir
Materiewellen bestimmen.

2.2. Die Dispersionsrelation fur Materiewellen

Gemaifs pe Broguik gilt fiir Materiewellen (nicht-relativistisch)

p=mv

{ f

p=lik o o= dw dw 1

! _h o,
ak—vgr—Vka)—aﬁ @—Ek = w—%k +wo (221)

und mit der Wahl wg = 0:

— 19—



Kapitel 2. Wellenmechanik

Dispersionsrelation flir Materiewellen

_ h 2
0=k (2.2.2)

Offenbar wird |vg,| > c fiir |k| > %¢, daher muss eine fiir alle |k| giiltige Dispersionsrelation

= B
unter Beriicksichtigung relativistischer Effekte hergeleitet werden:
2 2
= M0 2o (1 T (2
p=ymv= = =hk = v —(1 CZ)(mk)
a2
h2k> 12
2 2
= v= —%k L do
B 2 dk
1+ h—’;)
2
= w = mea 1 (ﬁ)
f mc

und damit (siehe auch Abbildung 2.2)

relativistische Dispersionsrelation

5 mc\> 5 w?  (mc\? o,
= (h)+k N Cz_(h)+k. (2.2.3)
|vgr| |Z7ph| L
(tmmmmmmmmmm o (t=mmmm——m———=
|kl |kl |kl

— Materiewelle — —EM-Welle

Abbildung 2.2: Dispersionsrelation fir Materiewellen

2.3. Die Klein-Gordon- und die Schrédingergleichung

Die Grundgleichungen fiir Materiewellen, die wir geméafs der obigen Frage (b) formulieren
mochten (siehe Kapitel 2), konnen nicht streng hergeleitet werden, vielmehr beruhen sie
auf Analogien zwischen klassischen und quantenmechanischen Grofien. Dazu stellen
wir zundchst fest, dass fiir elektromagnetische Wellen (EM-Wellen) gilt:
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2.3. Die Klein-Gordon- und die Schrédingergleichung

Dispersionsrelation: « = c|k|

2
Wellengleichung: 18_ — A Y(r,t) =0Y(rt) =0
c2 ot? v 4
N~——— ———

=0
(O ist der o’ ALemBERT-Operator!)

Diese beiden Gleichungen sind konsistent, denn fiir ein Wellenpaket

U(rt) = m f a(k)exp {i (k - r — wt)} d°k (2.3.1)
gilt mit
92
Eexp{...} = —iwexpi{...] = ﬁexp{...} = —a)2exp{...}
Vexp{...)=ikexp{.... = Aexpl...}=-Kexp{..}
folgendes:

1P 1 2
{C_Zﬁ —A}sb(rrt) = W{f(—%)a(k)exp{...} d3k+fk2a(k)exp{...} d3k}

1

—_— 2 |
~ 2n)2 f {"2 - Cs—z}ﬂ(k) exp{...} k=0 (2.3.2)

und damit
? =k = w=dk. (2.3.3)

Im Falle von Materiewellen sollte analog gelten:

o1 mc\? w?
0+ Wf{(7) +k2—c—2}a(k)exp{...} &k

= #{(%)Z fa(k)exp{...} d3k+fk2a(k)exp{...} P

(2m)3/2
2
- f %a(k)exp{...} d3k}
1%y

me \?
- (7) YD) - Al + 5 5 (2.3.4)

und man erhalt die

Klein-Gordon-Gleichung eines kréftefreien Teilchens

1 9% mc\?
{c_z(ﬁ “A+ (7) }lp(r,t) 0. (2.3.5)

' Jean-Baptiste le Rond, genannt d’Alembert, 1717-1783, franz. Mathematiker, Physiker und Philosoph
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Diese Gleichung beschreibt relativistisch die Materiewelle, die mit einem sich kréftefrei
bewegenden Teilchen assoziiert ist.

Bemerkung 2.3.1: Im Falle verschwindender Ruhemasse m = 0, also fiir Photonen,
geht die Klein-Gordon-Gleichung?? in die wohlbekannte Wellengleichung (s.o.) der
elektrodynamischen Potentiale tiber. <«

Bemerkung 2.3.2: Wie bereits in der Elektrodynamik, wird auch in der Quantenmechanik
oft der Quabla- bzw. o’ ALEMBERT-Operator verwendet:

0=t Al {u ; (%)2} () = 0. (2.3.6)

Bemerkung 2.3.3: Wenn man die Klein-Gordon-Gleichung verwendet ergaben sich
allerdings Probleme mit der sogenannten , Kontinuitatsgleichung” der Quantenmechanik.
Das fiihrte schliellich zur Dirac-Gleichung?. )

Betrachtet man nur den nicht-relativistische Fall, so gilt analog:

0+ ﬁf(%ﬁ—w)a(k)exp{m} &k

_1 f
— P {—fa)a(k) exp{...) &k + %sza(k) expl...) d3k}

= 220~ S Ap(e) (237)

und man erhalt, durch Multiplikation mit —#, die

Schroédinger-Gleichung eines kraftefreien Teilchens

'ﬁ& t) = th t 2.3.8
15#’(1’/)——% IP(T,) ()

Bemerkung 2.3.4: Die Multiplikation mit 7 erfolgt aus (spéater einsehbaren) praktischen
Griinden: so erhélt man als Dimension der Terme ndmlich eine , Energie”. <

2 Oskar Benjamin Klein, 1894-1977, schwed. Physiker
3 Walter Gordon, 1893-1939, dt. Physiker
4 Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984, en. Physiker, Physik-Nobelpreis 1933

— 22 —



2.3. Die Klein-Gordon- und die Schrédingergleichung

Bemerkung 2.3.5: Diese Gleichung wurde erstmals von SCHRODINGER® im Jahre 1926
,hergeleitet”®7:8:910 Auf die analoge Entwicklung einer Matrizenmechanik durch Her-
sENBERG!! (1915) wird hier nicht eingegangen. <«

Bemerkung 2.3.6: Hinsichtlich der Ordnung der zeitlichen und raumlichen Ableitungen
ist die Schrodinger-Gleichung — im Unterschied zur Klein-Gordon-Gleichung — asymme-
trisch, kann also fiir , relativistische” Probleme nicht relevant sein. <

Um auch die Bewegung eines Materieteilchens beschreiben zu kdnnen, auf welches eine
Kraft wirkt, lassen wir uns von einer weiteren Analogie leiten:

Sei (r,t) = Yo exp {—i(k - r — wt)}, dann gilt:
8¢J H2 #2

o L a0 " (_ 2
i o ZmAlp o ih(-iw)y Zm( k )4;
thZ l (hk)z l pZ
L=t ha)l)b = %lp (=1 I’lVl,b = o l)b L=t El,b = %
pz

In gewisser Weise entspricht also die Schrodinger-Gleichung dem Energiesatz. Dann liegt
als Verallgemeinerung nahe:

Sei E = % + V(r), dann folgt:

Schrodinger-Gleichung

Loy 12
i = {—%A + V(r)} . (2.3.10)

Bemerkung 2.3.7: Die Erweiterung um den Term V/(r) entspricht formal der oben bereits
erwidhnten, aber zunédchst vernachldssigten Konstanten wy in der Dispersions-Relation
(siehe Gleichung (2.2.1)). <

5 Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger, 1887-1961, dsterr. Physiker und Wissenschaftstheoreti-
ker, Physik-Nobelpreis 1933

8 E. Schrodinger: Quantisierung als Eigenwertproblem. In: Annalen der Physik 384 (1926), S. 361-376,
DOI: 10.1002/andp.19263840404.

7 E. Schrodinger: Quantisierung als Eigenwertproblem. In: Annalen der Physik 384 (1926), S. 489-527,
DOI: 10.1002/andp.19263840602.

8 E. Schrodinger: Quantisierung als Eigenwertproblem. In: Annalen der Physik 385 (1926), S. 437-490,
DOI: 10.1002/andp.19263851302.

9 E. Schrodinger: Quantisierung als Eigenwertproblem. In: Annalen der Physik 386 (1926), S. 109-139,
DOI: 10.1002/andp.19263861802.

10 £ Schrédinger: Uber das Verhéltnis der Heisenberg-Born-Jordanschen Quantenmechanik zu der mei-
nem. In: Annalen der Physik 384 (1926), S. 734-756, DOI: 10.1002/andp.19263840804.

" Werner Karl Heisenberg, 1901-1976, dt. Physiker, Physik-Nobelpreis 1932
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Bereits hier stellen wir fest, dass — wie auch immer die Wellenfunktion zu interpretieren
ist — die folgenden Zuordnungen gelten:

E —'ha—lp = E—>'ﬁ2 (2.3.11a)
17b_1 o 1 9 o.dla
P 2 il

o —%Agb e ppp=-HV)-H(V)Y = p— ?V. (2.3.11b)

D.h. durch Anwendung dieser Differential-Operatoren auf die nicht beobachtbare Wel-
lenfunktion (r,t) erhélt man die vertrauten beobachtbaren Grofien, die sogenannten
,,Observablen”. Dieses Operator-Kalkiil erlaubt es, die Schrodinger-Gleichung formal als

ih%gb(r,t) = Hy(r,b) (2.3.12)

zu schreiben, wobei H = —%A + V(r) als Hamilton-Operator bezeichnet wird, der direkt
zur Hamilton-Funktion der klassischen Mechanik korrespondiert!?.

Bemerkung 2.3.8: Tatsdchlich basierte SCHRODINGERs urspriingliche Herleitung auf dem
Hamilton’schen Formalismus der klassischen Mechanik. <

2.4. Eigenschaften der Schrodinger-Gleichung

Bevor wir uns der Interpretation von 1(r,t) zuwenden, ist es lohnenswert, auf einige
Eigenschaften der Schrodinger-Gleichung hinzuweisen:

(a) Die Schrodinger-Gleichung ist linear, d. h. wenn 11(r,t) und 2 (r,t) Losungen sind,
ist auch ¢(r,t) = c11(r,t) + coa(r,t) mit ¢1 o € C eine Losung.

(b) Die explizit komplexe Form der Schrodinger-Gleichung fithrt zu Wellen- statt
Diffusionslosungen, die typisch fiir parabolische Differentialgleichungen mit reellen
Koeffizienten sind.

(c) Die komplex-konjugierte Schrodinger-Gleichung lautet

o 1
- iﬁa—"i = {—%A + V(r)} v, (2.4.1)

d.h. ¢ erfiillt nicht die Schrodinger-Gleichung, sondern ihre komplex-konjugierte
Version.

12 Siehe auch Gleichung 3.12.11 und Kapitel 5. im Skript , Theoretische Physik: Mechanik® von R. Schlickei-
ser.
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2.5. Die Interpretation der Wellenfunktion

2.5. Die Interpretation der Wellenfunktion

Nach der konzeptionellen , Vereinheitlichung” von EM-Wellen und Materieteilchen stellt
sich die grundsétzliche Frage, ob und wie das Quanten- und Wellenbild miteinander in
Zusammenhang gebracht werden kénnen?

Eine Antwort kann aus einer Analyse des Doppelspaltversuchs erhalten werden, von
dem wir folgendes wissen:

(a) Das Interferenzbild ist durch Maxima und Minima charakterisiert.

(b) Ein Detektor, mit dem das Interferenzbild gemessen wird, weist an eng lokalisierten
Stellen stets ,Quanten” nach.

(c) Esist unmoglich vorherzusagen, durch welchen Spalt ein Quant treten und wo es
auf die Detektorflache treffen wird.

(d) Stellen wir fest, durch welchen Spalt ein Quant tritt, verschwinden die Interferenz-
erscheinungen fiir diese so lokalisierten Quanten (siehe Abbildung 2.3).

Ohne Bestimmung des
Spaltdurchtritts: Mit Bestimmung des Spaltdurchtritts:

>

)

Doppel-  Detektor- Doppel-  Detektor-
spalt fliche spalt fliche
Interferenz! keine Interferenz!

Abbildung 2.3: Interferenz von EM-Wellen am Doppelspalt

Weiterhin weifs man fiir EM-Wellen, dass das Quadrat der Amplitude (also die Intensitét)
proportional zur Photonenzahl ist, d. h. (geméaf3 einer Interpretation von EINSTEIN) es
ist an Orten hoher Intensitdt wahrscheinlicher ein Photon zu finden als an solchen
niedriger Intensitdt. Um dies auch auf ein einzelnes Quant anwenden zu kénnen, hat
Born'? (zusammen mit Wiener'* 1926) folgende bis heute akzeptierte Interpretation der

3 Max Born, 1882-1970, dt. Mathematiker und Physiker, Physik-Nobelpreis 1954
4 Norbert Wiener, 1894-1970, amerik. Mathematiker
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Wellenfunktion formuliert!>16:17;

Born/Wiener-Interpretation der Wellenfunktion

Die Wahrscheinlichkeit, ein Quant zu einer bestimmten Zeit ¢ bei einem Experiment in
einer Umgebung d’r um den Ort r anzutreffen, ist durch

() d°r (2.5.1)

gegeben.

In quantentheoretischer Interpretation gibt es keinen direkten Zusammenhang zwischen
der Bahn eines Quants und seiner Wellenfunktion. Insbesondere kann iiber die Bahn
eines Quants zwischen zwei Messungen nichts ausgesagt werden.

Aus obiger Interpretation folgt, dass das Amplitudenquadrat der Wellenfunktion als
Wahrscheinlichkeitsdichte

o(rt) = (O = 9" (rhg(rt) (25.2)

gedeutet werden kann. Daraus folgt unmittelbar die Normierungsbedingung:

f or)dr=1 o f (r )2 d3r = f Py ddr =1, (2.5.3)

Diese besagt, dass ein Quant zu jedem Zeitpunkt ,irgendwo” sein muss. Dass das
Raumintegral tiber [|* nicht nur unabhingig vom Ort des Quants ist (trivial!), sondern
auch von der Zeit (so dass die Normierung erhalten bleibt!), sieht man an

r, t unabhéngig

d 3, i do ;5 L
Y od’r = f;d r=0. (2.5.4)
Nun ist aber 5 5
do _ A A—
2l wn=v ey (255)

Mit den Schrodinger-Gleichungen iﬁ%—lf = {—%A + V} Y und ih% = {%A - V} Y" sowie
V= Zh—'fV erhélt man

d
af 2mi {"l’ P - YV - gAY + VY (2.5.6)

5 M. Born: Zur Quantenmechanik der StoBvorgénge. In: Zeitschrift fiir Physik A 38 (1926), S. 803-827,
DOI: 10.1007/BF01397184.

6 M. Born: Das Adiabatenprinzip in der Quantenmechanik. In: Zeitschrift fiir Physik A 40 (1927), S. 167-192,
DOI: 10.1007/BF01400360.

7 M. Born, N. Wiener: Eine neue Formulierung der Quantengesetze fiir periodische und nicht periodische
Vorgénge. In: Zeitschrift flir Physik A 36 (1926), S. 174-187, DOI: 10.1007/BF01382261.
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2.5. Die Interpretation der Wellenfunktion

Mit den Beziehungen: V(PA) = (V- A) + A- VO und A = V- V erhilt man

%0 - V) - (V) (V) - V- (V) + (V) (V)

2mi
=V {i (YVy"* — gb*ng)} =-V-j (25.7)

2mi

mit der

Wahrscheinlichkeitsstromdichte

rh) = s (V= YY), (2538)

Damit gentigt o(r,t) offenbar einer Kontinuitatsgleichung

do .
E+v.]_0 (2.5.9)
und es folgt
d dar:f@d?’r:_fv.-dSr:-gS'-dA=o (25.10)
T 0 at ] A] . D

Das Oberflachenintegral verschwindet, weil

f|¢|2 dPr=1<o (2.5.11)

erfiillt ist, d. h. limy,|_,. ¢ (r,t) hinreichend schnell gegen Null geht.

Bemerkung 2.5.1: Mit Hilfe der Klein-Gordon-Gleichung kann keine Kontinuitatsglei-
chung fiir o(r,t) = [* hergeleitet werden, d. h. diese Groe kann in diesem Falle nicht als
Wabhrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden.

PauLi!® und Wersskorr!? (1934) gelang die Interpretation der Klein-Gordon-Gleichung als
,Feldgleichung fiir ein geladenes Feld mit Spin 0”, wobei g als Ladungsdichte gedeutet
wird?. <

Bemerkung 2.5.2: Vor der Born/WieNER-Interpretation der Losung i(r,t) (bzw. o = |¢[*)
der Schrodinger-Gleichung wurden auch Versuche unternommen, ¢ bzw. ¢ mit der
Materie- und Ladungsdichte in Zusammenhang zu bringen. Dies scheiterte u. a. an der
Normierungsbedingung. <

'8 Wolfgang Ernst Pauli, 1900-1958, dsterr. Physiker, Physik-Nobelpreis 1945

'8 Victor Frederick Weisskopf, 1908-2002, dsterr.-amerik. Physiker

20 W. Pauli, V. Weisskopf: Uber die Quantisierung der skalaren relativistischen Wellengleichung. In: Helveti-
ca Physica Acta 7 (1934), S. 709-731.
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Kapitel 2. Wellenmechanik

2.6. Erwartungswerte, Operatoren und das
Korrespondenzprinzip

Mit der Interpretation von y(r,t) als ,, Wahrscheinlichkeitswelle” und von o(r,t) = |1,b|2
als Wahrscheinlichkeitsdichte liegt es nahe, folgende Erwartungswerte fiir den Ort und
Impuls eines Quants zu definieren:

Erwartungswerte fir Ort und Impuls

() = f ro(rt)d’r = f rly(r ) &r = f vry d3r (2.6.1a)
p)t) = f po(rt) &r = f plur i &r = f py dir. (2.6.1b)

Bemerkung 2.6.1: Wihrend f " d3r zeitunabhingig ist [siehe Gleichung (2.5.4)], wird
f P f(r)y d3ri.a. zeitabhdngig sein. <

Nehmen wir nun an, dass (v) = d<r>

d{x; J
flt):f afd3r——fxz ( [V VY~ ¢V¢])

’CD(V-A):V(CDA)—A-V(D‘

l
M {fv LV = vy &= [ L] Vs } (%)

 2mi

gilt, so folgt mit r = (x1,x2, x3):

(=) (+)

Umwandlung des ersten Integrals (+) von einem Volumen in ein Oberfldchenintegral
liefert hierfiir

f V- (xi [¢'Vy - pVy']) dr = Sé xi [P"Vi — V] dA = 0, (%)
da limy—,. ¢ = 0. Das zweite Integral (++) fiihrt auf
J
[twvy gyt vadr= [y 5t -y2E o @

Einsetzen von Gl. (&) und () in (x) liefert mit partieller Integration

dx)y _ h L0y d “r
ar :%{fl)b 8_xld3r_f8_xl(¢l’b)d3r+fa_le’b dsi’}

=0 wg. limy_,00 =0

f ¥ 3 9 (2.6.2)
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und allgemeiner demnach

ry * 3,
T fll’ vy dr. (2.6.3)
Das heifst aber
(p) = m(v) = d<r> = f W'V dPr = f ' ( )¢d3r. (2.6.4)

Vergleich mit obigem Erwartungswert ergibt erneut (vgl. Abschnitt 2.3):

p— ?V, (2.6.5)

d.h. dem Impuls p kann ein Operator zugeordnet werden.

Bemerkung 2.6.2: Die Tatsache, dass die Erwartungswerte der dynamischen Variablen
r und p die Gleichungen der klassischen Mechanik erfiillen, ndmlich

d{r)

sowie q
a(;,) = —(VV(r)) (2.6.7)
bezeichnet man als Theorem von Ehrenfest®!/?* (1927). <

Insgesamt konnen wir feststellen, dass den dynamischen Variablen Ort r, Impuls p,
Energie H, ... quantenmechanische Operatoren

F=r (Ortsoperator) (2.6.8a)

p= ?V (Impulsoperator) (2.6.8b)
2

A= —zh—mA + V(r) (Hamilton-Operator) (2.6.8¢)

zugeordnet werden, deren Anwendung auf die Wellenfunktion 1(r,t), die einen physika-
lischen Zustand festlegt, eine physikalische Observable ergibt. Dabei sind wegen

=y pY==Vy=pp H¢:(—%A+V)¢=El,b (2.6.9)
die moglichen Messwerte einer Observablen die Eigenwerte des zugeordneten Operators.

Allgemeiner gilt das Korrespondenzprinzip:

21 Paul Ehrenfest, 1880-1933, Gsterr. Physiker
22 p. Ehrenfest: Bemerkung liber die angendherte Giiltigkeit der klassischen Mechanik innderhalb der
Quantenmechanik. In: Zeitschrift flir Physik A 45 (1927), S. 455-457, DOI: 10.1007/BF01329203.
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Das Korrespondenzprinzip

Jeder Observablen A(r,p), also jeder (reellen) Funktion der Orts- und Impulskoordinaten
wird in der Quantenmechanik ein (moglicherweise komplexwertiger) Operator

A@p) = A(r,?V) (2.6.10)

zugeordnet. Fiir den Erwartungswert einer solchen , dynamischen Variablen” gilt

(A) = f lp*A(r,?V)gbd% (2.6.11)

wobei i(r,t) (als Losung der Schrodinger-Gleichung) den physikalischen Zustand eines
Systems beschreibt. Die Eigenwerte a,, des Operators A, die die Gleichung

Ay, =a,p,  mit  a,€R (2.6.12)

erfiillen, sind die moglichen Messwerte der Observablen. Im Allgemeinen ldsst sich die
Eigenwertgleichung nur fiir bestimmte Eigenwerte a, und zugehorige Eigenfunktionen
), 16sen.

2.7. Die Eigenschaften der quantenmechanischen Operatoren

Wenn die Eigenwerte a eines Operators A die moglichen Messwerte repréasentieren
sollen, miissen diese Eigenwerte reell sein. Das ist gewihrleistet, wenn der Operator A
hermitesch ist, d. h. wenn gilt:

(Ay = f YAy &Pr = f (Apyyp d’r = f YAY* Pr = (A 2.7.1)

Dann ist also auch insbesondere der Erwartungswert eines hermiteschen Operators reell.
Zudem sind alle quantenmechanischen Operatoren linear, d. h. es gilt:

A(C1¢1 + CZIPZ) = ClA(I]Dl) + CzA(lJ)z) mit c¢q,c0 € C. (2.7.2)

SchliefSlich sind Operatoren im Allgemeinen nicht vertauschbar:

Beispiel 2.7.1 [Nichtvertauschbarkeit von Operatoren]:

Sei 7 = (321,552,323) = (Xl,X2,X3) undfa = ?V = ?(%}q’&ixz’%) = (ﬁl,ﬁz,ﬁg,). Darmfolgt

ca o HOY T 9 _h[ o9y Nl _ h
szzEU—szﬂ# —xl?a_xi - 78_x,(x’l/)) - ; |:xza_xi _IIJ_Xla_xi_ - _7¢

und
. . oy h oo
xipfll) - ijilil) = xi? axj - ?axj

R A
(xlll)) = ; [xl &x]- Xi ax]'_ =0.

Insgesamt also
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2.8. Die bra- und ket-Vektoren und der Hilbertraum

’ [2:6]] := 2:p; — p;%: (Kommutator)
A s a h ! A h .
|20 - piti] v = —soy e [y = -2y = ihdyy

= [f,,PA]] = zhé,] =4 [FAJI,J?]] = —lh(S,]

Offenkundig sind die Operatoren £; und p; nicht vertauschbar.

Allgemeiner gilt fiir zwei quantenmechanische Operatoren A, B:

Wenn fiir den Kommutator [A,B] = AB - BA = 0 gilt, dann besitzen die beiden Operatoren
ein System simultaner Eigenfunktionen.

Bemerkung 2.7.1:

1. Die Nicht-Vertauschbarkeit quantenmechanischer Operatoren steht im direkten Zu-
sammenhang mit den Heisenberg’schen Unschiirferelationen (siehe Abschnitt 2.9).

2. Der Kommutator der Quantenmechanik entspricht der Poisson-Klammer der klassi-
schen Mechanik?.

3. Hin und wieder ist auch der so genannte Antikommutator niitzlich, der als
{AB]=AB+BA (2.7.3)

definiert ist. <

2.8. Die bra- und ket-Vektoren und der Hilbertraum

Dirac hat folgende abkiirzende Schreibweise eingefiihrt:

f(p*(r,t))((r,t) d3r = <(p|}(> (: <)(|(p>*). (2.8.1)

Es gilt nun, dass die quadratintegrablen Funktionen
xe) =10 mit () = [ dr <o 282)

einen linearen Raum, den sogenannten Hilbertraum, aufspannen, in dem durch <q0| )(> ein
Skalarprodukt definiert ist. |x), |) heilen ket-Vektoren und (x|, {¢| heiflen bra-Vektoren®*.

Dann gilt weiter fiir hermitesche Operatoren A:

Ay = (p|Aly) = f YAy d®r = (y|Ay) = (Aylp) (2.8.3a)
Ay = anlipn)- (2.8.3b)

23 Siehe auch Kapitel 6.2 im Skript , Theoretische Physik: Mechanik® von R. Schlickeiser.
24 Diese Bezeichnungen wurden aus ,bra(c)ket“ gebildet
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Die Eigenfunktionen (oder Eigenzustiinde) |1,bn) der in der Quantenmechanik auftretenden
Operatoren bilden ein diskretes oder kontinuierliches vollstindiges Orthonormalsystem,
d. h. eine beliebige Zustandsfunktion 1 ldsst sich mit den Koeffizienten/Funktionen C,
als Summe oder Integral schreiben:

Y= ZE Cultpn)- (2.8.4)

Definiert man die Streuung einer Observablen als:

(AAY = ((A-(A)?)  (mitz.B.(A) = (¢ |4]y)) (2.8.5)

1463t sich folgendes Theorem beweisen:

Allgemeines Unschéarfetheorem

1
IAAIIAB] > E|<¢

[A,B]| lp>] (2.8.6)

Demnach gilt: Die Nichtvertauschbarkeit von Operatoren ist dquivalent zur Unmoglich-
keit, die entsprechenden Observablen gleichzeitig beliebig genau messen zu kdnnen.

2.9. Die Heisenberg’sche Unscharferelation

Da in der klassischen Mechanik keine der dynamischen Variablen r und p bevorzugt
ist, sollte auch die Quantenmechanik in Bezug auf Ort und Impuls in gewisser Weise
symmetrisch sein. D. h. insbesondere, dass statt

p)= f p|¢(r,t)2d3r auch (p) = f pldp.t)

gelten sollte, was dann symmetrisch zu (r) = f r’tp(r,t) ? &3 wire. Mit der Verwendung
von gﬁ(p,t) arbeitet man im ,Impulsraum”. Es stellen sich die Fragen:

2 d3p (2.9.1)

(a) Wie kann {/(p,t) definiert werden?
(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen ¢/(p,t) und (r,t)?

Da {(p,t) iiber p = fik mit a(k) in Zusammenhang stehen muss, betrachtet man:

W(rt) = f a(k)exp {i (k - r — wt)} d°k

L
(271)3/2

a(lk)=13/2a(p)
p=hk

i m fﬁ(p) exp {z(% - a)t)} d®p

) W f eXp{%’” ' "}ﬁ(”) exp {~iwt} d’p. (2.9.2)

—_—
=1J(p.t)
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Damit folgt fiir die

Wellenfunktion im Ortsraum

1 i .
Y(rt) = PrE ft,b(p,t) exp {%p . r} d®p. (2.9.3)

Offenbar (siehe Mathematikvorlesung) ist y(r,t) die Fouriertransformierte von {(p,t), so
dass umgekehrt gilt

Wellenfunktion im Impulsraum

~ 1 )
Y(p,t) = W f!/}(r,t) exp {—%p . r} d3r (2.9.4)

Bemerkung 2.9.1: Die Normierung ist so gewé&hlt, dass mit

f¢*¢d372flp*lﬁdsp:fa*ad3k:fﬁ*ﬁd3p:1 (2.9.5)

die ParsevaL’sche® Vollstindigkeitsrelation gilt. <

Statt einen physikalischen Zustand mit ¢(r,t) im Ortsraum zu beschreiben, kann man
auch Y(p,t) im Impulsraum verwenden. Dann ist

2

ap.t) =9 (pHdpD = [dpb (2.9.6)

als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum zu interpretieren (vgl. Abschnitt 2.5) und

2 & (2.9.7)

(.0

25 Marc-Antoine Parseval, 1755-1836, franz. Mathematiker
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ist die Wahrscheinlichkeit, ein Quant zu einer bestimmten Zeit ¢ in einer Umgebung dp
um den Impuls p anzutreffen.

Bemerkung 2.9.2: Bei Verwendung der Funktion {(p,t) zur Beschreibung eines Zustan-
des eines physikalischen Systems ergibt sich — ganz analog zu Abschnitt 2.6 —, dass
gilt:

(h ) -
(r) = f i (?Vp)lpd?’p. (2.9.8)
Man erhilt also "
7= 7Vp (2.9.9)

und spricht von der Impulsdarstellung des Ortsoperators. Allgemeiner kann jeder quanten-
mechanischer Operator in Orts- oder Impulsdarstellung formuliert werden:

Ortsdarstellung: A(?,ﬁ) =A (r,i—?V,) (2.9.10a)
A it

Impulsdarstellung: A@rp)=A (?Vp,p) . (2.9.10b)

<

Man kann allgemein zeigen (siehe Mathematikvorlesung), dass fiir die Breiten Ar und
Ak von (r,0) und der Fouriertransformierten a(k) gilt: Ax;Ak; > %617. Daraus folgt mit
p] = hk ]

Heisenberg’sche Unscharferelationen 1

AxiAp; > 25,‘]‘ (2.9.11)
Mit .
Ax; = it = %At (2.9.12)
folgt fiir j =i
2
AxiAp; = %AtApi - AtA[ﬁ] (2.9.13)

und damit:

Heisenberg’sche Unscharferelation 2

AtAE > (2.9.14)

N =

Man kann also feststellen: Ist ein Wellenpaket ¢(r,t) im Ortsraum ,,schmal”, wird das
zugehorige Wellenpaket l,E(p,t) im Impulsraum , breit” sein. Das kann mit dem Fall
einer ebenen Welle y(x,t) = exp {i (kox — wt)} illustriert werden: sie hat im Impuls- (bzw.
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P(x,0) a(k)

Ortsraum Impulsraum

/\ /\ /\ /\ I(Wellenzahlraum)
VAVAVAV k

Abbildung 2.4: Ebene Welle im Orts- und Impulsraum

Wellenzahl)raum nur einen nicht verschwindenden k-Wert und ist im Ortsraum unendlich
breit (sieche Abbildung 2.4).

Bemerkung 2.9.3: D. h. die Fouriertransformierte zu einer Konstanten ist die 6-Funktion
und man hat fiir letztere die Darstellung

o(k) = % Im exp {+ikx} dx. (2.9.15)

(o]

<«

Eine , Einengung” (d. h. Verschmilerung) des Wellenpakets im Ortsraum erfordert mehr
Wellenmoden (d. h. Wellenzahlen), fiihrt also zu einer Verbreiterung im Wellenzahlraum
(Impulsraum).
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Kapitel 3.

Losung der Schrodinger-Gleichung fur
spezielle physikalische Systeme

3.1. Das freie Teilchen

Die Schrodinger-Gleichung lautet fiir ein freies Teilchen, d. h. ohne das Vorhandensein
eines Potentials (V(r) = 0):
T

Mit dem Separationsansatz (r,t) = R(r)T(t) folgt:

_ 2 1 ARy £ const. = 1
T - 2mRG) (r) = const. = fiw.
—— N—— —

. dT(t)
ih ot

ih% [R(T(H)] = —%A [RNT®H)] =

=:F(t) =G(r)
(3.1.2)
Daraus folgt:
dT(t
% = —iwT(t) = T(t) = c1 exp {—iwt} (3.1.3a)
AR(r) + (ZT”T“))R(r) —0 N R(r) = crexp ik 7). (3.13b)
~——
=k2
Das Einsetzen in den Separationsansatz i(r,t) = R(r)T(t) liefert
)
Y(r,t) = R(nT(t) = cicoexp li(xk - r — wt)} = cexpli(k - r — wt)}. (3.1.4)
Dann folgt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte
o(rt) = [yl = e (3.1.5)
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und fiuir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

h fik
jrt) = {IP Vi =YV} = o Yk — =iy = 2| ? = e 2 (316
In Analogie zum klassischen Teilchenstrom j = gv gilt somit:
_ Tk _
v—g— - = p=rhk. (3.1.7)
Dies entspricht der pe BroGLiE-Hypothese (vgl. Abschnitt 1.2.2).
Mit der Energie des Teilchens findet man noch:
K = 2
2 g2 b
_p K n2me .
E= s o = o hw = Separationskonstante. (3.1.8)

Bemerkung 3.1.1: Die Wellenfunktion eines freien Teilchens ist eine ebene Welle und
damit nicht normierbar, denn f |c|2 dr = oo. Daher behilft man sich mit der Annahme,
dass jedes Experiment von einem Volumen V eingeschlossen werden kann, ohne die
Resultate zu dndern. Dann normiert man wie folgt:

Y(r,t) = %} exp {i(k-r—wt)} (3.1.9)

und man findet in der Tat

e g3, L 3
fgblpdr:‘—/fldrzl. (3.1.10)
v
Weiterhin gilt
% = Ay = Ey
* 5, L AP s 1, 43

(E= | y'EYyd’r=ih | ¢ Ed r = ifi(—iw) | Y'Y d’r = hw. (3.1.11)
Es gelten also die oben gefundenen Resultate. <«

Bemerkung 3.1.2: Die obige Betrachtung gilt fiir ein freies Teilchen mit exakt bekannter
Geschwindigkeit, also exakt bekanntem Impuls. Im Einklang mit der Unschérferelation
ist sein Ort dann vollig unbestimmt (ebene Welle = ¢ = const.). Eine Ortseinschrankung
(Wellenpaket) erzwingt eine Impulsunschérfe. <
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3.2. Der eindimensionale harmonische Oszillator

V(r)

> |7]

Naherungsbereich

Abbildung 3.1: Potential des harmonischen Oszillators und Potentialndherung
3.2. Der eindimensionale harmonische Oszillator

Der eindimensionale harmonische Oszillator ist ein wichtiges , Beispielsystem”, weil mit
dem zugehorigen Potential

Vho(r) = grz = %mwzrz (3.2.1)

viele andere Potentiale in erster Ndherung (lokal) beschrieben werden konnen (siehe
Abbildung 3.1).

Wir betrachten im Folgenden den eindimensionalen harmonischen Oszillator, also

Vix) = gxz = %mw2x2. (3.2.2)

Dann lautet die Schrodinger-Gleichung

N S N N SR
lhg = HI]D = {_%ﬁ + Emw X 17b (323)

Mit einem Separationsansatz (vgl. Abschnitt 3.1) (x,t) = Y(x)T(t) folgt:

oT . w2y 1
hY— = H(YT) = ——T— + —mw*x*TY IY(x)- T
ih 3 (YT) ol g e - [Y(x) - T(t)]
19T #12Y 1 5, !

il

T3 = oY o2 + Ema) x“ =const. =fiw = E

]o.B.d.A. wihle ¢; = 1\

dT(t)  .E B i)t i
TR th(t) = T(t)—c1exp{ hEt}—exp{ hEt}'
Damit gilt
oY OT . i\ B
1 E = llj”lY§ = lﬁY(—EE)T =E.-Y.-T= Egb (324)
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Bemerkung 3.2.1: Dieses Ergebnis gilt allgemein, wenn der Hamilton-Operator A nicht
explizit von der Zeit abhéngt, also insbesondere das Potential V(r) zeitunabhangig ist.
Dann reduziert sich die Schrodingergleichung auf die Eigenwertgleichung Hiy = E. <

Damit bleibt zu 1osen 2 2 )
h* Y  mw® , -

-7 = HY. 3.2.5

EY O + > x°Y = HY. ( )

Die Substitution z = {/%Z*xund A = % liefert
2
v, (A-22)y=0. (3.2.6)
Mit dem Ansatz Y(z) = u(z) exp {—%2} folgt weiter

o -z t(@A-Du=o. (3.2.7)

Diese Differentialgleichung hat erlaubte (d. h. normierbare!) Losungen fiir A = 21 + 1 mit
n € INg (Potenzreihenentwicklung!) und die Losungen haben, mit N = const., die Form

n

u(z) = NHy(z) = N - (-1)" exp {zz} ERT [exp {_22}] mit n=0,12,... (3.2.8)
mit den Hermite'schen Polynomen’
n 2 d" 2
Hy(z) = (-1)"exp {z }dz" exp{—z } (3.2.9)

Mit der Formel von FaA p1 Bruno? erhélt man fiir Gleichung (3.2.9) die explizite Darstel-
lung

|
Hy2) = (1) Y (-1t o), (3.2.10)
Ky o
k1+2ky=n
Ho(z) = 1 Hi(z) = 2z Hy(z) = 422-2
Hi(z) = 822-12z | Hy(z) = 16z* 482> +12

Tabelle 3.1: Hermite’sche Polynome bis n = 4

In Tabelle 3.1 sind die Hermite’schen Polynome bis n = 4 wiedergegeben, hohere
Polynome lassen sich einfach {iber die Rekursionsformel

Hy,(z) = 2zH,-1(z) — 2(n — 1)H,—2(2) (3.2.11)

' Charles Hermite, 1822-1901, franz. Mathematiker
2 Francesco Faa di Bruno, 1825-1888, ital. Offizier, Mathematiker, Ingenieur, Erfinder, Erzieher, Kompo-
nist und Geistlicher
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3.2. Der eindimensionale harmonische Oszillator

berechnen.

Es ergibt sich also, dass die Gleichung AY = EY nur fiir E, = %ﬁa)(Zn +1) = iw(n + %)
zu quantenmechanisch sinnvollen Losungen fiihrt. Mit anderen Worten: der Hamilton-
Operator des eindimensionalen harmonischen Oszillators hat ein diskretes Eigenwertspek-
trum

1
Ey = hia(n + 5) (3.2.12)
und die Eigenfunktionen
2
Y, (z) = NH(2) exp {—%} . (3.2.13)
Die entsprechenden Wellenfunktionen ¢,(x,t) = NH,(z) exp {—%} exp {—%Ent} sollen nor-
miert sein: s
e 1
f WPdrs1 = N= : (@) . (3.2.14)
oo @)z \ T
Demnach gilt:
Wellenfunktion ¢, des eindimensionalen harmonischen Oszillators
mw\4 1 bk i
l/)n(Z,t) = (%) WHH(Z) exp {—E} exp {—EEnt} 0 (3215)
Vho E Vo V(x)
—_—— e — [ ER= %hwo |¢3|2 E= %ha}o
1<« == E = 3hwo |1/,2|2 E = 3hay
Z /== E=3hw |4,1|2 E = 3hawy
L _ = E = thay lol” E = thawy
x 0 X
Wellenfunktionen Wahrscheinlichkeitsdichten

Abbildung 3.2: Veranschaulichung der Lésungen 1,

Bemerkung 3.2.2: GemifSs Abschnitt 2.8 wird die Schrodingergleichung (3.2.3) dann
durch die Linearkombination

Plot) = Y cutpulxt) (3.2.16)

n
gelost. In dieser Uberlagerung sieht man dann, dass sich aus den 1,,, die die Frequenz
wy = % = (n + %) @ enthalten, fiir die Erwartungswerte Losungen mit der Frequenz w
ergeben. <
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Bemerkung 3.2.3: Die Zahl der Nullstellen ist gleich dem Grad des zugehorigen Hermi-
te’schen Polynoms. <

Bemerkung 3.2.4: Klassisch ist der Bereich V(x) > E verboten, quantenmechanisch wirkt
er wie ein absorbierendes Medium, siehe die Schrodingergleichung

d2
d—x‘f + i—’f [E- V()¢ =0. (3.2.17)

Fiir den klassisch erlaubten Bereich V(x) < E ergeben sich ,Schwingungslosungen”. <«

Bemerkung 3.2.5: Es gilt fiir den Grundzustand :

xy={p)=0 ; <x2>:%% ; <p2>=%hmw

= axap = ) - 7 ) - () = ) =

Damit folgt auch fiir den Erwartungswert der Grundzustandsenergie

2
(Eo) = % + %m(u2<x2> = %hwo > 0. (3.2.18)

Diese ,Nullpunktsenergie” des harmonischen Oszillators besitzt also aufgrund der
Heisenberg’schen Unschirferelation den kleinstmoglichen Wert (> 0!). Dies ist ein typisch
quantenmechanischer Effekt (und verschwindet fiir den klassischen Grenzfall i — 0). <«

Bemerkung 3.2.6: Fir die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte erwartet man
o, ~ 1 = 1. Mit x(t) = csin(wt) folgt

-1
dx [ x2 [ x2
T cw cos(wt) = cw4[1 - 2 = o(x) ~ {ca) 1- c_z} . (3.2.19)

Die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte oszilliert ortlich (!) um gy;.. <
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3.3. Allgemeines zu Potentialen, gebundenen und Streuzustanden

3.3. Allgemeines zu Potentialen, gebundenen und

Streuzustanden
V(x)
| |
| |
1 |
Betrachtet sei das Kastenpotential -4 a
| |
_V, fiirly<a : ! - x
Vix) = (3.3.1)
0 fir |x| > a
Vo
und die drei Intervalle I, I, und I5. : :
L I, L
Abbildung 3.3: Kastenpotential
Die Schrédingergleichung lautet
. hoy _ n2 Py
im Intervall [, I5: IO T Tama (3.3.2a)
) i oy 2 *Y
und im Intervall I,: I Tamae 0. (3.3.2b)
Mit dem Separationsansatz (vgl. Abschnitt 3.2) i(x,t) = Y(x)T(t) folgt
2 2
im Intervall Iy, I5: —;—m% =EY
2 32
und im Intervall I, : _h_a_Y - VoY =EY
2m ox?
bzw.
2
im Intervall Iy, I5: % + 2;:_2EY =0
2
und im Intervall I»: 3;2/ + Zm(b;;— Vo) Y =0.
Zusammengefasst gilt also
PY . mE ;o N, Is.
= KY=0 mit K= { Sy . (3.3.3)
H2 Vi 2.
Die prinzipielle Losungsform folgt aus dem Vorzeichen der Konstanten k2
k? > 0: Schwingungsgleichung, also
Y(x) = Aexp {ikx} + Bexp {—ikx} (3.3.4)
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k* < 0: Konstante k ist (rein) imaginir, so dass Y(x) exponentielles Verhalten hat. Die

o !
Normierbarkeit f_ - [Y? dx < oo erzwingt:

(3.3.5)

Aus der Bedingung, dass die Wellenfunktion 1(x) stetig differenzierbar sein muss, folgt
die Stetigkeit von Y und Y’ bei x = +a. Diese Anschlussbedingungen legen die Konstanten
A, B, Cund D fest.

V(x) v
| | ,period.” Los.

. : antisym. LOs.
|

\\/\/@n Los.

|
|
a a

Abbildung 3.4: Lésungen fiir das Kastenpotential

I I, I3
Prinzipiell erhélt man E>0|kK>0 k>0 K> >0
das nebenstehende Schwingungs- | Schwingungs- | Schwingungs-
Schema, aus dem losung losung losung
man anschaulich E<0| <0 2>0 K2 <0
Abbildung 3.4 abliest. Dampfungs- Schwingungs- | Dampfungs-
l6sung 16sung 16sung
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3.4. Der Tunneleffekt

Man gelangt zu folgenden (auch fiir andere Potentiale) giiltigen Feststellungen:

(a) Fur gebundene Zustinde mit —Vy < E < 0 ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
|¢|2 dx in den klassisch nicht zugdnglichen Bereichen I; und I3, also jenseits der
,,Potentialwinde” von Null verschieden.

(b) Quantenmechanisch gibt es eine nichtverschwindende Reflexionswahrscheinlich-
keit fiir Streuzustinde mit E > 0, fiir die klassisch keine Reflexion gefunden wiirde.

(c) Wihrend sich fiir gebundene Zustdnde ein diskretes Energiespektrum ergibt, weisen
die Streuzustdnde ein kontinuierliches Spektrum auf.

Diese Feststellungen dokumentieren erneut die Konsequenzen des Wellencharakters von
Materieteilchen.

Bemerkung 3.3.1: Analog zu (a) ergibt sich fiir einen ,,Potentialwall” oder , Potentialberg”
eine von Null verschiedene Durchtunnelungswahrscheinlichkeit, da |1p|2 dx > 0 im
Intervall [—a, a] ist.

V(%)
Schwingungs-L. VO\‘ /D'eimpfungs—L.

AV W g
/ (da keine Interferenz

T mit reflkt. Welle)
X
—a +a
Abbildung 3.5: Potentialwall und Durchtunnelungswahrscheinlichkeit <

3.4. Der Tunneleffekt

Die im letzten Abschnitt erwdhnte nicht-verschwindende Wahrscheinlichkeit, dass ein
Quant mit E < V) einen Potentialberg der Hohe V = V durchdringt (was klassisch
unmoglich wére), nennt man Tunneleffekt. Letzteres ist zum Verstdandnis verschiedener
physikalischer Prozesse notwendig. Um das fiir den a-Zerfall genauer illustrieren zu
konnen, befassen wir uns zuvor mit einer (auch in anderen Zusammenhéangen oft hilfrei-
chen) Methode zur Berechnung von Nitherungslosungen der stationiren Schrodingergleichung
(deren exakte Losung — wenn iiberhaupt — meist nur mit erheblichem mathematischem
Aufwand moglich ist).
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3.4.1. Die WKB-Approximation

Die WKB-Approximation wurde 1926 in drei verschiedenen Arbeiten von WEeNTZELS,

KramEers* und BrirLouin® entwickelt®”-8. Ausgehend von

2 d?
_rey - 4.1
ergibt sichmit - = E— V & p = = \/2m(E - V);
d2¢ PZ

Da (x) im Allgemeinen eine komplexwertige Funktion ist, kann man ansetzen:
P(x) = A(x) exp {iD(x)} (3.4.3)

mit der reellen Amplitude A(x) und der reellen Phase ®(x). Einsetzen in die Schrodinger-
Gleichung (3.4.2) liefert

d*A . dAde . d*®  dOV PP
— +2i—/—— 'A——A(—) = —-=A. 344
a2 axdx e dx 72 (G.44)
Aus der Separation in Imaginér- und Realteil folgt:
() 284242 =0 o £(a242) =0
= A2% = const. = & = A(x) == f@(x)
dx
& do\> _ _p
an 44 —A(d—jl;)2 = —2’;—2A
e (2 =F e s
= d(x) = i% fp(x) dx
Der Schritt (III) ist die WKB-Approximation, bei der angenommen wird, dass A langsam

. 2 e .
variiert und (317? dadurch vernachlassigbar ist.

Damit lautet die

WKB-N&aherung der Wellenfunktion

Y(x) = exp {J_r% fp(x) dx} mit p(x) = £+/2m(E — V(x)). (3.4.5)

(o}
V()

3 Gregor Wentzel, 1898-1978, dt. Physiker

4 Hendrik Anthony Kramers, 1894-1952, niederl. Physiker

5 Léon Brillouin, 1889-1969, franz.-amerik. Physiker

6 G. Wentzel: Eine Verallgemeinerung der Quantenbedingungen fiir die Zwecke der Wellenmechanik. In:
Zeitschrift fir Physik A 38 (1926), S. 518-529, DOI: 10.1007/BF01397171.

7 H. A. Kramers: Wellenmechanik und halbzahlige Quantisierung. In: Zeitschrift fiir Physik A 39 (1926),
S. 828-840, DOI: 10.1007/BF01451751.

8 |. Brillouin: La mécanique ondulatoire de Schrédinger, une méthode générale de résolution par approxi-
mations successives. In: Comptes Rendus Acad. Sci. 183 (1926), S. 24-26.
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3.4. Der Tunneleffekt

Die Bedeutung der WKB-Methode liegt dariiberhinaus in dem Umstand, dass sich die
Energieniveaus gebundener Zustdnde ndherungsweise aus

[ rrac= [ @ = (14 3 6.46)

mit xq, X als Losungen von E — V(x) = 0 berechnen lassen. Diese Quantisierungsbedingung
entspricht im Wesentlichen der Bohr’schen Quantisierungsbedingung (vgl. Abschnitt
1.2.1). Die Durchtunnelungswahrscheinlichkeit von Potentialwéllen kann mit

25
T = exp {—;2—1 f pl dx} (3.4.7)
X1

abgeschitzt werden, was man wie in der folgenden Betrachtung sieht.

Im Inneren von (zu durchtunnelnden) Potentialwillen gilt

l
E<V = pimaginir = (x)= ¢ {i%flp(x)ldx}. (3.4.8)

o

P(x)

Abbildung 3.6: Schematische Darstellung der Wellenfunktion beim Tunneleffekt

Mit den Bezeichnungen und Intervallen aus Abbildung 3.6 gilt:

(D Y (x) = Aexp ikx} + Bexp {—ikx} (3.4.9a)
C 1 (™
(I P(x) = exp {—£ f Ip(x)| dx} (3.4.9b)
Ip(x)| x
(1) Y(x) = Dexp {ikx}. (3.4.9¢)
Die Durchtunnelungswahrscheinlichkeit T ist wie oben angegeben
Re=on{ [ o)
= — ~expy—= [p(x)|dx ¢, (3.4.10)
ag - PR,
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wobei angenommen wird, dass das Verhéltnis der ,einfallenden” zur , transmittierten”

’

Wahrscheinlichkeitswellenamplitude gerade durch den WKB-Exponentialterm (hier:
Dampfung!) gegeben ist.

Bemerkung 3.4.1: Eine genauere Untersuchung der aus der WKB-Né&herung folgenden
Quantisierungsbedingungen liefert fiir
(a) Potentiale ohne unendlich hohe Winde:

V(x)

p(x)dx = (n + %)nh (3.4.11)

x1

362 X

(b) Potentiale mit einer unendlich hohen Wand:

V(x)

fo Y ) dy = (n + z)nh (34.12)

Xl X

(c) Potentiale mit zwei unendlich hohen Wanden:

V(x)

f p(x)dx=m+1)nh (3.4.13)
0

jeweils mit n € INp.

Beispiel 3.4.1 [Energieniveaus des eindimensionalen harmonischen Oszillators]:

Man hat:

1%

Vho(x) = 3maw*x?
x1, X2 Losungen von E — V(x) = 0, also:

— 2E
X12 = £ [ 772

= p(x) = \2m(E — V(x)) = \/Zm (E - %mwzxz)
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Gemifs WKB-Naherung gilt:

f p(x)dx = f \/Zm(E - 1ma)zxz)dx = ma)f 1/2—]52 —x2dx
Y Y 2 X mw

z.B. Bronstein

i 1ma) X 2E -x2+ £arcsin ‘/m_aﬂx i
T2 maw? maw? 2E

X=X1

’ Quantisierungsbedingung ‘

2" 12 T\T2)] T T2

1
= E,,—ﬁa)(n+§)

Das heifit, in diesem Falle liefert die WKB-Methode sogar die exakten Energiewerte.

3.4.2. a-Zerfall als Beispiel fiir den Tunneleffekt

Der a-Zerfall bezeichnet die (spontane) Emission eines a-Teilchens (= Heliumkern) aus
bestimmten radioaktiven Kernen. Gamow’ (1928) entwickelte die folgende Vorstellung
zur Erklarung des experimentellen Befundes

In(Tgern) = m (%) +b (3.4.14)

uber die Lebensdauer T, des Kerns bis zum a-Zerfall:

V(r)
E ; Vo ; T <T7o
: V(r) = (3.4.15)
n n r 2z . r>v7
47160 r r =10
Vot V4 2
: = /e, = ze
Atomkernpotential | Atomhiillenpotential qurn ! qOL
zur Bindung der pos. 2 Coulombpotential

geladenen Nukleonen |
Abbildung 3.7: Atomkernpotential

Mit der WKB-Né&herung (3.4.1) erhdlt man also:

2 (M 1 2Ze?
T =~ exp _Ef,; \/Zm(4n€OT—E)dr —exp{——f 2m E ——1 r}
= exp {—;2—1 V2mE [1’1 arccos /:—0 — Aro(r — ro)]} X exp {—% V2mE [grl -2 \/rorl]}
1

9 George Anthony Gamow, 1904-1968, russisch-amerik. Physiker

— 49 —



Kapitel 3. Lésung der Schrédinger-Gleichung fiir spezielle physikalische Systeme

Fiir die Wahrscheinlichkeit einer a-Teilchen-Emission gilt allgemein:

(Entweichwahrscheir}lichkeit) _ ( Frequenz mit der das a-Teilchen ) (Entweichwahr—)

pro Zeiteinheit ~ \die Wénde des Kernpotentials trifft scheinlichkeit
0 T
21’0

mit der Geschwindigkeit v des a-Teilchens.

Daraus folgt fiir die Lebensdauer des Kerns bis zur a-Emission:

27’0 1 21’0

2 T
T s = 7exp{E V2mE (Erl - 2\/7’01’1)}

_ 2rg T 27e2\ 1 4 27?2
- 7“?{(% V2m4neo) Vi (% vam 4ne0f°]}

=ky =k,

270 1 |
= 1m:1n(—)+k 2k =m— +b. 3.4.16
5 1\/E 2 VE ( )

Dieses Ergebnis bestitigt (im Vergleich mit den Beobachtungen), dass die Lebensdauer
eines ,a-Emitters” in der Tat durch die Durchdringungswahrscheinlichkeit der ,,Cou-
lomb”-Barriere bestimmt ist, da die %-Abhéingigkeit gemessen wird.

3.5. Konservative Zentralkraftsysteme

Aus der klassischen Mechanik wissen/erinnern (?) wir, dass fiir die Gesamtenergie E
eines Teilchens im konservativen Zentralkraftfeld giltm:

E=lmi?s V(lr|) = %m(i’Z +72@%) + V()

2
1, mPrig? b1 o, I? 1,
= Emr + W + V(T’) = Emr + W + V(T’) = Emr + Veff(?') (351)

10 Siehe auch Kapitel 4.2.2 im Skript: , Theoretische Physik: Mechanik® von R. Schlickeiser.
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3.5. Konservative Zentralkraftsysteme

Kommentar 3.5.1: Die Transformation der Energie von kartesischen Koordinaten in
sphérische Polarkoordinaten erfolgt iiber!!:

0=1%

l
r=re, =r(sinfcosp,sinOsing, cosd) = & =(-sing, cosp,0)p = e,

=e,

= t=re +ré =T, +1Pe = 1"2:1"2+r2g02
und die des Drehimpulses tiber

L=rxp=m(rXxi) =mr (er X e, + ey X r(pe(P) = mrz(pez. (3.5.2)

Mit p, = mr gilt
2

pp L
E = % + W + V(?’) (353)

Gemifs des Korrespondenzprinzips (vgl. Abschnitt 2.6) ist der zugehorige Hamilton-
Operator anzusetzen als

A 22
L 1p7 L
H= > + T2 + V(7). (3.54)

Es stellen sich nun zwei Fragen:
(a) Wie lautet der Drehimpulsoperator L?

(b) Wie ist die Darstellung des benotigten Hamilton-Operators in den fiir die Beschrei-
bung von Zentralkraftproblemen geeigneten sphiarischen Polarkoordinaten?

Diese werden im nachfolgenden Abschnitt erortert.

3.5.1. Der Drehimpulsoperator

Wieder von der klassischen Definition des Drehimpulses

L=rxp (3.5.5)
ausgehend, setzt man an:
J 3
) heo p| 2T Pan
L=r><p=r><?V=7r><V=? XB%Tl_ﬁ? (3.5.6)
Y19y, ~ X294
Somit gilt offenbar:
[LiLo] =ifls 5 [Lilsl=—-il, ; [L2Lo]=0 ; usw. (3.5.7)

" Siehe Kapitel 3.5.7 in ,Einflihrung in die Theoretische Physik | und Il von H. Fichtner.
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Allgemeiner also:

Kommutator des Drehimpulsoperators

Fiir den Kommutator des Drehimpulsoperators gilt die Beziehung:
[Li,Lj] = ifieijeli (3.5.8)
mit dem Levi-Civita-Symbol

1  ;beieiner zyklischen Vertauschung von i, j, k (i # j # k),
€ijk := -1 ;bei einer antizyklischen Vertauschung von i, j, k (i # j # k),

0 ;wenn mindestens zwei Indizes identisch sind.

Bemerkung 3.5.2: Wegen des nicht-verschwindenden Kommutators von je zwei Kom-
ponenten des Drehimpulses, kann man nicht alle Komponenten des Drehimpulses
gleichzeitig scharf messen! <«

Wihrend die einzelnen L-Komponenten also nicht vertauschen, gilt
22 A
[L",Li] =0, (3.5.9)

d.h. der Betrag des Drehimpulses und eine Komponente kénnen gleichzeitig scharf
gemessen werden. Man wéhlt iiblicherweise Li=1Ls.

Eigenwerte von [; und 1.2

Die Eigenwerte von L und L? ergeben sich zu:

L2|y) = #2130 + D)|y) (3.5.10a)
Ls|y) = mhly) (3.5.10b)
. 1.3.5
mit!] = 0,5,1,5,2,5,3, .undm=-I,-1+1,...,1-1,] (also (2] + 1)-Werte).

Bemerkung 3.5.3: Zu einem bestimmten Drehimpulsquadrat .2, d. h. zu einem Drehim-
puls mit Betrag L = i y/I(I + 1), gibt es also (2/ + 1) verschiedene (,, Einstell-“)Moglichkeiten
der Komponente L3. Diese Tatsache bezeichnet man als Richtungsquantelung. <
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3.5. Konservative Zentralkraftsysteme

Bemerkung 3.5.4: Der Drehimpuls kann in der Quantenmechanik nicht als Vektor
dargestellt werden: bekannt (scharf messbar!) sind ledigleich Ls = m# und L? = #2I(l + 1).

Veranschaulichung;:
€3
A N
T Nt/ Bei bekanntem L3 ist die Richtung des Ge-
Ly = mh Ll =AI(l+1) samtdrehimpulses unbekannt, man weifs
l lediglich, auf welchem Kegelmantel der
/ e Drehimpulsvektor liegt.
€1

Abbildung 3.8: Drehimpulskegel b

Bemerkung 3.5.5: Die Eigenfunktionen von L und L? sind die so genannten Kugelfli-
chenfunktionen Y,,(9,¢p) (siehe auch Tabelle 3.2)

Y1 (8,9) = Npyu Py (cos 9) e™? (3.5.11a)
mit
1 (1-=|mp!@l+1)
Ny = 3.5.11b
o 2\/E\/ (L + [ml)! ( )
und den Legendre-Funktionen'?
Pl'x) = (1- x2)|%| ﬂP ) (3.5.11¢)
PR daclri ™! .
mit den Legendre-Polynomen Pj(x):
Lo
Po)=1 ; P =x ; Pa)=5 (3x*-1) ; ... (3.5.11d)

<
Damit ist Frage (a) (vgl. Seite 51) umfassend beantwortet und wir wenden uns Frage (b)
zu.

Fiir die zweckmafsige Darstellung von A= —%A + V(r) in sphérischen Polarkoordinaten
uberlegen wir (Formelsammlung):

19(,0] 1[1 af. 9y 1 &
P 3Rt Foe Pl SiLP) Renr ] N

Dann folgt mit p = 1V

hz
p? =~ (V-V) = -H*A = p? - 3 (...}, (3.5.13)

2 Adrien-Marie Legendre, 1752-1833, franz. Mathematiker
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1
0 0|7~
1|1 | 71,/ sin9e

Bz

cos d

sin? 9 e*2i¢

N

I+

N
e ST
I\)l»—l
Ao

cos dsin 9 e*®

(3 cos? 9 — 1)

H

© A

mim

N—
<

N

Sz

3| +3 | 71 /L sin® 93
+2 | 11/ cos 9sin® 9 e*2i®

+

—_

+H
[ole] [

sin 9 (5 cos? 9 — 1) eti¢

()
P
<5

(5 cos® 9 — 3 cos 9)

Tabelle 3.2: Kugelflachenfunktionen

wobei sich p, wegen

5 _hzla[za] o 5 h[i+1]_hl8
or r

pr — 1,2;, r 8_1; pr = ; = ;;5 {1’()} (3514)

als Operator fiir den Impuls in radialer Richtung interpretieren ldsst, so dass in Analogie
zur klassischen Mechanik der winkelabhédngige Teil zum Drehimpulsquadrat(operator)
korrespondieren sollte und man erhalt:

Hamilton-Operator fiir Konservative Zentralkraftsysteme

P2, 12
2m = 2mr?

2
A= —;—mA +V(r) = + V() (3.5.15)

und

Drehimpulsquadrat-Operator fiir Konservative Zentralkraftsysteme

YTy O S Nl 1 (9_2
b= {sinS 75 935 | sz s 99| (3.5.16)
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Fiir die einzelnen Komponenten des Drehimpulsquadrat-Operators kann man zeigen:

. h . d )

L= H {— singp5s - cot J cos (p%} (3.5.17a)
. h J . d

Ly = H {cos P35~ cotSsm(p%} (3.5.17b)
s _hd

L3 = 90 (3.5.17¢)

3.5.2. Das Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom ldsst sich auch quantenmechanisch noch vergleichsweise einfach
behandeln, wenn man annimmt, dass der Kern (Proton) ruht, was wegen my >> e als
brauchbare Ndherung erscheint. Damit wird aus dem eigentlichen 2-K6rper-System ein

(konservatives) Zentralkraftsystem mit dem Coulomb-Potential V(r) = —
zugehorige (stationire) Schrodingergleichung lautet

Ay = {ﬁ—% + L2 }1/) Ey. (3.5.18)

2m  2mr?  4megr

Mit dem Separationsansatz \ = Y (r,9,p) = Ri(r)Y1,,(9,¢p) folgt wegen

. 2 9 [ ,dR(r
P2 = Y1 (8,0)P*Ry(r) = =Y 1,,(8,0) = p ar( 8’: )) (3.5.19a)
und
L2y = RI(L*Y1(8,9) = Ri(FPII + 1)Y1,,(9,90) (3.5.19b)
die Beziehung
2 (1d (,dR(r) A1+ 1) e 3
-5 {1’_2a (r P + ST - Ri(r) = ERy(r). (3.5.19¢)
Mit dem Ansatz Ri(r) = ”’7(” kann dies vereinfacht werden zu:
w2 u(r) (RII+1) & dreohi\ 2
C2m dr? +{ 2mr2 4neor}ul(r) = Eu(r) ( e? ) m
dne? | Puyr)  ([4meo® 10 +1)  [dregh?] 2 dreghi |
_[ e?m ] a2 | em 2| ém |r () = e? —Eul(r)
Die Einfithrung der Abkiirzungen
2
ag = 4:;3;’ 2 Bohr’scher Radius (=~ 0,529-107m)  (3.5.20a)
met €

11>

= = Ionisationsenergie (~ 13,55eV 3.5.20b
2 (4megh)®  8Baomeg gie ( ) ( )
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und den dimensionslosen Grofien

E
@:1-wMe8:E (3.5.21)

2 I(1+1
iﬂ+{3+§—(;)}wzu (35.22)

Die Losung dieser Gleichung erfolgt unter Ausnutzung ihres asymptotischen Verhaltens:

1. o> 0: f—;{ - l(l;zl)ul =0

Ausuj=0°=s(s—1)=I(I+1)=s=1[+1unds = -/ folgt somit:

’ Normierbarkeit ‘ ’ >0 ‘

o) =ad +pol <0 = B=0 = wo)=ad" (3.5.23)

2. 0= oo: d ”’ + &u; = 0 mit & < 0 (gebundene Zustinde!)

l
= uy(p) = y exp {— V—SQ} + 6exp{+ V—SQ} é o = 6=0
= u(0) = yexp {— \/EQ} (3.5.24)

Wegen der Asymptotik fiir o — oo setzt man fiir die tatsdchliche Losung an:

() = crexp |~ V-Eg} vi(0)

1 dI/ll
= C—ld—Q:—V—Sexp[—V—SQ}vl+exp{ A\ } do
= lﬂ:—&exp{—\’—&@}vl— V- SeXp{ V=& }d—
C] sz d
dvl dzvl
-5 -V=-Ep; — -V-Ep} —
exp{ \ Q} do + exp{ v Q} a7
_ dz?Jl dy 2 l(l+1)
= O_d_Qz_zv_ad_Q-'-{;_ 02 (%

Gelost wird dies mit einem Potenzreihenansatz (Vorfaktor wegen Asymptotik fiir o — 0):

[s¢]

0(0) = 01 Y a0 (3.5.25)

m=0
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Dieser fiihrt auf die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a,,,:

V=-Em+1+1)-1

et = 2 D m+ 1+ 2) I+ D™ (3:526)
Die Potenzreihe bricht mit #n, € INg ab fiir:
1 1 1
V-E = —— 8 = = ——, 3527
& n+1+1 = (n, +1+1)2 n2 ( )

Die dadurch definierten Losungen sind die (assoziierten) Laguerre’schen Polynome13:

Assoziiertes Laguerre-Polynom vom Grad ,

2
i ( n‘)) =Y ang (3.5.28a)
m=0
wobei
Lk(x) d L i(x) (3.5.28b)

das assoziierte Laguerre-Polynom und
d/ ;
Lj(x) = exp {x} = [exp {—x} x ] (3.5.28¢c)

das Laguerre-Polynom ist.

Ry (1)
2Ne™
2Ne™*(1 —x)
2 —x
\/gNe X 2
INe™(1-2x+2)
2\/_Ne"‘x(2—x)

4 5 o
3\/_Ne X
INe™(1-3x+2:% - §)

2\/7Ne"‘x %)
sze—x 2 1)

—2_Ne™x
et x
3v35

[~ N N S I C R C N B S S R e B
—_ O N Pk Ol Ol ~

[SSIE )

Tabelle 3.3: Normierte Laguerre-Polynome fiir ein Elektron imCoulomb-Potential
(mit N = (Z/nag)*'?, x = Zr/nap und ag = 4neoﬁ2/yez)

3 Edmond Nicolas Laguerre, 1834-1886, franz. Mathematiker
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Daraus folgt fiir den gesamten Radialanteil R;(r)

= = 1+1
R = 10 B (T Y B (71 (2)

r aon aon ) \ag agn
2r 2
=Cy (_r) exp {—L} Lil:ll (_r) (3.5.29a)

aon aogn aogn

mit der Normierungskonstanten

nag) 2n[(n + 1P

= (2 ol 6529)

Bemerkung 3.5.6: Hier ist die Bezeichnung der Radialfunktion von R;(r) auf R,;;(r) wegen
der obigen Abbruchbedingung der Potenzreihe (bzw. dem Grad der Laguerre-Polynome)
gedndert. <«

Fiir die gesamten Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms erhdlt man somit:

Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms
l][)nlm(r/S/(P) = Rnl(r)Ylm(Sr(P)

= 2r r O\ o 20
_ cnz(ao—n) exp{—ao—n}LnH (%—n)ylm(s,(p) (3.5.30)

Die normierten Laguerre-Polynome fiir ein Elektron im Coulomb-Potential sind in Tabel-
le 3.3 wiedergegeben, eine graphische Darstellung der Radialfunktionen im Wasserstoffa-
tom ist in Abbildung 3.9, die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Abbildung 3.10
dargestellt. In Tabelle 3.4 sind die Eigenfunktionen t,;,(+,9,¢) des Wasserstoffatoms
aufgefiihrt, eine graphische Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist in
Abbildung 3.11 wiedergeben.

MitE =&EEyund & = —111—2 folgen die Energieniveaus des Wasserstoffatoms zu:

Energieniveaus des Wasserstoffatoms

me*t 1 me* 1
EL=——r—"—-—=—-———. 3.5.31
" 2(4megh)? n2 8e2h? n? ( )
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n|l| m| Pud,qp)

1 (2\? 7
10| o ﬁ(%) e~Zr/a0
1 (z)? Zr\ n—7r/2
210| 0| = (E)" (2~ &)esim
1 (zVPzr -
21| 0 4\/2_71(%) ﬂ—gezr/zaocoss

3/2

N
—_
H
—_
|H
—
N
~—

f—or e 21210 gin 9 e*ip

3/2
) / (27 —18Z + 2%)e—zf/3ao
0

@
o
o
—
IN

81V3n \40
31| 0] 5% (8)" (6~ &) &ercoss
3[1]+1 811\5(%)3/2(6—f—;)f—ge‘zr/3”°sin8eﬂ‘f’
3l2] o 8136_71(%)3/2%52%%(%0528—1)
32«1 811\/%(%)3/2%’Ze‘zrﬂaosinScosSei"‘P
3| 2| 2| gz (2)" 22 e 2 sin? g extio

0

Tabelle 3.4: Normierte vollstandige Eigenfunktionen eines Elektrons
im Coulombpotential V(r) = —Ze?/(4megr)

Diese entsprechen genau den Werten, die Bonr bereits bei der Erklarung der Serien in

den Linienspektren gefunden hat (vgl. Abschnitt 1.2.1).

Bemerkung 3.5.7: Zu einem festen Wert n = n, + [ + 1 € IN gehoren die Kombinationen:
I=0 ,n,=n-1

=1 ,n,=n-2

[=2 ,n,=n-3 n Moglichkeiten

Il=n-1, n,=0

Wegen der Richtungsquantelung gibt es fiir jedes I noch 2/ + 1 weitere Moglichkeiten,

insgesamt also
n—1
Z(Zl +1) = n%
1=0

D.h. jedes Energieniveau des Wasserstoffatoms ist n2-fach entartet. Bei Hinzunahme des
Elektronenspins ist die Entartung sogar 2n2-fach. )
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(a) Radialfunktion fiirn =1 (c) Radialfunktionen fiirn = 3
n=1 1 n=3
1=0 o 10 ] =0

7. 081
g
= =04+
g 2ol
= 0,0 1 e —— :
= o2l Ne"s 12 16 20 24 28
s r/ag
6 7 8
r/a B n=3
‘ / 0 Lozt 1=1
(b) Radialfunktionen fiir n = 2 .
n=2 <00 : : : : ‘ ‘ ‘
I=0 R 4 20 24 28
. -01 1 o
£
S
= N n=3
E =01+ 1=2
84 mE‘
4 6 8 10 12 14 16 E
S <00 ——
r/ag & 4 8 12 16 20 24 28
~ _ r/ag
704+ "2
g
So024
% 0,0 —— T
[ 2 4 6 8 10 12 14 16

(d) Radialfunktionen fiir n = 4

4
0

n
1

e
¥}
|

R(r)/10'> m=3/2
o o o o
= =

R(1)/10 m~72
o o
=y =

~=
([l

—_

2
| N8 12 16 20 24 28 32 36 40 | 4 2 16 20 24 28 32 36 40

r/ag r/ag

g n=4 g2 014 n=4

=01t 1=2 = 1 =3

5 2 N

~ = 1

00 f—+— e e m— S0 T

& | 4 8 12 32 36 40 1 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
r/ag r/ay

Abbildung 3.9: Die Radialfunktion R, ;(r) des Wasserstoffatoms
Hinweis: Unterschiedliche Skalierung beachten!
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@firn=1 (c)firn=3
: PR3 a3 nl = (1) 1R n=3
05+ = 0,10 + 1=0
04 1 |
03+ |
] 0,05 4
02+ |
014
0,0 4 . . . : ; ; f f 0,00 } } } } | | ; t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 4 8 12 16 20 24 28 32
r/ao r/ag
b) firn=2
1 PR3y n=2 *RE,a5 n=3
] 1=0 0,10 + I=1
015 + ]
0,10 1 ]
] 0,05 4
0,05 +
000 LN 0,00 e e e
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 4 8 12 16 20 24 28 32
r/ag r/ag
r2R2 a3 -
n=2 2% n=3
I I=1 0,10 1 I=2
0,15 + .
0,10 1 0.05 1
0,05 +
000 L } 0,00 —
0 16 0 4 8 12 16 20 24 28 32

r/ag

Abbildung 3.10: Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Abstand von r

bis » + dr im Wasserstoffatom

Hinweis: Unterschiedliche Skalierung beachten!
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A inli itsdi im 1sc-Zustand

im 2pc-Zustand A inli itsdi im 2pn-Zustand
10

z/1a,
o

zra,
o

x/ag x/ay

im 3po-Zustand AL inli itsdi im 3pn-Zustand

z/ay
°o

zra,
°

A inli itsdi im 3dc-Zustand AL inli itsdi im 3dn-Zustand inli itsdi im 3d5-Zustand

z/aq
o

z/a,
o

x/ay x/ag

Abbildung 3.11: Raumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |1,b(x,z)|2 des Elektrons
im Wasserstoffatom.

Die Farbe gibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte (|¢(x,z)|2) wieder, wobei die MaBstabe flr
die Farbskala in den einzelnen Abbildungen unterschiedlich sind und ,gelb” eine hohe Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet. Die x- und z-Achse sind jeweils in Einheiten des Bohr-Radius
ap aufgetragen (unterschiedliche Skalierungen beachten).
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Damit sind (wie vorher phdnomenologisch, vgl. Abschnitt 1.2.1) die Linienspektren
inklusive der , Linienserien” erkldrt, denn fiir eine Anfangs- und Endenergie E, und E,
eines Ubergangs gilt (siehe auch Tab. 3.5 und Abb. 3.12):

1 1 1 1
AE=E,-E.=-Eys—=—-—=7=E)s—=-— 3.5.32a
R rab el 0532
S v=S- l—l} > (3.5.32b)
/\ ng ng 7 a e e
E=0 n i o
] N -
¥ ——
i Paschen-Serie
o i Balmer-Serie "
n; =1 | Lyman-Serie  (ultraviolett) sl
n; =2 | Balmer-Serie  (optisch)
n; = 3 | Paschen-Serie (infrarot)
n; = 4 | Brackett-Serie (infrarot)
n; =5 | Pfundt-Serie  (infrarot) 101
Tabelle 3.5: Wasserstoffserien
e Lyman-Serie "

Abbildung 3.12: Wasserstoffserien

3.5.3. Die Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Die Ergebnisse des Abschnitts 3.5.2 gelten im Grenzfall eines ruhenden Atomkerns.

Eine erste Korrektur ergibt sich aus der Tatsache, dass m,/m, ~ ﬁ ist. Sie kann durch
ety
1M+t

Interpretation von m in den obigen Formeln als reduzierte Masse m =
werden.

berticksichtigt

Dariiberhinaus gibt es bisher vernachléssigte Effekte, die zu qualitativen Anderungen
der Energieniveaus fithren. Zur Einordnung dieser Effekte ist es zweckmafig, folgende
Notation einzufiihren:

me* 1 2\ 1 mc? 1
_E - == 2—: 2——. D
nBor =S amegh2 2 2 \dmeghe] T2 Y T2 w2 (3:5.33)
Dabei wird die dimensionslose Grofde
2 1
= ~ — 3.5.34
Y Ineohe 137 (3:5.34)
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Bohr-Niveaus E,;: ~a*mc® ,,Grundstruktur”
Relativistische Korrekturen: ~a*mc* ,Feinstruktur”
Spin-Bahn-Kopplung: ~a*mc? , Feinstruktur”
Quantisierung des Coulomb-Feldes: ~a®mc® , Lamb-Shift”
Spin-Spin-Kopplung (Ww. e-p Dipolmomente): Z—;a‘lmcz ,Hyperfeinstruktur”

Tabelle 3.6: Korrekturen der Energieniveaus

als Feinstrukturkonstante bezeichnet wird. Damit gilt die in Tabelle 3.6 aufgefiihrten
Korrekturiibersicht.

Wesentlich ist hier die Erkenntnis, dass geladenen Teilchen ein , Spin” (Eigendrehimpuls)
S zugeordnet werden muss und damit auch ein magnetisches Moment, welches mit den
elektromagnetischen Feldern seiner Umgebung wechselwirkt. Das Elektron ist ein , Spin
3"-Teilchen, so dass fiir seinen Gesamtdrehimpuls gilt:

J=S+L. (3.5.35)

Fiir die ersten beiden Korrekturen (Relativistisch, Spin-Bahn-Kopplung) lautet der Ha-
milton-Operator ndherungsweise

P 2
A= md ————=  +V()- 55AV()+ AL-S (3.5.36)
—_—— 2m  8mdc 8m=c ——
Ruheenergie Spin-Bahn-
des Elektrons kinetische Energie potentielle Energie kopplung
des Elektrons mit des Elektrons mit
relativistischer Korrektur  relativistischer Korrektur
: ___é _ _1 dv
mit V(r) = Treor und A = Tty dr -

In diesem Falle ist weder L noch S eine Erhaltungsgrofie (da [A,L] #0und [AH, 5] # 0),
sondern J (da [H,]] = 0). In Abb. 3.13 sind die Wasserstoff-Energieniveaus mit der
Feinstruktur schematisch dargestellt (mit der Quantenzahl j = [ + s).

Wasserstoff-Energieniveaus mit Feinstruktur

Die Wasserstoff-Energieniveaus sind mit der Feinstruktur in m; entartet:

13,6 eV a’( n 3
En]' = - - [1 + ; (—] Tl - ZH (3-5'37)
2

Insgesamt konnen die in Tabelle 3.7 aufgefiihrten Quantenzahlen unterschieden werden.
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] Zahl der
n ] Energieniveaus:

4 )
_8 72 | ®

6 6 5/2 }—8 32
4 4 32 (W
2 2 12) =z
3 2
[

4 3 18
2 2 EI
2 3

OO 3/2 }% 8
wn
2 OO OO 12 ) A
1 Y
<
P
e 1/2 ) M

=0 I=1 =2 =3 — 22
(s) ) (@) (f) "

Abbildung 3.13: Wasserstoff-Energieniveaus mit Feinstruktur

Hauptquantenzahl n |(@23...)
Nebenquantenzahl (Bahndrehimpulsquantenzahl) | I | (0,1,2,...,n—-1)
Magnetische Quantenzahl m | (=L, -1+1,...,0,...,])
e-Spin-Quantenzahl ms (—%,%)
Gesamtdrehimpulsquantenzahl mj | (=l—=s,...,0,...,[+5)

Tabelle 3.7: Ubersicht Quantenzahlen

Mit Hilfe des Pauli-Prinzips (siehe Abschnitt 4.1), welches besagt, dass jedes Energieni-
veau mit nur hochstens einem Elektron besetzt ist, ergeben sich die Konfigurationen der
Atombhdillen.

Bemerkung 3.5.8: Berticksichtigt man ausschlieSlich relativistische Korrekturen und
Spin-Bahn-Kopplung, so wird die 2n%-fache Entartung der Bohr’schen Energieniveaus des
Wasserstoffatoms nur teilweise aufgehoben. Erst die Beriicksichtigung weiterer Effekte
fiihrt zu weiterer Verringerung der Entartung. )

— 65—



Kapitel 3. Lésung der Schrédinger-Gleichung fiir spezielle physikalische Systeme

Bemerkung 3.5.9: Das Schema in Abbildung 3.13 wird als , Termschema” oder ,,Grotrian-
Diagramm14” bezeichnet.

Die Bezeichnungen , Termschema” und s, p, d, f gehen auf eine Darstellung von RYDBERG
und Rirz!® zuriick, gemaf der sich alle beobachteten Linienfrequenzen als Differenzen
der Terme:

1 1 1 1
(1+s)2 7 (2+s)2 7 (B+s)2 7 (4+s)? 7
1 1
+p)? 7 G+p)? 7 @+p)?
1 1

1
@+f? 7

beschreiben lassen. Hierbei gilt:

p = principal series
d £ first or diffusive subordinate series
s = second as sharp subordinate series

f = fundamental series

Diese Bezeichnungen werden (namenlos) mit g/, . .. alphabetisch fortgesetzt. <«

Bemerkung 3.5.10: Befindet sich ein Wasserstoff-Atom in einem dufSeren Magnetfeld,
wird die |I]-Entartung aufgehoben und es kommt zu einer weiteren Linienaufspaltung, die
als Zeeman-Effekt bezeichnet wird. Daher heifdt m; auch die ,, magnetische” Quantenzahl.

Das elektrische Analogon, also die Aufspaltung der Linien eines Wasserstoffatoms in
einem dufleren elektrischen Feld, heif3t Stark-Effekt!°. <

Bemerkung 3.5.11: Ahnlich wie relativistische Effekte und Spin-Bahn-Kopplung fiih-
ren auch der Lamb-Shift'” und die Spin-Spin-Kopplung (siehe Tabelle 3.6) zu Niveau-
Aufspaltungen. Die Beobachtung des Lamb-Shifts fiithrte zur Entwicklung der Quan-
tenelektrodynamik (und somit moderner Feldtheorien). Die durch die Wechselwir-
kung von Elektronen- und Protonen-Spin (magnetische Momente!) bewirkte Hyperfe-
instrukturaufspaltung des Wasserstoffatoms wird in der Astrophysik verwendet. Der
entsprechende Energieunterschied betrdgt fiir die zum Grundzustand gehorenden
(,Hyperfein”-)Niveaus

E
AE=588-10"%V = V=Z21420MHZ = )\=5221cm.

Mit dieser ,,21 cm-Linie” wird z. B. die Spiralarmstruktur unserer Milchstrafse erforscht.
<

4 Walter Robert Wilhelm Grotrian, 1890-1954, dt. Astronom und Astrophysiker
5 Walter Ritz, 1878-1909, schweizer Mathematiker und Physiker

6 Johannes Stark, 1874-1957, dt. Physiker, Physik-Nobelpreis 1919

7 Willis Eugene Lamb, 1913-2008, amerik. Physiker, Physik-Nobelpreis 1955
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Systeme von Quanten

Bisher haben wir lediglich den Fall eines Teilchens in einem Potential betrachtet. Um kom-
pliziertere Atome und insbesondere den Aufbau des Periodensystems der Elemente zu
verstehen, muss man zunéchst eine quantentheoretische Beschreibung von so genannten
Mebhrteilchensystemen entwickeln.

4.1. Die Schrodinger-Gleichung fur Teilchensysteme

War bisher die Wellenfunktion fiir ein Teilchen durch y(r,t) gegeben, so muss im Fal-
le mehrerer Teilchen eine Funktion yn(r1,r2, ... ,rN,t) betrachtet werden. Analog zum
1-Teilchen-Fall (vergleiche Abschnitt 2.5) ist dann

lynl? d3ry d3ry ... d3ry (4.1.1)
die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein System aus N-Teilchen zum Zeitpunkt ¢ in einem

Zustand vorzufinden, bei dem sich Teilchen 1 in d3r;, Teilchen 2 in d3r, usw. befindet.
Die Schrodinger-Gleichung lautet dann

LOUN X2
ih— = HNI][JN = - E —Aﬂ’DN + V(T1,1’2, . ,VN)I,DN (4.1.2)
ot = ij
. 2 2 2
mit Aj = —aiz_l + _822.2 + _8?8.3’ wenn rj = (Xj,l s Xj2 ,xj,g).
Jr j Jr

Es gibt — im wesentlichen Unterschied zur klassischen Physik — nun eine neue (weitere)
,, Unbestimmtheit” im Falle identischer Teilchen:

Sind z.B. zu einem Zeitpunkt t = 0 die wahrscheinlichsten Aufenthaltsorte zweier
Elektronen gemafs [(>(rq ,1‘2,0)|2 d3r; d3r, bekannt, so ist zu einem spdteren Zeitpunkt t > 0
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aus |1,b2(1f1,r2,t)|2 d3rq d3rp nicht mehr erkennbar, welches Elektron am wahrscheinlichsten
in d3r; und welches in d%r, anzutreffen sein wird.

Bemerkung 4.1.1: Das ist vollig anders im klassischen Fall, wo infolge der Kenntnis
der Bahn beider Elektronen ihr jeweiliger Ort zu einem beliebigen Zeitpunkt bestimmt
werden kann. In der Quantenmechanik hingegen existiert der Begriff einer ,Bahn” nicht.

<«

Bemerkung 4.1.2: Die Tatsache, dass fiir N Teilchen die Wellenfunktion von den N
Ortsvektoren abhidngt, ist ein weiteres Indiz dafiir, dass dieselbe nicht als Materiefeld
interpretiert werden kann (wie SCHRODINGER anfanglich vermutete). Im letzteren Falle
wiirde man weiterhin y(r,t) erwarten. <

Aus der obigen ,Unbestimmtheit” (welches Elektron wo ist) folgt, dass fiir
P10 = P(r1,ro,t) und o1 = P(rp,r1,t) gefordert werden muss:

!
23 By = (PP B AP = (W1l = 0ol (4.1.3)

[Y21
Also:

1-malige Vertauschung: 1)1 = Ci1 mit [C* = 1
2-malige Vertauschung: 11, =Cyny =C*1p = C>=1 = C==1

Daraus ergeben sich zwei Moglichkeiten fiir die allgemeine Struktur der Wellenfunktion
zweier identischer Teilchen:

symmetrische Wellenfunktion

11>

Vs ~ YPi1p+12;
va ~ Pr1p—1Poa

antisymmetrische Wellenfunktion

1>

Wir haben in Abschnitt 3.5.3 den Spin (Eigendrehimpuls) s eines Teilchens kennengelernt.
Es gibt nun die

» Fermionen mit halbzahligem Spin sowie die
» Bosonen mit ganzzahligem Spin

und es gilt, dass das Verhalten von
» Fermionen durch antisymmetrische sowie
» Bosonen durch symmetrische

Wellenfunktionen y(ry,r2,s1,52,t) beschrieben wird. Daraus folgt fiir ununterscheidbare
Fermionen (z. B. Elektronen) mit gleichem Spin (s; = s;), dass wegen der Antisymmetrie
Y ~ P12 — a1 = 0 gilt, was nicht sein kann. Verallgemeinert gilt das':

T W. Pauli: Uber den Zusammenhang des Abschlusses der Elektronengruppen im Atom mit der Komplex-
struktur der Spektren. In: Zeitschrift fir Physik A 31 (1925), S. 765-783, DOI: 10.1007/BF02980631.
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4.2. Das Periodensystem der Elemente

Pauli-Prinzip (PauLi 1925)

In einem System von identischen Fermionen koénnen bei einer Messung nie zwei Teilchen
in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

Dieses Prinzip ist grundlegend fiir das Verstandnis des Aufbaus der Atomhiillen und
somit fiir das Periodensystem der Elemente.

4.2. Das Periodensystem der Elemente

Die maximale Anzahl der Elektronen pro Schale ergibt sich aus der Zahl der mogli-
chen Kombination verschiedener Quantenzahlen zu 2n? (siehe Bemerkung 3.5.7). Da
infolge der gegenseitigen Wechselwirkung der Elektronen in der Atomhiille nicht nur
die Entartung der Energieniveaus aufgehoben wird, sondern auch E,; > E, 10 wer-
den kann, werden nicht alle Schalen nacheinander aufgefiillt, sondern die ,Auffiil-
lung” erfolgt gemifs der jeweils giinstigsten Energieverteilung. Dennoch bleibt eine
(,,Quasi-“)Periodizitit erhalten, die sich in dhnlichen chemischen Eigenschaften verschie-
dener Elemente manifestiert:

» Vollbesetzung der jeweils duflersten Schale oder ihrer energetisch giinstigsten
p- und s-Zustdnde hat erhohte Stabilitdt (d. h. chemische Reaktionstragheit) zur
Folge

= Edelgase (ZHe, 0Ne, 18Ar, 30Kr, >4 Xe, 96Rn)

» Fehlen nur ein oder zwei Elektronen einer solchen Edelgaskonfiguration, nimmt
das Atom bei chemischen Reaktionen bevorzugt Elektronen auf

= Halogene mit sieben Elektronen in der duflersten Schale
(F, 7Cl, 3Br, 53], 85 At)

= Chalkogene mit sechs Elektronen in der duflersten Schale
(SO, 168, 3458, 52Te, 84PO)

» Ist die duflerste Schale nur mit einem oder zwei Elektronen besetzt, werden diese
bevorzugt abgegeben

£ Alkali-Metalle mit einem Elektron in duflersten Schale
(3Li, HNa, 19K, 37Rb, SSCS, 87FI‘)

A

£ Erdalkali-Metalle mit zwei Elektronen in duflerster Schale
(4Be, 12Mg, ZOCa, 3881‘, 56Ba, 88Ra)

Die Elemente mit drei bis fiinf Elektronen in der dufersten Schale bilden die Erdmetalle,
Kohlenstoff-Silizium-Gruppe und die Stickstoff-Phosphor-Gruppe. Zusammen bilden
diese acht die Hauptgruppen.
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Allgemein unterscheidet man:

>

Hauptgruppe bestimmt durch die s- und p-Zustidnde

>

Nebengruppe Besetzung der d-Zustdnde

Ubergangsmetalle (Lanthanide, Actinide) = Besetzung der f-Zusténde

Ein Periodensystem ist im Anhang (Abschnitt C) wiedergegeben.

Bemerkung 4.2.1: Die oben skizzierten Eigenschaften des Atomhiillenaufbaus erklart
auch, in Verbindung mit der Form der Wellenfunktion ¢y, die Bildung und Struktur von
Molekiilen. <
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Die Interpretation(sprobleme) der
Quantenmechanik

Aus den vorangehenden Abschnitten ist deutlich geworden, dass die Physik der Quan-
tenwelt prinzipiell von der klassische Physik verschieden ist. Die Grundgleichungen (hier
die Schrodinger-Gleichung, allgemeiner z.B. die Dirac-Gleichung) beschreiben keine
direkt messbaren Grofien, sondern die zeitliche Entwicklung einer Wellenfunktion
YN(riro, ... 1pt) derart, dass |IPN|2 d3r; d3ry ... d3ry die Wahrscheinlichkeit fiir einen
bestimmten Zustand eines physikalischen Systems darstellt. Es kann aber nicht eindeutig
vorhergesagt werden, welchen Zustand ein physikalisches System zu einem zukiinftigen
Zeitpunkt haben wird.

Man kann die Quantenmechanik als eine Beschreibung der Information iiber ein physikalisches
System bzw. der Messungen an einem physikalischen System verstehen — und nicht als eine
Beschreibung des physikalischen Systems an sich. Das wirft eine grundsitzliche Frage auf:

Hat ein physikalisches System vor einer Messung (unabhingig von dieser) tat-
sdchlich einen bestimmten Zustand oder hat der Messvorgang zu den gemessenen
Zustandseigenschaften beigetragen?

Eine entsprechende Diskussion wurde alsbald nach der Formulierung der Theorie intensiv
gefiihrt und resultierte nach 10 Jahren (1935) zu noch heute diskutierten Gedankenexpe-
rimenten, die helfen, die Bedeutung der Quantenmechanik zu verstehen. So gibt es zu
obiger Frage folgende zunéchst prinzipiell mogliche Antworten:

(a) Einphysikalisches System hat tatsdchlich unabhéngig von einer Messung den durch
diese Messung gefundenen Zustand.

=, Realistischer Standpunkt”

(b) Eine Messung versetzt ein physikalisches System in den mit dieser Messung
bestimmten Zustand.

=, Orthodoxer Standpunkt”
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(c) Die Frage (und ihre Beantwortung) ist irrelevant, weil metaphysisch.

£, Agnostischer Standpunkt”

Die heute zumeist vertretene Interpretation ist die Kopenhagener Deutung'?3*> (Bomr,
HEISENBERG), die im Wesentlichen Antwort (b) entspricht: es macht keinen Sinn, nach
dem Zustand eines physikalischen Systems zwischen zwei Messungen zu fragen. Gemafs
dieser Kopenhagener Deutung ist die Quantenmechanik eine vollstindige Beschreibung
der mikroskopischen (und damit der gesamten) physikalischen Welt.

Ein gegensitzlicher Standpunkt (Antwort (a)!) wurde von EinsTeIN, Poporsky® und
Rosen’ eingenommen, die behaupteten (und glaubten beweisen zu kénnen), dass die
Quantenmechanik keine vollstandige Theorie sei und sie keine vollstandige Beschreibung
der physikalischen Welt erlaubt®. Sie konstruierten ein Gedankenexperiment fiir zwei
Teilchen (und damit das heute so genannte EPR-Paradoxon), welches die Existenz
eines physikalischen Zustands eines Teilchens unabhédngig von einer Messung nahelegt,
insbesondere die physikalische Realitdt von Ort und Impuls eines Teilchens unabhangig
von einem Messprozess (siehe z. B. Rollnik, 2003).

Das EPR-Paradoxon kann aufgeldst werden (Quantenmechanik beschreibt ein Teilchensystem
aus beiden EPR-Teilchen, wobei Gesamtimpuls und Abstand der Teilchen auch in der
Quantenmechanik gleichzeitig scharf messbar sind), aber eine prinzipielle Fernwirkung kann
nicht ausgeschlossen werden. Ausschlieffen kann man aber die Informationstibertragung
mit Hilfe dieser Fernwirkung, so dass kein Widerspruch zur Relativititstheorie vorliegt.

Bemerkung 5.0.1: Im Verlauf der Diskussion des EPR-Paradoxons entstand auch das
heute mit ,Schrodinger’s Katze” bezeichnete Gedankenexperiment9 (siehe z. B. Rollnik,
2003; Leibfried et al.: Schrodingers Katze in die Falle gelockt. In: Physikalische Blitter 53 (1997),
S. 1117-1119; H. Genz: Das Paradoxon von Einstein, Podolsky und Rosen. In: Physik in unserer
Zeit 28 (1997), S. 251-258, DOI: 10.1002/piuz.19970280605.). <

Ein wesentlicher, weil quantitativer, Fortschritt hinsichtlich der Beantwortung obiger
Frage nach der ,Realitdt” physikalischer Zustdnde auflerhalb von Messprozessen wurde

' M. Born: Zur Quantenmechanik der StoBvorgénge. In: Zeitschrift fiir Physik A 37 (1926), S. 863-867,
DOI: 10.1007/BF01397184.

2 M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan: Zur Quantenmechanik. Il. In: Zeitschrift fiir Physik A 35 (1926),
S. 557-615, DOI: 10.1007/BF01379806.

3 W. Heisenberg: Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik. In:
Zeitschrift fiir Physik A 43 (1927), S. 172-198, DOI: 10.1007/BF01397280.

4 N. Bohr: Quantum Mechanics and Physical Reality. In: Nature 136 (1935), S. 65, DOI: 10.1038/136065a0.

5 N. Bohr: Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered Complete? In: Physical
Review 48 (1935), S. 696-702, DOI: 10.1103/PhysRev.48.696.

6 Boris Podolski, 1896-1966, russ. Physiker

7 Nathan Rosen, 1909-1995, amerik.-israel. Physiker

8 A.Einstein, B. Podolsky, N. Rosen: Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Consi-
dered Complete? In: Physical Review 47 (1935), S. 777-780, DOI: 10.1103/PhysRev.47.777.

8 E. Schrédinger: Die gegenwdrtige Situation der Quantenmechanik. In: Naturwissenschaften 23 (1935),
S. 807-812, DOI: 10.1007/BF01491987.
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http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.47.777
http://dx.doi.org/10.1007/BF01491987

mit den , Bell’schen Ungleichungen”1%!! gemacht (siehe z. B. Rollnik, 2003). Diese gelten
fiir den Fall, dass es in einem physikalischen System ,,verborgene Variablen” gibt, die
z.B. einem Teilchen eine , Liste von Anweisungen” fiir sein zukiinftiges Verhalten geben.
Diese Ungleichungen sind verschieden von denen, die aus der Quantenmechanik folgen, so
dass deren experimentelle Uberpriifung eine Entscheidung tiber die Existenz verborgener
Variablen bzw. die , Realitdt” von physikalischen Zustdanden ohne Messprozess moglich
macht.

Diese Experimente haben ergeben, dass die quantenmechanischen Ungleichungen erfiillt
und die Bell’schen Ungleichungen nicht erfiillt sind — also dass keine verborgenen Variablen
existieren und physikalische Zustdnde erst durch Messprozesse festgelegt werden.

Fazit:

Bis heute gibt es keinen Grund anzunehmen, dass die Quantenmechanik unvollstandig ist,
d. h. wir miissen davon ausgehen, dass wir nicht nur ,nicht mehr von der physikalischen
Welt erfahren konnen”, sondern dass mehr, als die Quantenmechanik beschreibt, auch
nicht existiert.

10J.S. Bell: On the Einstein Podolsky Rosen Paradox. In: Physics 1 (1964), S. 195-200.
" J.S. Bell: On the Problem of Hidden Variables in Quantum Mechanics. In: Review of Modern Physics 38
(1966), S. 447-452, DOI: 10.1103/RevModPhys.38.447.
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Warum Statistik (= statistische Mechanik)?

6.1. Pragmatische Motivation

Die Zahl N der (,,elementaren”) Teilchen in einem sogenannten makroskopischen System
ist so grof}, dass eine exakte Beschreibung der Bewegung jedes einzelnen Teilchens
nicht praktikabel ist. Selbst fiir den Fall, dass man die Teilchenorte und -impulse zu
einem gegebenen Zeitpunkt fy kennen wiirde, wire es nicht moglich, alle zugehorigen
(gekoppelten) N Bewegungsgleichungen zu 16sen.

Bemerkung 6.1.1: Oft wird als GroSenordnung fiir die Teilchenanzahl die Avogadro-Zahl*
Ny~ 6-108 angegeben. Diese wird auch als Loschmidt’sche Zahl? Ly bezeichnet und ist
gleich der Anzahl der Atome in 12 g reinem 12C. Die Gesamtmenge von Ly Molekiilen
einer Stoffsorte nennt man 1 mol. Damit gilt beispielsweise mit 'H und O:

1mol Wasser (H,O) «— 18g
1mol Sauerstoff (O,) «— 32g

Das sind offenkundig makroskopische Grofienordnungen. <

Dariiberhinaus ist eine detaillierte Information tiber alle N Teilchen eines makroskopi-
schen Systems zum Verstdandnis dessen Verhaltens nicht nur nicht erforderlich, sondern
auch nicht erwtiinscht.

Bemerkung 6.1.2: Die Eigenschaften eines makroskopischen Systems hiangen (meist)
weniger von den Eigenschaften jedes einzelnen Teilchens, sondern vielmehr von den
Eigenschaften der Gesamtheit dieser Teilchen ab. <«

' Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro, 1776-1856, ital. Physiker und Chemiker
2 Johann Josef Loschmidt, 1821-1895, §sterr. Physiker und Chemiker
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6.2. ,,Prinzipielle” Motivation

Die Anfangsbedingungen, Wechselwirkungen und Storungen eines makroskopischen
Systems sind oft nicht beliebig genau zu bestimmen. Stérungen kdnnen sich schnell und
verschiedenartig ausbreiten, sodass die Entwicklung benachbarter Zustande unvorher-
sagbar ist (Chaos). Auch deshalb ist es nicht sinnvoll, das Verhalten aller N Teilchen
vollstandig beschreiben zu wollen.

6.3. Physikalische Motivation

Nachdem schon im 16. und 17. Jahrhundert die Vermutung gedufSert wurde, dass , die
Wirme in ihrem Wesen eine Form der Bewegung ist” (F. Bacon®) und im 19. Jahrhundert
bereits eine Theorie dazu formuliert wurde (J.J. WatersTon?), begann mit R. CLausius®
Arbeit , Uber die Art der Bewegung, welche wir Warme nennen”® (1857) die Entwicklung
der sogenannten ,kinetischen (Gas-)Theorie”. Es festigte sich die Uberzeugung, dass
die bis dahin bekannten thermodynamischen Gesetzmifligkeiten ihre Erkldarung in
einer Anwendung der kinetischen Theorie auf makroskopische bzw. thermodynamische
Systeme finden wiirden. Diese thermodynamischen Gesetzmaéfiigkeiten sind heute als
die Hauptsiitze der Thermodynamik bekannt.

6.4. Hauptsatze der Thermodynamik

0. Hauptsatz

Die Temperatur ist eine (intensive) ZustandsgrofSe. Durch Temperaturgleichheit zwischen
zwei (makroskopischen oder thermodynamischen) Systemen wird deren thermisches
Gleichgewicht definiert, fiir welches das Gesetz der Transitivitat gilt.

1. Hauptsatz (£ Energiesatz, Maver, JouLe, HeELmHoLTZ (1840))

Die innere Energie eines (makroskopischen oder thermodynamischen) Systems ist eine
(extensive) Zustandsgrofie. Die Gesamtenergie eines abgeschlossenen (makroskopischen
oder thermodynamischen) Systems ist konstant. Es gibt kein ,, perpetuum mobile” erster
Art.

3 Francis Bacon, 1561-1626, en. Philosoph und Staatsmann

4 John James Waterston, 1811-1883, schott. Physiker

5 Rudolf Julius Emanuel Clausius, 1822-1888, dt. Physiker

8 R. Clausius: Uber die Art der Bewegung, welche wir Warme nennen. In: Annalen der Physik 176 (1857),
S. 353-380, DOI: 10.1002/andp.18571760302.
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6.4. Hauptsatze der Thermodynamik

2. Hauptsatz (Crausius (1865))

Die Entropie ist eine (extensive) ZustandsgrofSe. Die Entropie eines abgeschlossenen
(makroskopischen oder thermodynamischen) Systems kann nur anwachsen oder gleich-
bleiben (d. h. nicht abnehmen). Es gibt kein , perpetuum mobile” zweiter Art.

3. Hauptsatz (= Nernst’sches Theorem (1906))

Die Entropie eines (makroskopischen oder thermodynamischen) Systems im Gleichge-
wicht strebt gegen Null, wenn sich die Temperatur dem absoluten Nullpunkt nahert.

Die Motivation der Statistischen Mechanik ist (u. a.) die Ableitung dieser Hauptsitze aus
einer Kombination der klassischen Mechanik mit der (mathematischen) Statistik.

Bemerkung 6.4.1 [Perpetuum mobile]:
Man unterscheidet zwei Arten von Perpetua mobilia:

Perpetuum mobile erster Art Ein perpetuum mobile erster Art ist eine Maschine,
die nur Arbeit leistet, ohne dabei Energie in Form von innerer Energie oder
Warmemengen zu ,,verbrauchen”.

Perpetuum mobile zweiter Art Ein perpetuum mobile zweiter Art ist eine zyklisch
arbeitende (thermodynamische) Maschine (d.h. ein Kreisprozess), welche
Wairmeenergie vollstindig in Arbeit umwandelt.

<«

Bemerkung 6.4.2: Die franzosische Akademie beschloss bereits im Jahre 1775, keine
Konstruktionsvorschldge fiir ein Perpetuum mobile mehr zur Priifung anzunehmen. <
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Kinetische Gastheorie

7.1. Verteilungsfunktionen und Momente

Idee:

Keine Beschreibung aller Teilchenorte und -geschwindigkeiten, sondern Beschrei-
bung eines thermodynamischen Systems mit Hilfe sogenannter (Phasenraum-)
Verteilungsfunktionen.

Definition 7.1.1

Sei N die Gesamtzahl der Teilchen eines (makroskopischen oder thermodynamischen)
Systems. Dann gibt

N g(v) d*v (7.1.1)
die Zahl der Teilchen mit Geschwindigkeiten im Intervall [v, v + dv] an und
f(r,0)d®r &30 = n(r)g(v) d®r d>v (7.1.2)

ist die Zahl der Teilchen im Volumen [r, r + dr] mit Geschwindigkeiten in [v, v + dv]. g(v)
wird als Geschwindigkeitsverteilung bezeichnet, f(r,v) ist die Phasenraumverteilung und n(r)
die Teilchenzahldichte am Ort r. <«

Die bekannteste Geschwindigkeitsverteilung ist sicher die Maxwell’sche, die MaxwgLr!

1860 herleitete?. Bevor wir uns diesem Beispiel zuwenden, machen wir noch einige
allgemeine Aussagen.

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass

N2 f f f(r0)dPrdP = f n(r) d3r f g(v)d (7.1.3)
e |

= i

' James Clerk Maxwell, 1831-1879, schott. Physiker
2 J.C. Maxwell: lllustrations of the dynamical theory of gases. In: Philosophical Magazine 19 (1860),
S. 19-32.
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und somit

f f(r0)d%0 = n(). (7.1.4)

Damit ist der Zusammenhang zwischen der mikroskopischen Beschreibung (Teilchenorte
und -geschwindigkeiten r, v), mesoskopischer Beschreibung (Geschwindigkeits- und
Phasenraumverteilung ¢, f) und makroskopischer Beschreibung (Zustandsgroéfsen: z. B.
Teilchenzahldichte n, Geschwindigkeit u, Temperatur T, Druck p, ...) geklart. Allge-
mein gelten die Definitionen sogenannter , Momente” einer Verteilungsfunktion, die als
(gewichtete) Mittelwerte verstanden werden kdnnen:

n(rt) = f f(rot) d3v £ Teilchenzahldichte (0.Moment) (7.1.5)

. Stromungs-

~ geschwindigkeit (1. Moment) (7.1.6)

u(rt) = % f vf(rot)do

T(rt) = %1 f (v — u)? f(ro,t) d3v = Temperatur
n (2.Momente) (7.1.7)
p(rt) =m f (v—u)®(—u)f(ro,t) d®v 2 Drucktensor

Die Hierarchie der verschiedenen Beschreibungsebenen spiegelt sich auch in verschie-
denen Grundgleichungen wieder: Die Bewegung von Einzelteilchen ergibt sich z. B. aus
den Newton’schen® Bewegungsgleichungen, die Phasenraumverteilung geniigt der
BorrzmaNnN-Gleichung und die makroskopischen Grofien sind durch hydro- bzw. gasdy-
namische Gleichungen bestimmt.

Hinldnglich bekannt ist die NEwton’sche Theorie. Die

BoLrzmann-Gleichung

d a F 0
=gy nv=(), o

kann aus dem LiouviLLe-Theorem? der klassischen Mechanik hergeleitet werden®. Aus
der Momentenbildung f v%(...)d%v folgen die Grundgleichungen der Hydro-/Gasdy-
namik, was am Beispiel der Massenbilanz (= ,Kontinuitdtsgleichung”) demonstriert
sei.

3 Sir Isaac Newton, 1643-1727, en. Physiker, Mathematiker, Astronom, Alchemist und Philosoph
4 Joseph Liouville, 1809-1882, franz. Mathematiker
5 siehe auch Kapitel 6.7 im Skript ,Theoretische Physik: Mechanik” von R. Schlickeiser
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7.1. Verteilungsfunktionen und Momente

Beispiel 7.1.1 [Massenbilanz mittels Momentenbildung]:

Bildet man das 0. Moment von der Borrzmann-Gleichung, d.h. das Integral f ... d%v tiiber
GlL. (7.1.8), so erhilt man:

d o
f—fd3v+fv-Vrfd3v+f£-vad3v:f —f d’v
ot m ot StoRe

[ — N— ———
@ {an {1 (Iv)y

Betrachtung der einzelnen Terme liefert:
() NachGl. (7.1.4) gilt:
of 5 0 5 on
f;dv—ﬁffdv—g
~———

() Unter Verwendung der Vektoridentitit V- (AD) = (V- A) + (A - V) erhilt man:

[Vektordentiar [ovrunabrangig] =} fof 0]
l l l
fv'Vrfd3v=f{Vr‘(vf)—f(Vr-v)}d%:Vr-fvfd%zVr-(nu)
N——

=0

da v, r unabhingig

(Il)  Fur diesen Term folgt fiir geschwindigkeitsunabhangige Kréfte:
F #F(v) kart. Koordinaten

F oy rqni i CE A dondo,
f%.vvfdv_E-fvvfdv_Efffa—vidvidvjdvk—Eff[f]_mdvjdvk—o

(IV) Dieser Term bezeichnet den Quellterm, und es wird definiert:

of _.
)20

Gas-/hydrodynamische Massenbilanz

Damit ergibt sich insgesamt:

on
E + Vr . (nu) = Q (719)

Bemerkung 7.1.2: Kontinuitdtsgleichungen werden auch in der Elektrodynamik (La-
dungserhaltung) und Quantenmechanik (Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte, siehe
Gleichung (2.5.9)) verwendet. <

Bemerkung 7.1.3: Im Falle Q = 0 wird die Bortzmann-Gleichung auch Viasov-Glei-
chung® genannt, die demnach fiir ein stofifreies Gas gilt’. <

6 Anatoly Alexandrovich Vlasov, 1908-1975, russ. Physiker
7 Siehe auch Kapitel 2.2.3 und 6. im Skript ,Einfiihrung in die Plasmaphysik® von A. von Keudell
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7.2. Die MaxweLL’sche (Geschwindigkeits-)Verteilung und das
ideale Gas

Die Gleichgewichtsverteilung eines Gases ist die isotrope MaxwEeLLverteilung

3/2
fm(r,o) = n(r) (27_:;;],) exp {—%(v — u)z} , (7.2.1)

die sich als Losung der Borrzmann-/Viasov-Gleichung ergibt. Mit den in Abschnitt 7.1
definierten Momenten erkennt man, dass:

u= Z kin. Teilchenenergien = % f f (v — u)? fm(r,0) dPod’r

N = [n(r)d®
Vom m \3/2 m m 3kgT
_ N\ N2 _ 2l g3, = nIEORB
‘sz(v ) (2nkBT) eXp{ 2T \° ”)}dv NS =

_ 3kgT
==B

3
u= ENkBT (% innere Energie des idealen Gases) (7.2.2)

und auch:

_m PRY 3.,_m 3kgT i Zj
P=3 f(v u)” fu(r,o)d’v = 3n(r)—m = VkBT

& pV =NkgT (= Zustandsgleichung des idealen Gases) (7.2.3)

Bemerkung 7.2.1: Die oben angegebene MaxwEeLLverteilung beschreibt ein Teilchenen-
semble, welches die Driftgeschwindigkeit # innehat.

fum

u 0

Abbildung 7.1: MaxweLLverteilung

Im Falle u = 0 ist die MaxwEeLLverteilung auf v = 0 zentriert. <
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7.3. Die (Informations)Entropie

Bemerkung 7.2.2: Auch in der kinetischen Gastheorie taucht der Wahrscheinlichkeits-
begriff auf, denn

% f(ro,t)d%v = g(r,0,t) >0 (7.2.4)

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Geschwindigkeit eines beliebig ausgewadhlten
Teilchens im Intervall [v, v + dv] liegt. Die Geschwindigkeitsverteilung g(r,v,t) kann also
als entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden. <

Zur Verbindung der skizzierten mesoskopischen Theorie und der klassischen Thermody-

namik benétigen wir die Informationsentropie, die im nachfolgenden Abschnitt behandelt
wird.

7.3. Die (Informations)Entropie

7.3.1. Aligemeine Betrachtung

Motivation: Mag8 fiir Information

Ausgangspunkt: Kodierung von Zeichen (z. B. Buchstaben) durch nicht-dquidistante
Teilintervalle der Lange p; des Einheitsintervalls [0,1]:

n 0
;= 1o} } } | -4 } i
zzzip pl pz p3 pn—l pn

Erfolgt die Kodierung von haufig gebrauchten Zeichen mit grofien p; entsprechend
ihrer relativen Haufigkeit, erfordert die Ubertragung weniger ,bits” (bzw. ,bytes”).

Frage: Wieviele bits (= binary digits) werden zur Ubermittlung eines Zeichens benotigt?

Idee: Sukzessive Halbierung des Einheitsintervalls in Teilintervalle der Lange 27

bits # bits
I =[01]
To =[0,%], I8 :]%,1] 0,1 1
o =[03]; In =|Li]; B =]3]; W =]31] ooo01,1011 2

usw.

Folgerung I: Wenn 27" < p; = m > —log, p;, so liegt ein Zeichen eindeutig fest und zu
seiner Ubermittlung werden o; = — log, p; bits benétigt, wobei o; als Informationsmaf
fiir ein Zeichen bezeichnet wird.

Folgerung ll: Der vollstindige Informationsgehalt o einer Nachricht, die aus N Zeichen
besteht, erfordert also 0 = Zfil 0.
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Haufig kann (oder soll) nicht der vollstandige Informationsgehalt {ibermittelt werden
und es ist sinnvoll den mittleren Informationsgehalt & zu definieren®”:

Informationsentropie nach SHaNNON

Fiir eine Nachricht aus N Zeichen mit relativer Haufigkeit p; gilt:

0i = ~log, (pi)

N ! N
0= Zpiai = - Zpi log, (pi). (7.3.1)
i=1 i=1

Bemerkung 7.3.1: Eine weitere Optimierung ergibt sich im Falle existierender Korrela-
tionen (z. B. typische Buchstabenkombinationen), die in obigem & nicht berticksichtigt
sind. P

7.3.2. Anwendung auf ein thermodynamisches System

Makroskopisches System

Ein makroskopisches System entspricht einem Vielteilchensystem mit sehr grofser Zahl
verschieden moglicher Mikrozustdnde, die mit (wenigen) gegebenen (makroskopischen)
Zustandsgrofien (oder einer gegebenen Verteilungsfunktion) vertraglich sind.

Hat der i-te Mikrozustand die Wahrscheinlichkeit p;, dann ist die Informationsentropie
==Y pilogy(p) (7.3.2)
i

die notwendige mittlere Zahl der Bits, um anzugeben, durch welchen der verschiedenen
Mikrozustdnde ein bestimmter Makrozustand realisiert ist (siehe auch Abschnitt 9.1.1).

Zum Anschluss an die physikalische Entropie definiert man

’ In(x) = In(2) log, (x) ‘

l
S = kg In(2)5 = —kg Z piIn(py). (7.3.3)

Bemerkung 7.3.2: Wegen der grofien Zahl (~ 10%) der Mikrozustinde ist die Multipli-
kation mit kg = 1,38 - 1072 J/K praktisch. Der Ubergang von log, auf In ist ebenfalls rein
pragmatischer Natur. <«

8 Claude Elwood Shannon, 1916-2001, amerik. Mathematiker

9 C. Shannon: A Mathematical Theory of Communication. In: Bell System Technical Journal 27 (1948),
S. 379-423 und S. 623-656, URL: http://cm.bell-1abs.com/cm/ms/what/shannonday/shannon1948.
pdf
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7.3. Die (Informations)Entropie

7.3.3. Anwendung auf ein ideales Gas

Ideales Gas

Ein ideales Gas entspricht N wechselwirkungsfreien (= unkorrelierten) Teilchen.

Sei f(r,v,t) wieder eine Verteilungsfunktion, die angibt, wie viele Teilchen dN sich zur Zeit
t bei r im Volumen d3r mit einer Geschwindigkeit im Intervall [v, v + dv] befinden, also

dN = f(r,0,t)d°r d°0, (7.3.4)

dann ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in dessen (1-Teilchen) Phasenvolumen

(,u-Raum”) zu finden
_dN _ 1

o 9N 3, 13
PiEN TN f(rot)yd’rd’o (7.3.5)
und es gilt (p; fiir ein Teilchen!)
S = —Nkg Z piln@) ~ S=—kp f FIn(p)) dr d0. (7.3.6)

Problem: Wie ist In(p;) zu berechnen?
Ansatz: p; =~ % f(r0,0) mit A, = d*r d3 ~ const.2 typ. Phasenraumzellgrofe

Damit folgt

fffln(%) d3rddv = Nln(%)

AH 3,13 l A#
S = —ka fln Wf d°rd’v = —kBH— kBNh’l W (7.3.7)

mit der

BoLrzmann’schen H-Funktion

o 3,33
H = fffln(f)d rd’v. (7.3.8)

Bemerkung 7.3.3: BorLrzmanN verwendete urspriinglich (1872) den Buchstaben ,E”,
und die Notation ,,H” wurde erst in den 1890’ern eingefiihrt (H = gr. ,eta”). <

Bemerkung 7.3.4: Die Bortzmann’sche H-Funktion (oder das Borrzmann’sche Funk-
tional) ist im Wesentlichen identisch mit der Entropie. Wegen des entgegengesetzten
Vorzeichens gilt, dass ein physikalisches System versucht, die H-Funktion zu minimieren
(und die Entropie damit zu maximieren). <
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Frage:  Wie lautet die Verteilungsfunktion eines idealen Gases?
Problem: Fiir welches f ist H minimal?

Losung: Wir suchen ein Extremum von H unter den zusatzlichen Bedingungen, dass
die Teilchenzahl
N = f f fd3rd’y, (7.3.9)
die innere Energie
3 3m 2¢33, 33, _ " 2 ¢33, 33
U:EpV=§§ vfdrdv:E v fd’rd’o (7.3.10)

und das Volumen V konstant sind:

oH

oH ON _ Ju v
ot B

W_OI — =0 und

0, ot ot

0. (7.3.11)
Es handelt sich also um die Bestimmung von Extrema einer Funktion mit
Nebenbedingungen, was iiber die Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren®
durchgefiihrt werden kann:

JoH ON au
W + Aly + /\ZW =0. (7312)

Die Nebenbedingung %—‘t/ = 0ist durch die Integration tiiber ein festes Volumen
erfiillt. Damit folgt:

of 3,13 f 5 1 m 20f 3 .3 i
ffa(ln(f)+1)drd v+/\1ff§d rd v+/\25ffv Ed rd’v=0

a=1+Aq
p=5 12

:iffaa_{ [In(f) + a + po?| d’rd® = 0

% bel.
l !
=1In(f) +a +po* =0
=f =exp {—a - ﬁvz} = const. - exp {—,802} (7.3.13)

Das ist die schon bekannte Maxwellverteilung:

N m )32 mv?
fulro) = 5 (2nkBT) b {_2kBT}

) m \3/2 mo?
= n(r) (W) exp {_ZkBT} . (7.3.14)

0 Joseph Louise Lagrange, 1736-1813, ital. Mathematiker und Astronom
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Bemerkung 7.3.5: Die Gleichgewichtsverteilung des idealen Gases ist also die (zeitun-
abhéangige) Maxwellverteilung (die MaxweLL auf direktem Wege herleitete). <«

Wie ergibt sich nun die Entropie eines idealen Gases? Mit der MaxweLL-Verteilung fy
erhdlt man fiir die BorrzmanN’sche H-Funktion:

N m \3?  mo? 5 3
H_ff{ln(V)-i_ln(T(TBT) —w}fMd rd’v
m

N 2y N m V2 3
—Nln(v)-i-Nln(m) - ]@7—' _N{ln(‘_/)—}_ln(ZT(kBT) — E} (7315)

Daraus folgt fiir die Entropie

S = —kgH — kzN1 By
= —fpH = kplNIn{ =

3/2
_ v 312 2k SR ]
_NkB{ln(N)+ln(T )+1n( - +2 In N

1V T \¥?
= NkB {IH(NVO)+11’1(T—O) +SO(T0,V0)}

vgl. Abschnitt 8.7.2 ‘

l T 5/2 po
Z Nkp {m(—) (—)} + Nkgso(To,po) (7.3.16)
TO p
mit
3/2 A
s0(To,Vo) = In (T3/2V0) + ln(ZZfB) + % - 1n(ﬁ“). (7.3.17)

Beobachtung: Damit S ~ N gilt, muss sy # so(N) erfiillt sein. Also ist eine Korrektur
notwendig.

Uberlegung: Die Vertauschung zweier Gasteilchen ist in der Informationsentropie mit-

[y ’

gezdhlt, liefert aber keinen neuen Mikrozustand (= ,,Zeichenreihenfolge’

beliebig). Also

l
Sideal = —Nkg Y piIn(pi) ks In(N') ~ § — kN(In(N) - 1)

Subtraktion der mehrfach
gezdhlten Mikrozustande

3/2
_ 1% 3/2 27TkB 5
_ng{ln(ﬁ)+ln(T ) in(22) 42 - n(a,)
Ay = (%)31 siehe Exkurs Abs. 7.3.4 A= \/%:n_kﬂﬁ therm. pe BroGLIE Wellenlidnge

l r 3/2 l
! V [ 27umksT 5 ¢ vV 5
= Nks {m(NL = ] )+ 2} — Nkg {ln(NA3)+ 2} (7.3.18)
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7.3.4. Exkurs: Volumen eines Zustands im u-Raum

Dazu betrachtet man ein freies Teilchen mit der Wellenfunktion

. 3 .
o ~ exp ik -7} = exp {%p . r} =[x {%p/‘x]’}. (7.3.19)
j=1

Befindet sich das Teilchen in einem wiirfelformigen Volumen V = L3 und fordert man
periodische Randbedingungen

P {%p i + L)} < exp {%ijj} % (7.3.20)
so folgt:
s piL 2mifim;
exp {EPJ’L} =1 = e =2mmj; mi€Zy = pj= I (7.3.21)

Dann gilt fiir einen solchen Wiirfel mit V = L3:

Ap = ? = % (7.3.22)
Also
(Ap)’L3 = (ApAx)® = 13 (7.3.23)
und somit 3
Ay~ EPrd’v ~ (Ax)*(Av)® = (Axr;l#)g = (%) . (7.3.24)

Bemerkung 7.3.6: Die obige Entropieformel [Gleichung (7.3.18)] ist noch immer nicht
vollig korrekt, da sie nicht mit dem 3. Hauptsatz vertrédglich ist. Die notwendige Korrektur
ist quantenmechanischer Natur (siehe Abschnitt 9.3.3). <

Die bis hierher entwickelte kinetische Theorie wurde erst nach der phanomenoligsch un-
tersuchten Thermodynamik formuliert. Daher bedient sie sich einiger im Rahmen letzterer
definierten Grofien und Begriffe wie z. B. ,, Zustandsgrofien”, oder ,,thermodynamische
Potentiale”. Um diese in ihrer vollen Bedeutung zu erfassen ist es sinnvoll, die phdnome-
nologische Thermodynamik zu behandeln, was im folgenden Kapitel geschieht.
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Kapitel 8.

Thermodynamik

8.1. ZustandsgroBen

Unter Zustandsgrofien versteht man makroskopische Grofien, die einen (makroskopischen
oder thermodynamischen Gleichgewichts-)Zustand eines physikalischen Systems ein-
deutig festlegen (z. B. Druck p, Temperatur T, Dichte g, (innere) Energie U, Volumen V,
Entropie S). Man unterscheidet extensive bzw. intensive Zustandsgrifien, die sich bei der
Zusammensetzung eines physikalischen Systems aus mehreren Teilchensystemen additiv
verhalten (z.B. Volumen, Energie, Entropie) bzw. nicht dndern (z. B. Temperatur, Druck,
Dichte). Auch (eindeutige) Funktionen der Zustandsgrofien sind wieder Zustandsgrofsen
und werden Zustandsfunktionen genannt.

Bemerkung 8.1.1: Die Thermodynamik beschreibt die Beziehungen von (makroskopi-
schen) Zustandsgrofien untereinander; mit der statistischen Mechanik werden diese Be-
ziehungen aus den (mikroskopischen) Eigenschaften und dem Verhalten der (> 10%)
Einzelteilchen hergeleitet. <«

Bemerkung 8.1.2: Da iiberwiegend Gleichgewichtszustinde oder eine Abfolge von
solchen betrachtet werden, wire oft die Bezeichnung ,, Thermostatik” statt Thermodynamik
aussagekriftiger, was sich aber nicht durchgesetzt hat. <«

Bemerkung 8.1.3: Fiir die Festlegung eines Zustandes geniigen in der Regel einige weni-
ge Zustandsgrofien, die Zustandsvariablen genannt werden. Alle {ibrigen Zustandsgrofien
lassen sich aus den Zustandsvariablen berechnen. <«

Wie die Bezeichnung schon andeutet, beschreiben Zustandsgrofien den Zustand eines
physikalischen Systems und sollten daher unabhédngig davon sein, wie — d.h. {iber
welchen physikalischen Prozess — ein System in einen bestimmten Zustand versetzt
wurde. Mathematisch genauer bedeutet dies, dass die Anderung dY einer Zustandsgrofe
Y nur von Anfangs- und Endzustand eines verdnderlichen Systems abhdngen soll und
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nicht vom Prozess selbst, der die Anderung bewirkt. Das ist genau dann der Fall, wenn
dY ein totales/vollstindiges/exaktes Differential ist, d. h. es gilt:

n

dY =a dx1 +ar dx2 +...+ay dxn = Zgi dxi (8.1.1)
i=1
1 8Y 8a» aa<
mit a; = a;(x1,...,x,), a; = > und 8_x; — &_xll

Dannist Y = f(xy,...,x,) eine Zustandsgrofse, fiir die beim Ubergang von Zustand 1 in
Zustand 2 gilt:

2
f dY =Y, - ;. (8.1.2)
1

Bemerkung 8.1.4: Im Folgenden sind vollstindige Differentiale mit ,d” und nicht-
vollstandige mit , @“ bezeichnet. <

Beispiel 8.1.1 [Aufpumpen eines Fahrradreifens]:

Betrachte zwei Alternativen: langsames und schnelles Aufpumpen

langsames
Anfangszustand: >| Endzustand:
Aufpumpen
pP1 > P2 > p1
schnelles

2
Druck: f1 dp=p>—p1
= p ist Zustandsgrofle

l
Arbeit:  [* dW = - [ pdV # W, — W, (wegabhiingig!)
£dW = p(V)dV i. A. kein vollstindiges Differential
= W ist keine Zustandsgrofie

8.2. Temperatur und Entropie

Man nimmt an, dass schon im Mittelalter erkannt wurde, dass im Zusammenhang mit
Wirme zwei verschiedene Grofien unterschieden werden kénnen, namlich die Warme-
intensitat und -qualitat. Beispiele dafiir sind die Kerzenflamme: hohe Warmeintensitét,
kleine Warmemenge; umgekehrt ist es fiir Metallstiicke moglich. Ein Maf3 fiir die War-
meintensitit ist die Temperatur, die tiber Stoffeigenschaften bzw. -verhalten gemessen
wird (Thermometer), wobei verschiedene Temperaturskalen definiert wurden (siehe
Tabelle 8.1).

Ein Maf? fiir die Warmemenge ist die Energie, die z. B. iiber Warmekraftmaschinen
(z.B. Carnot’scher Kreisprozess, s. u.) gemessen werden kann. Ebenso wie die Arbeit W
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FanrennerT! (1714) | Cersius? (1742) | Kewvin® (1851)
Schmelzpunkt von Eis 32 0 273,15
Siedepunkt von Wasser 212 100 373,15

Tabelle 8.1: Temperaturskalen

ist die Warmemenge Q keine Zustandsgrofie, d. h. dQ ist kein vollstandiges Differential,
was leicht am Beispiel des idealen Gases deutlich wird: Fiir die innere Energie U und die
Zustandsgleichung eines idealen Gases gilt (siehe Abschnitt 8.5.1)

N=const.
3 L3
U=ZNksT und pV=NksT = dU=;NksdT. (8.2.1)

Mit dem 1. Hauptsatz (Energiesatz, siehe Abschnitt 8.4) gilt dann

dU=dQ+ dW = dQ—pdV = dQ:NkB{ng+§dV}. (8.2.2)
Daher gﬂt
900 9 3\ 90 9 T\ Nk
Wﬁ = W(NkBE) = 0 und WW = ﬁ (Nka) = 7 * 0, (823)
also X X
2°Q 2°Q
VT * aTav’ (8.2.4)

Demnach ist 4Q kein vollstandiges Differential. Jedoch 1afst sich mit Hilfe eines ,integrie-
renden Faktors” aus dQ ein vollstiandiges Differential erzeugen:

Q. 3dT  dvV
dSZT_NkB{z T " V}

RS PS
VT ~ ITaV’

(8.2.5)

Die zu dS gehorende Zustandsgrofe S ist die Entropie (vgl. Abschnitt 7.3) und ergibt sich
durch Integration wie bereits in Gleichung (7.3.16) und (7.3.18) zu

S = Nk {g In(T) + ln(V)} + const. (8.2.6)

Am schon verwendeten Beispiel eines idealen Gases kann man einen wichtigen, fiir die
Quantenmechanik niitzlichen [siehe Gleichung (1.1.10)], Zusammenhang ablesen:

dU = $NkgdT

_ 3 Nkg Nkg . Y1 Nkg ., 1 dS ds

' Daniel Gabriel Fahrenheit, 1686-1736, dt. Physiker und Erfinder
2 Anders Celsius, 1701-1744, schwed. Astronom, Mathematiker und Physiker
3 William Thomson, 1. Baron Kelvin (meist als Lord Kelvin bezeichnet), 1824-1907, irischer Physiker
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Offenbar gilt — die uns bereits aus der Quantenmechanik [siehe Gleichung (1.1.10)]
bekannte — Gleichung
JaS 1

== T (8.2.8)

Bemerkung 8.2.1: Die Bezeichnung ,Entropie” ist vermutlich angelehnt an das griechi-
sche , entropein” = umkehren, umwenden. Weniger plausibel, aber auch vorgeschlagen,
ist die Ableitung als Kunstwort aus , Energietransformation”. <

8.3. Zustandsanderungen: reversible und irreversible
Prozesse

In einem abgeschlossenen System laufen so lange Prozesse ab, bis ein Gleichgewichtszu-
stand erreicht ist. Diese Prozesse konnen sich nicht selbst umkehren, sie sind irreversibel.

Beispiel 8.3.1:

Beispiele fiir irreversible Prozesse sind die Gasausdehnung oder die Reibungswérme eines
Pendels.

Prozesse, die nur Gleichgewichtszustande durchlaufen, heifSen reversibel und sind eine
Idealisierung. Wahrend reversiblen Prozessen zu jedem Zeitpunkt definierte Werte von
Zustandsgrofien zugeordnet werden konnen, ist dies fiir irreversible Prozesse nicht
moglich. Es gibt auch eine statistische Definition dieser Begriffe: Allgemein stellt man
fest, dass Zwangsbedingungen (z. B. gegeben durch Gesamtenergie, Volumen oder eines
dufleren Feldes) die Zahl I der zuldssigen Systemzustdnde bestimmen (man denke z. B. an
die QM-Potentiale!). Eine Verringerung der Zwangsbedingungen erhoht (i. A.) die Zahl T’
der zuldssigen Zustdnde. Sei nun

I'p
I'e

Zahl der zuldssigen Zustdnde zu Beginn eines Prozesses

Zahl der zuldssigen Zustande am Ende eines Prozesses,

dann gilt:

I's =T & Prozess ist reversibel

I's <I'r & Prozessistirreversibel

Thermodynamische Prozesse laufen nach allgemeinen und speziellen Gesetzmafligkeiten
ab, d. h. sie gehorchen den generell giiltigen Hauptsitzen und fithren zu Zustanden, die
mit sogenannten Zustandsgleichungen vertraglich sind.
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8.4. Die Hauptsatze

... lassen sich nun nicht nur qualitativ (vgl. Abschnitt 6.4), sondern auch quantitativ
formulieren.

0. Hauptsatz

Das Gleichgewicht thermodynamischer Systeme ist durch Temperaturgleichheit definiert:

o dS; _dS;  _ dS,
T1=T,=...=T, (=4 aul—auz—...—aun.

(8.4.1)

1. Hauptsatz:

Die Anderung der inneren Energie eines thermodynamischen Systems ist gegeben durch
dU=dQ+ dW =dQ-pdV=TdS-pdV. (8.4.2)

dU ist ein vollstandiges Differential, d. h. es gilt § dU = 0 fiir jeden Kreisprozess (unab-
héngig vom Weg), der einen Zustand in sich selbst tiberfiihrt.

2. Hauptsatz:

Die Entropie eines thermodynamischen Systems ist durch

— erev > inrr

ds — - (8.4.3)
definiert. Fiir abgeschlossene Systeme im Gleichgewicht gilt
dS=0 sowie S =S, (8.4.4)

und fiir irreversible Prozesse (wiahrend der das System zu einem neuen Gleichgewicht
strebt), gilt dS > 0.

3. Hauptsatz:

Am absoluten Temperaturnullpunkt gilt S(T = 0) = 0. In diesem Fall folgt I' = 1 wegen
S = kgIn(I'), d. h. das System hat genau einen erlaubten Zustand.

8.5. Zustandsgleichungen

Wiéhrend die Hauptsdtze der Thermodynamik allgemein, d. h. unabhéngig von einem
speziellen physikalischen System gelten, gibt es (zunédchst empirisch bestimmte) Bezie-
hungen zwischen den Zustandsgrofien, die fiir spezielle physikalische Systeme gelten.
Dafiir seien folgende Beispiele aufgefiihrt:
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Kapitel 8. Thermodynamik

8.5.1. Das ideale Gas

Beim idealen Gas wird von der Idealisierung ausgegangen, dass die Gasteilchen punkt-
formig sind und sich wechselwirkungsfrei gemafs der klassischen Mechanik behandeln

lassen.

1. Beobachtung (Bovre* 1664, MarioTTE? 1676):

T=const. = pV=pVo

2. Beobachtung (Gay-Lussac® 1802):

%
p=const. = —=—

Demnach gilt:
@
Ty = const.,pV = pyVy = const.,
| V TO
Elimination von V liefert:
Vv Vi
pE =pVo & Al = Poo = const. =: Nkg
T T,

und damit erhilt man die

Zustandsgleichung des idealen Gases (,.ideales Gasgesetz*)

pV = NkgT
p= leBT

mit der Teilchendichte n = limay_ (%\})

Bemerkung 8.5.1: Diese Gleichung kann verschiedenartig hergeleitet werden, z. B. auch
mit der Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung, die fiir ideale Gase, d. h. im Rahmen

der kinetischen Gastheorie (vgl. Abschnitt 7.2), gilt.

4 Robert Boyle, 1627-1691, irischer Naturforscher
5 Edme Mariotte, 1620-1684, franz. Physiker

6 Joseph Louise Gay-Lussac, 1778-1850, franz. Chemiker und Physiker
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8.5. Zustandsgleichungen

Bemerkung 8.5.2: Das ideale Gas ist nur fiir reale Gase mit sehr niedriger Teilchenzahl-
dichte, sogenannte sehr diinne Gase, eine gute Naherung.

<«

Bemerkung 8.5.3: Haufig wird auch N = N,,N4 mit der Zahl der Mole N,, verwendet.

Dann gilt
NkgT = N,;NAkgT =: N,,RT (8.5.5)
mit der Gaskonstanten R = N kg ~ 8,31 ﬁ <

Am Beispiel des idealen Gases seien einige wesentliche (weil oft verwendete) Zustands-
danderungen (= Prozesse) veranschaulicht. Man unterscheidet:

isobarer Prozess: p=const. & dp=0
isothermer Prozess: T=const. & dT=0
adiabatischer Prozess: Q =const. & dQ=0
isochorer Prozess: V=const. & dV=0

Diese Bedingungen ergeben in Verbindung mit der Zustandsgleichung spezielle Glei-
chungen bzw. Kurven(-scharen):

Vv

Isobare: T = const. (Gay-Lussac)

Isotherme: pV = const. (Boyle-Mariotte)

p

Adiabate:  pV* = const.; k = o
Isochore: % = const.

Diese Gleichungen konnen formal mit der Polytropengleichung fiir ideale Gase zusammen-
gefasst werden:

pV’ =const. & p%V = const. (8.5.6)

Daraus ergeben sich die vier Spezialfdlle mit

>

y=0 Isobare
y=1 £ Isotherme
&

y=x=, = Adiabate
y=x

Isochore

1>

Bemerkung 8.5.4: Der Begriff der , Polytrope” wurde 1887 in Verallgemeinerung der
Adiabatengleichung von Zeuner’ eingefiihrt. <«

Bemerkung 8.5.5: Mit ¢, und cy wird die spezifisch Warmekapazitat bei konstantem
Druck respektive konstantem Volumen bezeichnet. <«
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T] < TZ < T3
Adiabaten —]sobaren

Isochoren
1

<< lIsothermen

Abbildung 8.1: p-V-Diagramm
Die verschiedenen Prozesse werden {iiblicherweise in einem p-V-Diagramm, das auch
Arbeitsdiagramm genannt wird, veranschaulicht (siehe Abb. 8.1).

Bemerkung 8.5.6: Die Darstellung im linken Diagramm von Abb. 8.1 gilt nur fiir ideale
Gase. <«

8.5.2. Das reale Gas

Beim realen Gas wird das endliche Volumen der Gasteilchen sowie die gegenseitige
(attraktive) Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen berticksichtigt.

Feststellung: (van pEr Waars®? 1873)
1. Jedes Gasteilchen besitzt ein endliches Teilchenvolumen V7 > 0:
= lim70 Ve = NV #0
Ansatz: Viges = Vies — NVT

2. Teilchen nahe dem Volumenrand (,,Oberfldche”) spiiren eine nach innen
gerichtete Kraft:

= Preal < Pideal

~(N 2
ANSatz: Preal = Pideal — P0; Po = (7) ; @ = const.

7 Gustav Anton Zeuner, 1828-1907, dt. Ingenieur

8 Johannes Diderik van der Waals, 1837-1923, niederl. Physiker, Physik-Nobelpreis 1910

9 J.D. van der Waals: Over de Continuiteit van den Gas- en Vloeistoftoestand (Die Kontinuitét des fliissigen
und gasférmigen Zustands). Dissertation, Universitat Leiden, 1873
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8.5. Zustandsgleichungen

Bemerkung 8.5.7: Die wechselseitige Anziehung der neutralen Gasteilchen ist elektri-
scher Natur (Dipolmomente!) und verkehrt sich bei sehr kleinen Abstdnden (Uberlappung
der Elektronenhiillen!) in eine starke Abstoffung. <«

Mit diesen van DER WaaLs’schen Modifikationen gilt
N 2
pideulvideul = {prml +d (V) } (V - NVT) = NkBT/ (857)

woraus mita = dN? und b := NVr folgt:

Zustandsgleichung eines realen Gases

(p + %) (V —b) = NkgT (8.5.8)

Die Konstanten a und b hidngen von der Natur der Gasteilchen ab, d. h. sie sind Material-

konstanten.

VAN-DER-WAALS sche Isotherme

p / .

N
A

N
N, ideale Isotherme
\\/
N
. \\
Kondensationsverzug — ~~(

- /
\ tatsachhcher Verlauf (experimentell):
Kondensation: Volumenverringerung
g

S 1edeverzu bei konst. Druck (Isobare)

theoret. Verlauf: unphysikalisch

Abbildung 8.2: p-V-Diagramm des realen Gases (1)

Auch diese Zustandsgleichung ldsst sich im p-V-Diagramm (siehe Abschnitt 8.2) veran-
schaulichen:

S V-b V¥
Man beobachtet den Verlauf, wie er in Abschnitt 8.3 dargestellt ist.

_ NisT _ 4 (8.5.9)
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T = T} = kritische Isotherme
P re k \
\ permanentes Gas

Fliissigkeit \\

NN
;' §\\
Grenzkurve

Sattigungsbereich
Gleichgewicht zw. Fliissigkeit und Dampf

Vv

Dampf 2 kondensierbares Gas
(= verfliissigbar)

Abbildung 8.3: p-V-Diagramm des realen Gases (2)

Bemerkung 8.5.8: Neben der gezeigten Isothermen eines vaN-DER-WaALs Gases ldsst
(8.5.10)

sich wieder die Adiabatenschar bestimmen:
5 Vo—b
S V-b

T \¥5
()

Die Isobaren bzw. Isochoren sind (natiirlich) auch hier achsenparallel.

<«

8.5.3. Flussige und feste Stoffe
Auch hier lassen sich Zustandsgleichungen nur ndherungsweise (experimentell) bestim-

mit a,f = const., (8.5.11)

men. Man verwendet u. a.
V= V() {1 + (x(T - TO) —ﬁ(p — po)}

wobei fiir fliissige (inkompressible) Stoffe a # 0, p = 0 und fiir feste (kompressible) Stoffe
(8.5.12)

a # 0, g # 0 gilt. Die Materialkonstanten (= Stoffkonstanten)
1 (8V

1 (3\/) )
=—|== und f=- —
VO oT p=p Vo 8p T=T,
heifien ,, Ausdehungskoeffizient” bzw. ,Kompressibilitit” und werden ebenfalls experimentell
bestimmt. Im Falle eines elastischen Drahtes oder eines elastischen Stabes gilt hingegen
(8.5.13)

J = A(T){L — Lo}
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8.6. Der Carnot’sche Kreisprozess

mit der Spannung | [ N/m], einem temperaturabhidngigen Koeffizienten A(T) und den
Lange L bzw. Ly des gedehnten bzw. spannungslosen Drahtes/Stabes.

8.6. Der Carnot’sche Kreisprozess

Der Carnot’sche!? Kreisprozess ist ein (das?) grundlegende Beispiel fiir eine thermody-
namische Maschine, die Warme in Arbeit umwandelt. CArRNoOT (1824) versuchte einen
Zusammenhang zwischen erzeugter Wiarme und geleisteter Arbeit fiir die von Warr!!
(1769) konstruierte Dampfmaschine zu finden!?.

Grundiberlegung:
» Gas bewegt durch Druckkolben

= ungeordnete Molekiilenergie wird in geordnete Bewegungsenergie (der Kol-
benmolekiile) umgewandelt.

» Dauerhafte Arbeitsverrichtung bedingt (aus praktischen Griinden) Riickfithrung
des Kolbens und erneute Gasdruckerzeugung

£ periodischer Prozess = Kreisprozess.

Der CarnoT’sche Kreisprozess besteht aus zwei isothermen und zwei adiabatischen Zu-
standsdanderungen (Abb. 8.4), schematisch ist dies in Abb. 8.5 dargestellt.

P Adiabaten (QQ =0)

N MGt~
U B
\

Isothermen (dT = 0)
/

T34 = const.
11 @ II

1%

Abbildung 8.4: p-V-Diagramm des Car-  Abbildung 8.5: Schematischer Ablauf
Not’scher Kreisprozesses des Carnot’schen Kreisprozesses

0 Nicolas Léonard Sadi Carnot, 1796-1832, franz. Physiker

" James Watt, 1736-1819, schott. Erfinder

2.3, Carnot: Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les machines propres a développer cette
puissance. In: Annales scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure Sér. 21 (1872), S. 393-457

101 -



Kapitel 8. Thermodynamik

Bei Annahme eines idealen (Arbeits-)Gases folgt:

I: 1. Takt

1>

isotherme Expansion

1>

Zufiihrung einer Warmemenge Q1 > 0

’ Ty, = const. = U = U(T) = const. ‘

)
= dUp = dQ12+ quéO
qu = —pdV
NkpTyp

P=—v 1
l
V. V. !
= Wip=- j;/lz pdV = —NkgT1> j“/lz ‘l/dV = —NkgT1» ln(g—i) = —le
Il: 2. Takt

£ adiabatische Expansion

>

Wirmeisolation: dQy3 =0

= dU23 = szg,

V3 ! Vi
-, pdV = —const. sz pedV
’ pV* = const. = p, Vi = psV§

= W23

l
— _const {V%‘K - V%‘K} = -1 (p3V3 - p2V2)

1-x

. 3. Takt

1>

isotherme Kompression

1>

Abfithrung einer Warmemenge Qz4 < 0
= dU34 = [fl'Q34 + dW34 ; 0

= Wy =- fVZ4PdV = —NkgT34 ll’l(%) = —Qz

3

IV: 4. Takt

1>

adiabatische Kompression

1>

Wairmeisolation: dQ4 =0

= dU41 = dW41

1%
= W41 = _fV41 pdV = —ﬁ (p1V1 —p4V4)
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8.7. Die thermodynamischen Potentiale

Die gesamte geleistete Arbeit ist

W = Wi+ Woz + Wag + Wy

V 1 \% 1
= —NkBT12 1n(7?) - m (p3V3 - szz) - NkBT34 ln(v;l) - m (plvl - ]94V4)

() (+)

L 1% Vi 1%
= —NkB {T12 ln(vj) + T34 ll’l(vi)} = —NkB (T12 - T34) ll’l(Vj) <0

wobei in der letzten Zeile die Beziehungen

Vi=pV Vi=pV VE = p3 VX
pl 1 p2 2 (x—) sowie pl ! pZ 2 + pZ 2 p3 3 = & = & (>(->(-)
p3Vs = piVy p3Vs = piVy paVy =p1Vy ViV
ausgenutzt wurden und Ty > T34 ist.
Es gilt weiter:
Wl = Q12 + Qs4 = Q12 — 1Q34]
und somit folgt fiir den (thermischen) Wirkungsgrad!?
Wl _ Q12 = 1Qa4l Q34
= ==L = o = 1, 8.6.1
fIcamot =5 Q12 Q12 ®61)

d.h. es wird nicht die gesamte zugefithrte Warmemenge Q1 in Arbeit umgewandelt. Mit
den obigen Ausdriicken fiir Q1> und Qs4 folgt die Carnot’sche Proportion

Q12 Q34 T34
== = = 1 =1-— 8.6.2
T12 T34 alsO  7carnot T12 ( )

Demnach kann ncamot = 1, also die vollstindige Umwandlung von Wérme in Arbeit, nur
fir T34 — 0 oder T1p — oo gelten. Dies ist beides praktisch nicht moglich.

Bemerkung 8.6.1: Eine direkte Folgerung aus dem 2. Hauptsatz ist, dass alle reversibel
arbeitenden Warmekraftmaschinen den Wirkungsgrad 1 = 1camot haben und 1camot der
maximal mogliche Wirkungsgrad ist. <«

Bemerkung 8.6.2: Durch Zerlegung in viele (infinitesimale) CArNOT-Prozesse folgt mit
der Carnot’schen-Proportion, dass fiir jeden reversiblen Kreisprozess 95 d—TQ = 0 gilt. Das

fiihrte Crausius zur Definition der Entropie S mit dS = d—TQ. <«

8.7. Die thermodynamischen Potentiale

8.7.1. Konstante Teilchenzahl (dN = 0)

Mit dieser, d.h. dN = 0, im bisherigen Verlauf der Vorlesung (implizit) gemachten
Annahme gilt geméaf des 2. Hauptsatzes

dU = TdS - pdV, (8.7.1)

13 Der Wirkungsgrad ist allgemein definiert als das Verhaltnis von Nutzleistung zur zugefiihrten Leistung.
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d. h. die innere Energie eines Systems hdngt von den Zustandsgrofien T, S, p und V ab.

Bemerkung 8.7.1: Es treten immer Kombinationen von intensiven (T, p) und den
entsprechenden ,konjugierten” extensiven (S, V) Zustandsgrofsen auf. <

Da U ein vollstandiges Differential ist, muss gelten

u u
also per Vergleich
u . _(dU
T= (ﬁ)v sowie p = (8V)S , (8.7.3)

wobei <g_)x bedeutet, dass bei der partiellen Differentiation die Variable X als kon-
stant betrachtet wird. Das heifst, dass sich bei Kenntnis von U(S,V) bereits alle weiteren
Zustandsgrofien berechnen lassen. Je nach Prozess ist es giinstiger, nicht S und V als
unabhdngige (Zustands-)Variablen zu betrachten, sondern die anderen moglichen Kom-
binationen:

MSundp ; ) TundV ; (AV)Tundp

Dafiir werden folgende Funktionen eingefiihrt, die als thermodynamische Potentiale be-
zeichnet werden:

(I) ,Innere Energie” U(S5,V) mit dU=TdS-pdV
(I) ,Enthalpie” H(Sp) mit dH=TdS+Vdp
(III)  , Freie Energie” F(T,V) mit dF=-SdT-pdV
(IV) ,Freie Enthalpie” G(T,p) mit dG=-SdT+Vdp

Bemerkung 8.7.2: Die Bezeichnung ,Potential” ist bewusst suggestiv: durch Ableitung
des Potentials erhilt man die gewtiinschten Grofien. <«

Bemerkung 8.7.3: Es werden auch die Bezeichnungen

H £ Warmefunktion
F
G

>

Helmholtzpotential
Gibbs’ Potential

>

verwendet. <

Die obigen Differentiale und die expliziten Ausdriicke fiir die thermodynamischen
Potentiale erhélt man wie folgt: Gesucht sei H(S,p), d. h. die unabhédngige Variable V in
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8.7. Die thermodynamischen Potentiale

U(S,V) soll durch p ersetzt werden. Dazu geht man vom 1. Hauptsatz aus:

»geschickte Null”

—_——
dUu+pdV+ Vdp-Vdp

du+ d(pV)-Vdp=dU+pV)-Vdp.

du=daQ+dw = dQ

Mit der Definition

H=U+pV| = dH=dQ+Vdp=TdS+Vdp (8.7.4)

erhdlt man also die oben bereits angegebene Beziehung. Entsprechend gilt:
dU=TdS-pdV = d(TS)-SdT —pdV
= dU-TS)= dF=-SdT-pdV ; |[F=U-TS (8.7.5)

und
dU = TdS - pdV = d(TS) - SAT - d(pV) + Vdp
= d(TS - pV) - SdT + Vdp
= dU-TS+pV)=d(F +pV)= dG=-SdT + Vdp (8.7.6)
Damit gilt: | G:=U-TS+pV =F+pV =H-TS| (8.7.7)

Aus diesen Beziehungen erkennt man folgende Zusammenhénge:

H = Warmemenge bei isobaren Prozessen
F = diein Arbeit umwandelbare (,,freie”) Energie bei isothermen Prozessen
G = diezuF analoge Grofse in Bezug auf H

Die thermodynamischen Protentiale sind als Funktionen ihrer ,natiirlichen” Variablen
Uu(s,v), H(S,p), F(T,V) und G(T,p) dquivalent. Die Formeln zur Berechnung der jeweils
nicht als unabhédngige Variable gegebenen thermodynamischen Grofien (T, p bei U; T, V
bei H etc.) aus den thermodynamischen Potentialen kann man wie folgt schematisieren:

zB. (9r\ _ . (2G) _ .
S U v = (3_T)v__s ’ (TP)T_V ; ete
und auch
H F 2L dH = TdS+Vdp
dG = -SdT+Vdp
p G T

oder (Maxwell-Relation!): (g—f,)T = (g_”’;)v etc.
Bemerkung 8.7.4: Der Zusammenhang der verschiedenen Potentiale ldsst sich auch
tiber Legendre-Transformationen beschreiben (vgl. theoretische Mechanik!4). So ist z. B.
die freie Energie F die Legendre-Transformierte der inneren Energie U bzgl. S — T und
die Enthalpie H die Legendre-Transformierte der inneren Energie U bzgl. V — p. )

4 siehe z. B. Kapitel 5.1.1 im Skript , Theoretische Physik: Mechanik® von R. Schlickeiser
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Bemerkung 8.7.5: Im thermischen Gleichgewicht wird jeweils das thermodynamische
Potential extremal (meist minimal), dessen (natiirliche) Variablen konstant gehalten
werden (vgl. Greiner, Band 9). <

8.7.2. Variable Teilchenzahl (dN # 0)

Eine weitere wesentliche extensive Zustandsgrofse ist die Teilchenzahl. Es ist offenkundig,
dass die innere Energie eines Systems durch Gewinn oder Verlust von Teilchen gedndert
wird. Allgemeiner gilt daher

dU =TdS - pdV + udN. (8.7.8)

Welche Bedeutung aber hat die damit ebenfalls zu definierende intensive Zustandsgrofie
u? Offenbar ist u eine intensive Zustandsgrofle, da N extensiv ist (vgl. Bemerkung
8.7.1). Anschaulich entspricht u dem Widerstand eines Systems gegen Erhohung der
Teilchenzahl, so dass — wie erwartet — u dN die entsprechende Arbeit beschreibt.

Gemaf der obigen Herleitungen der thermodynamischen Potentiale folgt fiir ein System
mit k Teilchensorten:

U=UGSVN;) mit dU=TdS—-pdV+Yr, udN;
F=FT,VN;) mit dF=-SdT-pdV+Yk, /,tl dN;
H=H(SpN;) mit dH=TdS+Vdp+Yr, ud
G=G(TpN;) mit dG=-SdT+Vdp+Y:, u le

Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen dem chemischen Potential u und dem
Gibbs’schen Potential, den man wie folgt herleiten kann:

Bei , Ver-A-fachung” der extensiven Zustandsgrofien eines Systems gilt
U(AS,AV,AN;) = AU(S,V.N)), (8.7.9)
da die innere Energie U selbst extensive Zustandsgrofie ist. Mit A = 1+ ¢, 0 < € < 1 folgt:

l
U (1 +€)S1+e)V(1+e)N)) ~ U + g—ges + eV + Z

I«

k
u+e[T5—pV+ZyiNi]é(1+e)u:u+eu
i=1

= U=TS-pV+Y wuN;, = G=U-TS+pV = |G=
(,,Euler-Gleichung™)

,UiNi (8.7.10)

i
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8.7. Die thermodynamischen Potentiale

Das chemische Potential ist also der Beitrag eines einzelnen Teilchens zum GiBas’schen?®
Potential.

Vergleicht man das totale Differential der EuLer-Gleichung!®
k k
dU=TdS-pdV+ ) dN;+SdT-Vdp+ ) Nidp; (8.7.11)
i=1 i=1
mit dem 1. Hauptsatz, so folgt direkt
k
SdT - Vdp+) Nidu;=0. (8.7.12)
i=1

Dies wird als (differentielle) Gisss-Dunem -Relation'” bezeichnet.

Beispiel 8.7.1 [Chemisches Potential eines (1-komp.) idealen Gases]:
Mit der (differentiellen) Gisss-Dunem-Relation gilt fiir k = 1:

d‘u=—%dT+z\K]dp.

Man benétigt also zunédchst die Entropie S eines idealen Gases, um das chemische Potential 1 zu
bestimmen. Mit dem Ansatz (dN = 0)

U=3NkgT
pV=NkgT
_du p L 3 Nkp Nkg
ds = T+TdV— ETdT‘FTdV
folgt
S;extensive G
:Sg:i\vlkgsu

3/2 1 5/2
S(T,p) = Nks In {(TZO) VKO} + So(To,po) = Nk [m {(TZO) (%)} + so(To,pg)]

Mit pV = NkgT folgt daraus
5/2
dy=- [kBso +ksln {(Tl) @}] dT + "BTT dp.

Integration liefert:

15 Josiah Willard Gibbs, 1839-1903, amerik. Physiker
6 | eonhard Euler, 1707-1783, schweizer Mathematiker und Physiker
7 Pierre Maurice Marie Duhem, 1861-1916, franz. Physiker und Wissenschaftstheoretiker
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! 5 T 71
H(p,T) = ‘u(po,To) - f {kBSO + EkB ln(T—)} dT+kBTf - dP
To 0 Po p

TV/? 5
= H(PT) = topo,To) = ks T {(T—O) ’%} +(3 =0 a(T = To)

Das entspricht anschaulich der Arbeit, die geleistet werden muss, um einem idealen Gas ein
Teilchen hinzuzuftigen.

Bemerkung 8.7.6: Das Gisps’sche Potential wird verwendet, um Gleichgewichte in Folge
ablaufender chemischer Reaktionen zu bestimmen. Letztere konnen allgemein als

k
0= ZviAi (8.7.13)
i=1

geschrieben werden, wobei die v; (i. d. R. ganzzahlige) stochiometrische Koeffizienten
(Verhdltniszahlen) und die A; chemische Komponenten (z. B. O,, H,O) sind. Es gilt nun

ANy _dNo AN g (8.7.14)

" vy e i

mit dN als Proportionalititsfaktor. Fiir den oft vorliegenden Fall eines konstanten Drucks
(dp = 0) und konstanter Temperatur (dT = 0) folgt

k k
dG =) uidN; = dN ) vip;. (8.7.15)
i=1 i=1
Im Gleichgewicht muss also

k
Z Vit = 0 (8.7.16)

i=1
gelten. Dieser Ausdruck ist durch die chemischen Potentiale bestimmt. <
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Kapitel 9.

Statistische Mechanik

9.1. Die Zustandssumme und die statistischen Gesamtheiten

9.1.1. Die Zustandssumme

Die in Abschnitt 7.3.2 eingefiihrten Begriffe

,Mikrozustand” und ,,Makrozustand” lassen

sich wie folgt veranschaulichen: Ein Mikro- P Makrozustand
zustand eines physikalischen Systems aus N
Teilchen ist durch die Angabe der Orts- und
Impulskoordinaten r1, 12, ..., *N, Py, Pos - - -,
py aller Teilchen festgelegt (klassische Mecha-
nik!). D.h. ein Mikrozustand ist ein Punkt
im 6N-dimensionalen Phasenraum I'. Ein Ma-
krozustand ist die Gesamtheit aller Mikrozu-
stdnde, die mit gegebenen (makroskopischen)
Zustandsgrofien vertraglich sind, d. h. ein Ma-
krozustand ist ein Ensemble von Punkten im
Phasenraum I'.

Man unterscheidet fiir ein physikalisches Sys-
tem allgemein:

Mikrozustinde

X

Mikro-Nebenbedingungen £ Vorschrift exakter extensiver Zustandsgrofsen

>

Makro-Nebenbedingungen Vorschrift gemittelter extensiver Zustandsgrofien

11>

Vorschrift exakter intensiver Zustandsgrofien (s. u.)

Der Zustand eines physikalischen Systems ergibt sich aus der Forderung maximaler
Entropie. Zur Berechnung dieses Zustands bestimmt man die p; aller Mikrozustande
so, dass fiir einen gegebenen — tiber Nebenbedingungen formulierten — Makrozustand
S = —kg }; pi In(p;) maximal wird.
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Zur Formulierung der Nebenbedingungen benutzt man, dass fiir eine Zustandsgrofie x
gilt:

(x) ; X © Zpixi =X © Zpl’xi -X=0 (9.1.1)
i i
Also insgesamt:

S = Sy bei gegebenen Nebenbedingungen

=02 %[S — kpa {Z PK — 1} —kpp1 {Z PKX1,K = Xl} —kgp2 {Z PKX2,K — XZ} B ]
! K

K K

S ——
1. Makro-NB 2. Makro-NB

ap =—kg(In(p)) +1);a:=a -1

1
= 0=In(p;) + a + f1x1,; + fax2,; +

= p; = exp{—ajexp Zﬁ]x]l

= —exp Zﬁ]xﬂ (9.1.2)

mit der Zustandssumme

l
Z =expla} = Z exp {—p1x1,i — Paxoi— ... Z exp Zﬁ/x“ . (9.1.3)

i

Bemerkung 9.1.1: Die Bezeichnung Zustandssumme reflektiert die Summation tiber
alle Mikrozusténde. <«

Bemerkung 9.1.2: Die durch Makro-Nebenbedingungen per Mittellung definierten ex-
tensiven Zustandsgrofien sind in der Gleichgewichtsverteilung (maximale Entropie!)
durch voneinander unabhéngige Exponentialverteilungen der Mikrozustande reprasen-
tiert. P
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Grundgerist der statistischen Mechanik

Die drei Gleichungen

Z = Z‘ exp {— Z ‘Bjx]'/i} (914&)
i j
pi = % exp {— Y, ,Bjxj,i} (9.1.4b)
j

S = —kBZpilnpi

’ Yiri =L Lipixji = X; ‘
!

=ks ) . pi {m(Z) +Y [ijj,i} = kpIn(2) +ks ) B;X; (9.1.4¢)

bilden das Grundgeriist der statistischen Mechanik.

Der Anschluss an die (phanomenologische) Thermodynamik (siehe Kapitel 8) erfolgt so,
dass zu gegebenen Mikro- und Makro-Nebenbedingungen, die die Zustandsvariablen
festlegen, die Entropie bestimmt wird und aus ihr das zu diesen Zustandsvariablen
gehorende thermodynamische Potential berechnet wird.

Bemerkung 9.1.3: Aus der letzten Beziehung fiir S folgt, dass die ; intensive Zustands-
groflen sind, da S und die X; extensive Zustandsgrofsen sind. <

9.1.2. Die statistischen Gesamtheiten

Oben wurden Mikro- und Makro-Nebenbedingungen unterschieden. Letztere sind als
Mittelwerte verschiedener Mikrozustdnde definiert und man kann deshalb sagen, dass die
Gesamtheit von Mikrozustinden eine Makro-Nebenbedingung erfiillt. Es gibt verschiedene
solcher Gesamtheiten (% , Ensembles”), von denen drei hdufig verwendet werden:

Gesamtheit Vorgabe von ex-| Vorgabe von | Zahl der | Zahl

tensiven ZGn (konjug.) in- | Mikro-NB | Makro-NB
tensiven ZGn,
vgl. 8.7.1
M | mikrokanonisch | V, N, U — 3 0
K kanonisch V,N T
G | grofikanonisch | V u T 1 2

(Bemerkung: mit dV =0 = dU = TdS, also ist T auch zu U konjugiert)
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Bemerkung 9.1.4: Eine mikrokanonische Gesamtheit beschreibt ein abgeschlossenes, eine
kanonische Gesamtheit ein energetisch offenes und eine grof(kanonische Gesamtheit ein offenes
System. <

Fiir die in Gleichung (9.1.4) hergeleiteten (Grund-)Gleichungen der statistischen Mechanik
folgt nun jeweils:

M: ;=0 = Zy=Y;exp{0}=2;1=W({VNU)

= pi= ﬁ = v = const. (= Gleichverteilung)

= Sy =kglnZy = kgln W(V,N,U) ; vgl. Abschnitt 1.1.1
Mit dS = 1 dU + £ dV — £ dN (vgl. Kapitel 8) folgt:

8SM _ 1 . 8SM _ P 8SM u

ST VT N T 1)
Ki (x)) =Xe(E)=U
=>p+0 =Zk= Zexp{—ﬁxi} = Z exp {—BE;}
i i
1
= pi = - exp{-pEi}
K
(;S_L]f=kBl3 g%ﬁlhkg—T
L u
=>S[<=th’IZ[<+kBﬁU=kBanK+T (*)
Damit gilt
TSK = TkB II‘IZK +U = F=U-TS= —kBTanK(V,N,T)
und wegen dF = =SdT —pdV + udN (vgl. Abschnitt 8.7):
JF d
=—[%=| =kT==InZ 1.
p (9V)TN ksT 57 InZk (9.1.6a)
P=mr
A kT dZx * 1 97
SK = (8T)VN = kB anK + 7x T = kB anK TZx 8[% (916b)
Aus dem Vergleich von Gleichung (9.1.6b) mit (*) folgt
1 dZg d
=——— =—-—InZk. 1.
u Zx Op BT nZg (9.1.60)
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G: (x1,i) = X1; {2,y = Xo © (Ep) = U; (Nj)) =N

= ﬁl * 0, ﬁz #0 = ZG = Z exp {_ﬁlEi - ﬁZNi}

i

1
= pi = 5—exp (—p1E; — f2Ni}

Zg
B = o 5% =kep L -7
! U uN
= Sg = kg II’IZG + k3ﬁ1u+k3ﬁ2N =kp anG + ? - T
Ahnlich wie oben folgt:
d
p= kBTW InZ¢g (9.1.7a)
1 07
= 2= (9.1.7b)
ZG aﬁl B2=—P1u=const.
1 dZ¢g
= Z=C 9.1.7¢c

Bemerkung 9.1.5: Die drei Gesamtheiten M, K und G sind im (,,thermodynamischen”)
Grenzfall grofier Teilchenzahlen dquivalent, d. h. man muss meist nicht zwischen Zy;, Zx,
Zc usw. unterscheiden. <

Bemerkung 9.1.6: Wegen obiger Bemerkung, der recht strikten Vorgaben fiir M und der
wegen des zusitzlichen Parameters f, ,,unhandlichen” Gesamtheit G, wird oft (wie der
Name schon andeuten mag) die kanonische Gesamtheit verwendet. <

9.1.3. Die Zustandssumme des klassischen idealen Gases

Die kontinuierliche Verallgemeinerung der (diskreten) kanonischen Zustandssumme
(vgl. voranstehende Bemerkung) Zx = }; exp {_kg_iT} lautet mit

Z f derl d®r, d&®py - Pp, = ff d*Ngd®Np

=d3Ng =d3Np

und der Einteilung des Phasenraums T in Zellen der Groie h3N (s. 0.) sowie der Annahme
nicht-unterscheidbarer Teilchen (Faktor 1\1T)

Zx = hSNN, f f ex p{ s T} d®Ngd*Np = Z(T,V.\N). (9.1.8)
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9.2. Phasenraumdichte und Dichtematrix

Fiir die letztlich notwendige quantenmechanische Behandlung der Statistischen Physik
(vgl. Abschnitt 7.3.4) ist der Begriff der ,Dichtematrix” (oder auch ,Dichteoperator”)
zentral. Die Motivation fiir deren Definition ergibt sich (nach dem Korrespondenzprinzip,
vgl. Abschnitt 2.6) durch Vergleich mit der entsprechenden klassischen Beschreibung.
Letztere stellt zunédchst einen Zusammenhang zwischen den Wahrscheinlichkeiten p;
und der Phasenraumdichte (oder auch , Ensembledichte”) her. Um diesen einzusehen,
betrachten wird im ndchsten Abschnitt die Mikrodynamik im (klassischen) Phasenraum.

9.2.1. Mikrodynamik im (klassischen) Phasenraum

Ein durch (g(t),p(t)) definierter Mikrozustand bewegt sich im Phasenraum (g,p) ent-
lang einer Trajektorie (eine solche Bahn im Phasenraum heifst Ergode), die durch die
Hamilton’schen Gleichungen

. _oH = JH N . .
g(t) = % ;0 pt) = 70 ;  H £ Hamiltonfunktion 9.2.1)

definiert ist. Im Allgemeinen gibt es 3N Koordinatensitze (g,p), der tibersichtlichen
Notation zuliebe ist hier aber nur (g,p) verwendet.

P t=1

«— (g(t),p(1))

= Phasenraumtrajektorie
(= Ergode)

Abbildung 9.1: Phasenraumtrajektorie

Wenn x eine Zustandsgrofie ist, dann kann deren mittlerer Wert im Zeitintervall [0,7] als

1 T
o= fo x(q(t),p(t) dt = f f x(q,p)o-(q,p) dg dp 9.2.2)

N _
o= 1 [ oa-gersp—pena 9:23)

definiert werden, so dass g, dq dp als derjenige Bruchteil der Zeit 7 interpretiert werden
kann, wahrend der die Trajektorie x(q(t),p(t)) im Volumen dgdp bei (g,p) verlduft.
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p Phasenraum- p Ensemble
trajektorie

— Mittelwerte werden als — Mittelwerte werden als
Zeitmittel berechnet Ensemblemittel berechnet

Abbildung 9.2: Phasenraumtrajektorie und Ensemble

Um die Beschriankung auf Abschnitte einzelner Trajektorien aufzuheben, betrachtet man
den Grenzfall T — oo, der die mittlere Phasenraumdichte o(q,p) definiert

R
ot0) 5= lim g = lim = [ 864 =000y o) 024
sodass gilt:
x = lim [[x(qp)a(qp)dqdp (9.2.5)

>

Mittelwert der Zustandsgrofie x im betrachteten Phasenraumvolumen.

Dabei entspricht 9 dg dp der Wahrscheinlichkeit, dass x(g,p) in dqdp bei (g,p) enthalten ist
(= [[gdqdp =1).

Bemerkung 9.2.1: Da Letzteres fiir alle Zeiten gelten soll, definiert man die Phasenraum-
oder Ensembledichte o(q,p,t) mit

f o@ptdgdp =1 = x(t) = f x(q@®).p(t)elq.p.t)dqdp, (9.2.6)

wobei o(q,p,t) dg dp die Wahrscheinlichkeit ist, einen beliebig gew&hlten Mikrozustand
zum Zeitpunkt t in dq dp bei (g,p) zu finden. <

Den Ubergang von T zu T — oo kann man wie in Abbildung 9.2 veranschaulichen.

In den beiden alternativen Mittelwertberechnungen steckt also ein Grundpostulat der
Statistischen Physik: Das Ensemblemittel ist gleich dem Zeitmittel.
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Bemerkung 9.2.2: Diesem Postulat liegt die Borrzmann’sche (1887) Ergodenhypothese
zugrunde: ,Die Ergode eines abgeschlossenen Systems mit E = const. verliuft durch jeden
Punkt des Phasen(unter)raums, der mit H(q,p) = E definiert ist.” Diese wurde spater durch
EnrenrEsT (1911) als Quasi-Ergodenhypothese abgeschwécht formuliert: ,, Die Ergode eines
abgeschlossenen Systems mit E = const. kommt (fast) jedem Punkt des Phasen(unter)raums mit

H(q,p) = E beliebig nahe.” <«
Zusammen mit den Ergebnissen aus Abschnitt 9.1 gilt also allgemein
_ 1
pi = 0(q,p) = 7 €Xp 4y Z Bixji ¢ - (9.2.7)
]
Daraus folgt mit Z = f f exp {— Y.iBjx j,i} dg dp folgende Definition:
(mittlere) Phasenraumdichte einer allgemeinen Gesamtheit
1
@(q,P) = Z exp {— Z ﬁ]‘x]‘,l'} 5 (928)
i
Speziell fiir die oft benutzte kanonische Gesamtheit (s. 0.) mit
1 E;
pi = Zx exp{ kBT} (9.2.9a)
E;
Zx = Z exp {—kB—T} (9.2.9b)
gilt demnach
_ 1 H(q,p)
= gxdgdp = - €Xp {_kB—T dgdp (9.2.9¢)
H(g,
Z = ffexp {—M} dgdp. (9.2.9d)
kgT
Also:
(Mittl.) Phasenraumdichte der kanonischen Gesamtheit
_ 1 H(q,p)
ox(4.,p) = 7 exp {— ToT } (9.2.10)
Bemerkung 9.2.3: Es gelten also die Zuordnungen:
pi < 0k
i (qp)
Ei & H(q,p)
ZK - 7 <
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Die hier gemachten Uberlegungen kann man nun analog fiir die Mikrodynamik im
Hilbert-Raum nachvollziehen.

9.2.2. Mikrodynamik im (quantenmechnischen) Hilbert-Raum

Formal gelten die Korrespondenzen:

klass. Phasenraumpunkt (q(¢),p(t)) <« Zustandsvektor [s(t)) im Hilbertraum
(vgl. Abschnitt 2.8)

klass. Ensemblemittelwert < quantenmechanischer Ensemblemittelwert
x(t) = [[x(qt)p®))op.gdgdp o ()(t) = L, p(s)(s(t) 1£]s())
Dabei gentigt der Zustandsvektor [s(f)) der Schrodingergleichung

dIs(t))
ot

Aus dem Ausdruck fiir den quantenmechanischen Ensemblemittelwert ldsst sich eine
zur klassischen Phasenraumdichte analoge Grofse definieren:

it =Hls(t)) mit H= Hamilton-Operator. (9.2.11)

0 =Y pexst sty 2 Y Y (5 Oso)pEs0 ks )

= Z <s’(t)

Bei (*) wurde ausgenutzt, dass die Zustande [s(t)) eine vollstandige Basis bilden, d. h.

a(t)2] s’ (1)) = Sp(a(H)%) (9.2.12)

Z Is(O)s()] = 1 (9.2.13)

(die oft auch orthonormiert ist, d. h. (s’(t)|s(t)> = 0s¢) und die nachfolgend definierte
Dichte-Matrix verwendet.

Dichte-Matrix
Die Dichte ist definiert iiber:

o = Y sOPENSO. 9.2.14)

Fiir sie gilt:

aB)Is()y = p(s)ls(t)) und  Sp(a(t) = 1. (9.2.15)

Aus der klassischen allgemeinen Gesamtheit

Z = Xpi— ) Bixji ~ xp3— ) PBixjp dgd (9.2.16a)
Zi‘ep{zj:]x]} ffep{zj:]x]}qp
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folgt

olq.p) = —eXp{ Zﬁjxj,i} ;e (qp). (9.2.16b)
j

Analog (in Korrespondenz) gilt fiir die

quantenmechanische allgemeine Gesamtheit

Z=) exp {—Zﬁj<s |aej|s)} (9.2.17a)
: j
0= Z [Sps)sl 5 pls) =5 exp{ Z ﬁj<s

% s>} (9.2.17b)

Falls — wie meist moglich — die |s) Eigenzustdnde zu den %; sind, d. h. falls £/[s) = x;(s)|s)
ist, dann gilt die vereinfachte Form:

p(s) = = exp{ Zﬁ]x](s |s } == exp{ Zﬁjxj(s)} (9.2.18a)
j
0= Y pOls)sl = 2 Y exp {— y ﬁij(S)} )
S S ]
== exp { Z ﬁ]x]} Z [s)(s| = = exp { Z ﬁ]o?]} (9.2.18b)
j

:1

Speziell fiir die grofflkanonische Gesamtheit, welche gern in der Quantenstatistik benutzt
wird (s.u.), gilt somit:

pE) = 5= exp [=FIE) ~ 2N 92.19)
oc = Zic exp (-p1H — 2N} (9.2.19b)
Zg =) exp{-piE(s) - f2N()) (9.2.19¢)

S

9.3. (Ideale) Quantengase

Bemerkung 9.3.1: Wie auch im klassischen Fall besteht ein ,ideales” Quantengas aus
nicht-wechselwirkenden Teilchen. <
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Im Zusammenhang mit der Entropie fiir ein ideales Gas wurden bereits quantenmecha-

nische Uberlegungen beriicksichtigt, namlich (vgl. Abschnitt 7.3.3):
1. Die Einteilung (,,Diskretisierung”) des Phasenraums in Zellen der Grofe /Y infolge
der HeisenBErG'schen Unschérferelation (siehe Abschnitt 2.9) und der diskreten

Natur der (Quanten-)Zustande.
2. Die Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen per Division mit dem Faktor N!.

Wie in Abschnitt 7.3.3 bereits bemerkt, ist die dort berechnete (halb-)klassische Entropie
formal noch immer nicht korrekt, da sie nicht limr_,0 S(t) = 0 (3. Hauptsatz!) erfiillt.
Letztlich liegt dieser , Defekt” darin begriindet, dass die Einfiihrung des (Giss’schen
Korrektur-)Faktors % zu vereinfachend ist: Ob eine Vertauschung identischer Teilchen
zu einem anderen (Mikro-)Zustand fiihrt oder nicht, hdngt insbesondere auch von den
,Besetzungszahlen” n, quantenmechanischer Zustande v ab.

Die damit zu betrachtende Quantenstatistik kann im Rahmen dieser Vorlesung nicht
umfassend behandelt werden. Um aber zumindest einen qualitativen Eindruck zu
gewinnen, seien zundchst die Zustandssumme und Besetzungszahlen betrachtet.

9.3.1. Die Zustandssumme und Besetzungszahlen

Grundidee ist die Darstellung von Zustandsenergie E(s) und Teilchenzahl N(s) tiber

E(s) = Z me) und N(s) = Z 1y, (9.3.1)

v v

wobei 1, die Besetzungszahl des QM-Zustandes v und €(v) die zugehorige Energie ist.
Dann schreibt sich die kanonische Zustandssumme Zg = }; exp {—BE;} wie folgt:

Zk = Z Z ...exp {—ﬁ Z nve(v)} . (9.3.2)

Wegen der Mikro-Nebenbedingung N = }_, n, sind die n, nicht unabhingig voneinander,
was zur Folge hat, dass Z nicht als Produkt von Summen [[, },, ... geschrieben werden
kann. Dies erschwert die mathematische Behandlung und man geht zur grofflkanonischen
Verteilung Z tiber, fiir die N = (N;) = (), n,,) nicht fest vorgegeben ist:

zz...eXP{-ﬁlzw Y= LT ol Dot
ZZ exp{ ﬁlZ”v ev) — } ZZ Hexp _”v.Bl [e(v) - ]}

ny  np n nz

=TI expt-mprlew) - ulh = [ ] ) (exp (=1 [ew) — ul)™
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Diese Darstellung ist ein geeigneter Ausgangspunkt fiir die Untersuchung von Quanten-
gasen.

9.3.2. Bose-EinsTEIN- und Fermi-Dirac-Statistik

Fiir Bosonen (vgl. Abschnitt 4.1) gilt kein PauLi-Prinzip, d. h. es konnen beliebig viele
(ununterscheidbare) Teilchen in einem (durch Quantenzahlen charakterisierten) Zustand
sein (= n, =0,1,2,...). Damit erhdlt man

’ geometr. Reihe; e(v) > ‘

ZG—HZ(eXp —B1 [e() — ™ = H(l—exp —B1 [ev) — uI)) ™! (9.3.3)

v n,=0

Fiir Fermionen gilt das Pauli-Prinzip (= n, = 0,1) und damit

zczﬂzoexp ~p1[e@) — )" = [ ] (1 + exp {1 [e) - u]). (9.3.4)

vV o n,=

Oft werden die mittleren Besetzungszahlen {(n,) betrachtet, die aus

_ 11 dZ¢g _ 1 d
(n,) = ZEEuIN D InZg N (9.3.5)
berechnet werden konnen. Fiir Bosonen folgt:
(m)pe = ﬁ ae( ey " L1 O - exp i=prlet) =)
- ﬁT (%(V) Z In (1~ exp (p1 [e() = ]})
1 -
= g, (1= exp (=1 [e() —ul) ™ exp (= [etv) ~ ul}
1
~exp{Bife(v) -l - 0360
Und analog fiir Fermionen:
(my)rp = ﬁ %e) 1HH (1 +exp{=pi[e(v) — u]})
! (9.3.7)

= —ﬁ—lm;m(l +exp{—p1[e(v)) —ul}) = oxp B[ =gl + 1

Insgesamt gilt also:

MB = Dbeliebig viele unterscheidbare Teilchen in einem Zustand;
BE = beliebig viele ununterscheidbare Teilchen in einem Zustand;
FD £ maximal eines von ununterscheidbaren Teilchen in einem Zustand.
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Man kann formal schreiben:

, +1 ; BE
v) = ; =40 ; MB 9.3.8
B Y E R 038

Damit gilt stets (siehe Abbildung 9.3): (1, )rp < (1, )y < (1y)pE.

(n,)

1,5 1

1,0 1

0,5

ﬁl[e - M]

Abbildung 9.3: Vergleich der mittleren Besetzungszahlen der Statistiken Maxwell-
Boltzmann, Bose-Einstein und Fermi-Dirac

9.3.3. Entropie der (idealen) Quantengase

Mit einigem Aufwand (siehe z.B. Schwabl, Kap. 4) kann man nun die Entropie der
Quantengase berechnen. Ausgehend von der klassischen Beziehung (vgl. Abschnitt 9.1.1)

1
S= kB InZ + kB Zﬂ]‘Xj = —kB Z pi {h’l(z) - Zﬁ]‘x]‘,i}
i i j
1 I
= —kp Zj:m In| = exp {—;ﬁfxf,f” = —kp &ai Ing=-kslng (939

liest man die (korrespondierende) quantenmechanische Beziehung ab:

S = —kp(In p) = —kz Sp(51n ). (9.3.10)

Die Auswertung dieser Formel fiir den Fall niedriger Temperaturen ergibt:

Bosonen-Gas:  Spg(T) ~ T°/?

Fermionen-Gas: Spp(T) ~ T
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Also ergibt sich tatsdchlich S(T) — 0 fiir T — 0 (vgl. Abschnitt 7.3.3 und die Einleitung
zu Abschnitt 9.3).

Bemerkung 9.3.2: Es gibt Systeme (vgl. Schwabl, Anhang A), fiir die
S(T = 0) = const. > 0 ist. In diesem Fall spricht man von Restentropie. <

Bemerkung 9.3.3: Die zunehmende Besetzung des energetisch tiefsten Zustandes eines
Bosonen-Systems unterhalb einer Grenztemperatur nennt man Bose-Einstein-Konden-
sation®. <

9.3.4. Quantenstatistische Anwendung: das Photonengas

Zum Abschluss der Statistischen Mechanik sei eine konkrete Anwendung demonstriert,
ndmlich die Behandlung von Photonen als (bosonisches) Quantengas, was uns wieder
an den Ausgangspunkt der gesamten Vorlesung zurtickbringen wird.

Photonen haben einen ganzzahligen Spin 1. Sind also Bosonen und die (in Abschnitt 9.3.2
bestimmte) groffkanonische Zustandssumme lautet

Zo =[] -expl-p[e) - uI)". (9.3.11)

Um daraus Zustandsgrofien zu berechnen, ist es sinnvoll, zunédchst In Z; zu berechnen
(vgl. Abschnitt 9.1.2):

InZg=- Z In(1-exp{-p1lew)—ul}). (9.3.12)
Beim Ubergang von der Summation auf Integration mit

Z(...)«»% f f L drd und e() = e(p), (9.3.13)

v

wobei g die Spinentartung der Energieniveaus beschreibt, folgt

InZg = —% ffln (1 -exp {-p1[e(v) — u]}) d3rd3p. (9.3.14)

Bei Integration tiber ein festes Volumen V und Verwendung von Kugelkoordinaten fiir
die Impuls-Integration (d>p = 4rp? dp) sowie ¢ = 2 erhilt man

8V [
InZg = -5 In (1 - exp {—p1 [e(v) — u]}) p* dp. (9.3.15)
Daraus erhdlt man nun z. B. die innere Energie des Photonengases (mit 1 = k;—T, vgl. Abschnitt
9.1.2):
d
U=-—=—InZ
o

! Satyendranath Bose, 1894-1974, indischer Physiker

snvV [ , 9
=% pza—ﬁlln(l—eXp{—ﬁl e() —ul) dp  (9.3.16)

B,u=const.
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9.3. (Ideale) Quantengase

Mit dem ,, Trick”
J  _ 9 dep) _ P
R }i=£i (9.3.17)
€p1 D
% = 3 = Biagy )b Pioe
folgt
_8nV 0 , € 0
U= 13 f(; pﬁlaeln(l exp {—p1 [e(p) — u]}) dp. (9.3.18)

Mit dem Ansatz: e(p) = ap®, a > 0 = g—; = % = % = %% folgt fiir die innere Energie:

8V 1 (T 50 _
U=—5 > fo p apln(l exp {—p1 [e(p) — u]}) dp

Lt
=[r* ()] =0
Lgnv 1

h_S@[fom 8% [P>In (1 — exp {1 [e(p) — u]})] dp

=3 [ PP -exp (il - ul) dp

3 8nV
:_a_ﬁl% fo p*In(1 - exp {~p1 [e(p) — u}) dp

3 L3
= —II’IZG = —kBTh’IZG (I)
af a

Weiter gilt (vgl. Abschnitt 9.1.2: nicht nur fiir Photonengase mit u = 0, s. u.)

75 o | [875G=Frpv
) )
TkgInZg = —(U =TS — uN) = —=(F - G) = +pV. (I
Aus (I) und (II) folgt nun
U= §kBTInZG = ng (9.3.19)
a a
und da fiir Photonen € = pc (= a = 1) gilt, folgt die
Zustandsgleichung des Photonengases
u=3pV (9.3.20)
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Neben dieser Zustandsgleichung ist auch die Frage nach der Energiedichte eines Photo-
nengases interessant. Die Antwort ergibt sich wie folgt:

<, 0
U= [ 1 in (1= exp s [et) - 1)
8nV [ 1
-5 )y P o e - ey
_8nv (7 e(p)p?
G fo oxp (B [ep) — T 1 .32

Fiir Photonen gilt € = pc und p = 0, somit folgt

€=h¥
br=gT

‘] 00 3 1 00 3 00
u=5 f € de = 8”;”1 f v dviv f (@) dv. (9.3.22)
h3c3 Jo exp{pie}—1 c 0 exp {Ig—VT} -1 o \dv

Dabeibezeichnet du die raumliche Energiedichte des Photonengases im Intervall [v, v+dv]
(vgl. Abschnitt 1.1.1). Damit folgt das PLanck’sche Strahlungsgesetz:

PLanck’sches Strahlungsgesetz

8mhv3 hv B
du = = [exp {szT} = 1} dv (9.3.23)

Damit haben wir das schon im ersten Abschnitt der Vorlesung (Abschnitt 1.1.1) vollig
anders hergeleitete Strahlungsgesetz auch mit der Quantenstatistik gefunden und somit
die Konsistenz dieser Teilbereiche der Theoretischen Physik gezeigt. Fiir weitere Anwen-
dungen sei auf die weiterfithrenden Vorlesungen zur Statistischen Physik verwiesen.
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Anhang A.

AbschlieBender Uberblick: Das
Grundgerust der Theoretischen Physik

Idee: ,Beobachtung” bzw. ,Messung” basiert (oft) auf der , Feststellung von Verdnde-
rungen”, daher: ,Beschreibung der Verinderungen”.

= Mathematische Beschreibung physikalischer Vorgange zumeist mit Differential-
gleichungen; allgemeiner: Vektor- bzw. Tensoranalysis.

A.1. Die Theoretische Physik im Studium

(1) klassische Mechanik (2) (klassische)
Relativitdtstheorie Elektrodynamik

-, Pflicht”

A

(3) Quanten- _| (4) Statist. Mechanik
mechanik Thermodynamik

A

N

plus:
- Quantenelektrodynamik
- Quantenfeldtheorie
- Chaotische Mechanik
- Hydrodynamik
- Plasmaphysik »Kir”
- Festkorperphysik
- Astrophysik
- Weltraumphysik
- Computational Physics
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Anhang A. AbschlieBender Uberblick: Das Grundgeriist der Theoretischen Physik

A.2. Mathematische Beschreibung

—{ Vektor-/Tensoranalysis }—

Y

| Differentialrechnung |

A

| Integralrechnung |

A /

A J
| Differentialgln. |—>| Integro-Diff.-GIn. |<—|

Integralgln. |

A

y A

—

Gewohnl.

Partielle

Dgln.

Dgln.

Integral-
sdtze

Plus: Lineare Algebra, Funktionentheorie, . ..

A.3. Die Grundgleichungen

3. Hauptsatz:

0. Hauptsatz:

limy_,0 S(t) =0

(klassische) Mechanik (klassische) Elektrodynamik

Newton: m¢ =F =p; p = mv; Maxwell: V-Ez%;VXE:—%—?;

m = const. V~B=O;VXB:[L10]'+‘L10€0%—E
Lagrange: %‘;—s = ‘3—5 =0;L=T-V Lorentz: F=g(E+vXxB)
Hamilton: = ‘;—;’ ;P = —%—I; ; Quantenmechanik

H=%4-L Schrodinger: %Y = AW, A= -LA+V
Rel.-Theorie: F =p;p = ymv; Heisenberg: [ii,ﬁj] = —?(517

y = (1 = ’C’—i)_%; Planck: E=hv=hw

¢ = Naturkonstante de Broglie: p =Tk

Thermodynamik Statistische Mechanik

1. Hauptsatz: dU = dQ+ dW Z =) exp {— Z]-ﬁjxji}
2. Hauptsatz: dS > d—TQ pi= L exp {— Zjﬁjx]-,-}

S = kan+k2jﬁij

X; = Y pix;ji
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Anhang B.

Mathematische Grundlagen

B.1. Operatoren und Skalarprodukt

Sei im Folgenden mit IL? der Raum der quadratintegrablen Funktionen bezeichnet, dann
gelten folgende Definitionen.

Definition B.1.1 [Operator]
Sei 1(x) € IL2. Dann ist der Operator A iiber die Vorschrift
A(x) = p(x) € L2 (B.1.1)

definiert. <

Definition B.1.2 [Linearer Operator]

Der Operator A heifit linear, wenn mit Ay = ¢ und Ay, = @, gilt:
A1 + catn) = c1p1 + 22 mit ¢y, € C (B.1.2)

Definition B.1.3 [Skalarproduki]
Seien ¢(x),(x) € IL? zwei Wellenfunktionen. Das Skalarprodukt (p,1)) ist definiert iiber

(o) =00 = [ e ais B13)

und besitzt die folgenden Eigenschaften:
@) = W) (B.1.4a)
(p,c1P1 + c2P2) = c1(paP1) + c2(paP2) (B.1.4b)
(c11 + c202,) = (1) + c5(P2,1)) (B.1.4c)
(p,0) >0 und damit (p,p) =0 ¢ =0 (B.1.4d)

Fiir Operatoren im Skalarprodukt gilt:

@A = [ P @avw s 315)
<
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Definition B.1.4 [adjungierter Operator]

Sei ¢(x),1(x) € IL? und A ein Operator. Dann heiflt A* der zu A adjungierte Operator genau

dann, wenn gilt

AT y) = (p,Ay) d.h. f (A*f(p)* Y d3x = f @ Ay dx. (B.1.6)
<
Definition B.1.5 [hermitescher Operator]
Ein Operator A heift hermitesch, wenn gilt
(Ap.p) = (@A) (B.1.7)
und man schreibt dann! auch At = A. <
Satz B.1.6
Fiir Operatoren gelten die folgenden Identitidten:
(AB)' = BrA* (B.1.8a)
[ABC| = A[BC|+[AC]B (B.1.8b)
[A8]" = [8"4"] (B.18¢)
<

Satz B.1.7 [Schwarzsche Ungleichung]

Seien ¢(x),1(x) € L2 zwei Wellenfunktionen, dann gilt fiir das Skalarprodukt (¢,) die

Schwarzsche Ungleichung:

() < (@) W)

(B.1.9)
<

' In der Mathematik wird die Operatoridentitit A" = A nur unter strengeren Voraussetzungen verwendet

und dann A selbstadjungiert genannt.
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