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1 Vektorrechnung

1.1 Grunddefinitionen

1.1.1 Skalare und Vektoren

Skalare sind physikalische GroBen, die durch Angabe eines Zahlenwertes vollstindig be-
stimmt sind wie z.B. Masse, Temperatur, Frequenz, Energie.

Vektoren: Die vollstindige Beschreibung eines Vektors @ erfordert neben dem Zahlenwert,
dem Betrag, noch die Angabe der Richtung des Vektors. Beispiele fiir physikalische Vektor-
groBen sind Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Drehmoment. Ein Vektor wird geome-
trisch durch einen Pfeil in Richtung des Vektors dargestellt, wobei die Liange des Vektors
proportional zu seinem Betrag a = |d] ist.

B . a
i (Endpunkt) a
a a
A /
(Anfangspunkt) a

Abbildung 1.1: Geometrische Darstellung eines Vektors @

Definition: Zwei Vektoren @ und b sind gleich, wenn
1. deren Betrige gleich sind |@| = |b| und
2. deren Richtungen gleichgerichtet (parallel) sind @ 11 b.
Definition: Zwei Vektoren @ und b sind entgegengesetzt gleich, wenn
1. deren Betrige gleich sind |@| = |b| und
2. deren Richtungen entgegengerichtet (antiparallel) sind @ T b.

Man bezeichnet den zu @ entgegengesetzt gleichen Vektor mit —d. Aus Definition 1 ergibt
sich die Folgerung: Ein Vektor ist unverandert, wenn er parallel zu sich selbst verschoben
wird.



1 Vektorrechnung

1.1.2 Einheitsvektor

Definition: Als Einheitsvektor bezeichnet man einen Vektor mit dem Betrag 1.
Es folgt: Ist @ # O ein beliebiger vom Nullvektor verschiedener Vektor, so ist

€=

ISHIEST]

ein Einheitsvektor.
Definition: Kartesische Einheitsvektoren sind Einheitsvektoren, die in einem kartesischen
Koordinatensystem in Richtung der positiven z-, y- oder z-Achse liegen (sieche Abb. 1.2).

4

Abbildung 1.2: Darstellung von kartesischen Einheitsvektoren

1.2 Vektoroperationen

Wir definieren fiinf Vektoroperationen: Addition, Subtraktion und drei Arten der Multiplika-
tion.

1.2.1 Addition von Vektoren

Die Addition zweier Vektoren @ -+ b erfolgt so, dass der Vektor b so verschoben werden darf,
dass sein Anfangspunkt mit dem Endpunkt des Vektors @ zusammenfillt (sieche Abb. 1.3).
Fiir die Addition von Vektoren gelten

e das Kommutativititsgesetz d + b=b+d und

—.

e das Assoziativititsgesetz (@ + b) + &= @ + (b + &)

1.2.2 Subtraktion von Vektoren und Nullvektor

Die Subtraktion ist definiert als die Addition des Entgegengesetzt-Vektors:

a-b=a+(-b) . (1.1)



1.2 Vektoroperationen

Abbildung 1.3: Geometrische Darstellung der Addition zweier Vektoren

Der Nullvektor 0 = @ — @ hat den Betrag 0 und ist richtungslos.

1.2.3 Multiplikation von Vektoren mit Skalaren

Sei p eine reelle Zahl. Der Vektor pad hat die gleiche Richtung wie der Vektor @ und den
Betrag |pal| = [pl|dl.
Seien p, g reelle Zahlen. Dann gilt

q(pd) = p(qd) = qpd
(p+q)d = pd+qd
p(d+5 = pd+pb.

1.2.4 Skalarprodukt von Vektoren

-,

Definition: Das Skalarprodukt zweier Vektoren (@ und b) ist definiert als die reelle Zahl

a-b=|a 5‘ cos ¢, qﬁ:é(d’,g) , (1.2)

wobei ¢ den Winkel zwischen den Vektoren @ und b bezeichnet. Anschaulich (Abb. 1.4)
entspricht das Skalarprodukt der Projektion des Vektors b auf den Vektor @, multipliziert
mit dem Betrag |d| des Vektors @, oder der Projektion des Vektors @ auf den Vektor b,
multipliziert mit dem Betrag |b| des Vektors b.

Offensichtlich hat das Skalarprodukt folgende Eigenschaften:

e @-b nimmt seinen groBten Wert |@]|b| = ab fiir gleichgerichtete Vektoren an, so dass
der Winkel ¢ = 0 ist.

e @-b nimmt seinen kleinsten Wert —|@||b| = —ab fiir entgegengerichtete Vektoren an,
so dass der Winkel ¢ = 7 ist.

e G- b= 0, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen, d.h. ¢ = 7/2 oder @ L b,

Fiir das Skalarprodukt gelten folgende Rechenregeln:
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[lcose

!
ol

Abbildung 1.4: Geometrische Darstellung des Skalarprodukts @ - b

e Kommutativitatsgesetz a - b=b-a
e Distributivitatsgesetz a - (5—1— 0)=a- b+d-c
Mit reeller Zahl p gilt
p(c‘i-g) = (pd) - b.
Da der eingeschlossene Winkel zwischen zwei jeweiligen kartesischen Einheitsvektoren ent-
weder Null oder ein rechter (¢ = 7/2) Winkel ist, gelten die Orthonormalitdtsrelationen

—

ii=j =k k=@ =08 ¢=2¢ =1 (1.3)

und die Orthogonalitatsrelationen

i j=ik=j k=& =@ e=2¢-=0 (1.4)
oder zusammenfassend
€y € = Oup (1.5)
wobei das Kronecker-Symbol
0 fir v
Oup = . > (1.6)
1 fir v=up

eingefiihrt wurde.

1.2.5 Kreuzprodukt von Vektoren

Definition: Das Kreuzprodukt oder auch Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b ist durch
den Vektor B
ixb= ‘a‘ ‘b‘ sin ¢ 7 (1.7)

definiert, wobei 7@ den Einheitsvektor bezeichnet, der senkrecht auf der von @ und b fest-
gelegten Ebene steht (Rechte-Hand-Regel). Der Betrag des Kreuzprodukts ist gleich dem
Flicheninhalt des von @ und b gebildeten Parallelogramms (siche Abb. 1.5).

Offensichtlich hat das Kreuzprodukt folgende Eigenschaften:



1.2 Vektoroperationen

Abbildung 1.5: Geometrische Darstellung des Kreuzprodukts @ x b

(a) @x b hat seinen gréBten Betrag |@ x b| = ab, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander
stehen, d.h. ¢ = /2 oder @ L b.

(b) @ x b = 0, wenn die Vektoren gleichgerichtet (@ 11 b) oder entgegengesetzt (& 1] b)
gerichtet sind.

(c) Es gilt speziell @ x @ = 0.

Mit ® kennzeichnet man einen Vektor, der senkrecht zur Zeichenebene steht und aus ihr
herausragt; mit ® kennzeichnet man einen Vektor, der senkrecht zur Zeichenebene steht und

in sie hineinzeigt.
Fiir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln:

(d) Anti-Kommutativitatsgesetz @ X b=—bxa, dh. die Reihenfolge der Verkniipfung ist
wichtig.

-,

(e) Distributivititsgesetz @ x (b+¢) = (@x b)+ (@ x &). Dieses Gesetz l3sst sich am besten
geometrisch beweisen.

(f) Keine Assoziativitit: @ x (b x &) # (@ x b) X €

-, -,

(g) Mit reeller Zahl p gilt p(@ x b) = (p@) x b= @ x (pb).

Fiir das Kreuzprodukt der kartesischen Einheitsvektoren gilt

ixi = jxj=kxk=0,

ixj = —jxi=k,

ixk = —kxj=1,

kxi = —ixk=j. (1.8)
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1.3 Komponentendarstellung von Vektoren in kartesischen
Koordinaten

Jeder Vektor kann als Linearkombination der kartesischen Einheitsvektoren dargestellt wer-

den:
Ay

a = agi+ ayj + a.k = ay€; + ayey + a.€. = (az,ay,0:) = | ay | , (1.9)
Ay

wobei (mit a = |@]) a; =@-7 = acosa, ay =@-j = acosB und a, = @- k = acos~ die
jeweiligen Projektionen auf die kartesischen Einheitsvektoren bezeichnen (siehe Abb. 1.6).

z

|

Abbildung 1.6: Darstellung der Komponentendarstellung von Vektoren

Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann:

a=ld = ,/a2+a2+a?, (1.10)

so dass folgt cosa = %,
a
a
cosf = -2,
a
cosy = = (1.11)
a

Mit der Komponentendarstellung lassen sich die Vektoroperationen aus Kap. 1.2 anders
formulieren:

(a) fiir die Addition gilt
i+8 = (0 +ayj+ak)+ (bd+b,f+b.F)
= (ag+b2)i+ (ay+by)J+ (az+b.)k,

d.h. Vektoren werden addiert, indem man sie komponentenweise addiert.
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(b) Multiplikation mit Skalaren:

—

pi = p (@27 + ] + a:F) = (paz) T+ (pay) J + (paz) k.

(c) Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren ergibt sich unter Ausnutzung der Orthonorma-
litatsrelationen (1.3)

—

ab = (aJJr ayj + aﬁ) : (be+ byj + sz)

= agbyl - i+ agbyi-j +agh.i-k
—|—aybxj- i+ aybyj- j—i— aysz- k
+azbz];: . ;‘i‘ azbyj . E + azsz . E

= agby +ayby +a.b, (1.12)
oder mit az = a1, Qy=4az, 4 =as,
3
d.h. i = ané,
n=1
3
und b = Z Am€m,
m=1
3
kurz geschrieben als a-b = Zanbn . (1.13)
n=1

Mit der Komponentendarstellung lasst sich der Winkel zwischen zwei Vektoren ¢ be-
quem ausrechnen. Es gilt mit Gleichung (1.12)

a-b = abcos ¢ = azb, + ayby + ab, |
b b b
so dass ¢ = arccos Gale 1 Qy2y 1 0202 : (1.14)
V@ +ad 4 a2\ B2+ B+ b2

Beispiel: Gegeben seien die Vektoren

a = 6i+4j+3k
und b = 2i—35—3k.
(1.15)
Dann ist
b = 12-12-9=-9

a = V36+16+9=+61=717.81,

und b = VA+9+9=v22=469,
-9

so dass cosp = m:—O.MG
und ¢ = 1.82 radian,
oder ¢ = 104.2 Grad .



1 Vektorrechnung

(d) Mit der Komponentendarstellung

3 3
a= g an€, und b= E bm€m
n=1

m=1

folgt fiir das Kreuzprodukt unter Ausnutzung der bisherigen Regeln

ax 5 = (a151 + ag€y + Cbgé:;) X (blgl + boéy + bggg)
= (albg — agbl) ez + (agbl — albg) €y + (a2b3 — agbg) €1
agbg — a3bg
= —a1bs +asby | . (1.16)
a1b2 — a2b1

Dieses Ergebnis lasst sich offensichtlich als Determinante darstellen, denn

€1 €2 €3 azbs — azby
axb=1]a a a3z |= | —aibs+ asby . (1.17)
by by b3 a1by — agbq

Das Kreuzprodukt l3sst sich auch mithilfe des Levi-Civitta-Symbols

0  wenn mindestens zwei der Indizes ¢, j, k gleich sind
€ijk = 1 wenn die Indizes 4, j, k eine gerade Permutation von 1,2, 3 sind (1.18)

—1 wenn die Indizes 7, j, k eine ungerade Permutation von 1,2, 3 sind

darstellen. Im Einzelnen gilt

€111 = €222 = €333 = €122 = €133 = O usw. ,
€123 = €231 = €312 =1,
€132 = €213 =€321 = —1. (1.19)
Dann gilt
C=dax 5, wobei ¢; = Zeijkajbk ) (1.20)
.k

Benutzt man die Einsteinsche Summenkonvention, dass iiber alle doppelt auftretenden
Indizes in einer Gleichung summiert werden muss, schreibt sich Gleichung (1.20) kurz als

C; = eijkajbk . (121)
Fiir das dreifache Kreuzprodukt gilt
ax(bxd) = (@ &b—(a-b)e (1.22)

Beweis : Zum Beweis von (1.22) betrachten wir die x-Komponente des dreifachen Kreuz-

produkts:
[&’x(gxé)L = ay(5x8>z—az<5x€>y

= ay (bgey — bycy) —az (—byc, + bocy)

10



1.3 Komponentendarstellung von Vektoren in kartesischen Koordinaten

und addieren auf beiden Seiten den Ausdruck
0 = azbscy — azbrcy
dazu. Es ergibt sich
|:C7: X (5 X E’)L = by (agcy + aycy + azc;) — ¢z (agby + ayby + azb,)
= 0,(@-7) —ca (a’.g) .

Ebenso verfahrt man mit den y- und z-Komponenten, so dass die Behauptung bewiesen ist.
Q.E.D.

Ubungsaufgaben:

(A1.3.1) Drei Vektoren sind gegeben durch

—

P=(3,2,-1),
Q= (-6,-4,2),
R=(1,-2,1).

Berechnen Sie die Winkel zwischen diesen Vektoren, um herauszufinden, welche dieser Vek-
toren senkrecht zueinander stehen oder gleichgerichtet oder entgegengesetzt gleichgerichtet
sind.

(A1.3.2) Bestimmen Sie die Seitenlangen und Winkel des Dreiecks ABC', das durch die drei
Vektoren

A =(1,0,0),
B =(1/v2,0,1/v2),
C=(0,1/v2,1/V2)

festgelegt ist. Jeder Vektor beginnt im Ursprung.

(A1.3.3) Die magnetische Induktion B ist durch die Lorentz-Kraft F = ¢(¥x B) bestimmt.
Durch drei Messungen finden wir, dass fiir

(i) T=&3, F/q=& —2é.
Bestimmen Sie die magnetische Induktion B.

(A1.3.4) Beweisen Sie die Identitdten (mit Summenkonvention)

(@) €ijk€imk = 0it0jm — im0y

11
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- — — — —

(b) @xB)-@xd)= (@ F d)— (o) a-d)
(Hinweis: benutzen Sie Identitat (a))

(c) €ijrdiy =0, €jrejn = 203, €ijreijr = 6.

1.4 Spatprodukt

Unter dem Spatprodukt versteht man das “gemischte” Produkt @ - (l; X ©).
In Komponenten-Schreibweise ergibt sich

a- <5>< E) = ((Il,ag,ag) . [(bl,bg,bg) X (01,62,63)]

bacg — bzca
= (a1,a2,a3) - | —bics + bz
bica — bacy
= a (bgCg — bgCQ) + as (—1)163 + b301) + as (5162 — bQCl)
a1 as as
= b by by |. (1.23)
C1 C2 C3

Aufgrund der Determinantenregel iiber die Vertauschbarkeit von Zeilen folgt, dass das Spat-
produkt zyklisch vertauschbar ist:

6-<5x5>:5-(5x6)25- (axz?) . (1.24)

Geometrisch entspricht das Spatprodukt dem Volumen eines aus den drei Vektoren d, b und
¢ aufgespannten Parallelepipeds (siehe Abb. 1.7).

Abbildung 1.7: Darstellung des Parallelepipeds

Es ergibt sich ein verschwindendes Spatprodukt & - (I; x €) = 0, wenn alle drei Vektoren in
einer Ebene liegen oder zwei der drei Vektoren auf einer Geraden liegen.

Ubungsaufgabe:

12
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(A1.4.1) Beweisen Sie die Identitdt von Lagrange:
(@x5) - (axb) = a2 - (a-B)Q.

1.5 Transformation von Vektoren

GemaB bisheriger Definition (siehe Kap. 1.1) ist ein Vektor “eine GroBe mit Absolutwert und
Richtung” . Aber was heit “Richtung” genau? Man kann nicht einfach sagen, dass ein Vektor
alles mit drei Komponenten ist. Die Eigenschaft “Richtung” lasst sich aber genau festlegen
durch das Transformationsverhalten von Vektoren bei “Anderung” des Koordinatensystems.
Dazu fiithren wir zunichst den Begriff des Ortsvektors ein.

Definition Ortsvektor: Jeder Punkt P(z,y, z) in einem dreidimensionalen Koordinatensys-
tem (x,y, z) kann durch seinen Ortsvektor 7 eindeutig festgelegt werden, der als Abstands-
vektor vom Ursprung O(0,0,0) des Koordinatensystems definiert ist:

F=0P =zi+yj + zE:x€x+y€y:z€Z = (z,y,2) . (1.25)

Nun nehmen wir an, dass es ein zweites Koordinatensystem (z',7,z) gibt, das um einen
Winkel ¢ relativ zum System (z,y, z) um die gemeinsame x-Achse gedreht ist (sieche Abb.
1.8)

<

3
X=X
(aus Blattebene ™,
hinaus) N

r, = [flcose

Abbildung 1.8: Der Ortsvektor in zwei zueinander gedrehten Koordinatensystemen

Beziiglich der Komponenten des Ortsvektors 7 gilt im ungestrichenen Koordinatensystem
ry =rcos®, r,=r7sin®, (1.26)

wobei = |7] der Betrag des Ortsvektors ist.
Ebenso gilt im gestrichenen Koordinatensystem

r/y —rcos® , 1/ =rsin® . (1.27)

13
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Weil gemiB der Abbildung 1.8 @ = © — ¢ ist folgt

(a) 7’7; = rcos(©—¢)=rcosOcosp+sinOsing| =r,cosp+r.sine ,
L= rsin (© — ¢) =7 [sinO@cos ¢ —cosOsing] = —rysinp+r,cos¢p, (1.28)

wobei wir die Gleichungen (1.26) benutzt haben. Dariiber hinaus gilt natiirlich

/

Ty =Tg . (1.29)

Die Zusammenhiange (1.28)—(1.29) kdénnen wir als Matrizengleichung schreiben:

r 1 0 0 e
r;/ =|0 cosgp sing ry | - (1.30)
T, 0 —sing cos¢ T,

Verallgemeinert man diese Beziehungen auf eine Drehung um eine beliebige Achse im drei-
dimensionalen Raum, so erhilt man

T; Ry R:J:y R, Tx
7«; =Ry Ry Ry:||7my], (1.31)
T, R.. R., R.. Tz

oder kompakter geschrieben als
3
ry = ZRz'j?“j : (1.32)
j=1

wobei der Index 1 dem Index z, der Index 2 dem Index y und der Index 3 dem Index z
entspricht.

Mit Gleichung (1.32) konnen wir jetzt formal definieren:

Definition: Ein Vektor (oder ein Tensor 1. Ordnung) ist eine Menge von drei Komponenten,
die sich gemaB Gleichung (1.32) transformieren, also das gleiche Transformationsverhalten
zeigen wie der Ortsvektor bei einer Koordinatendrehung.

Als Nebenbemerkungen vermerken wir:

1. Ein Tensor 2. Ordnung ist eine GroBe mit neun Komponenten Ty, Ty, 1oz, Tys, - - -
T.., die sich gem3B

3 3
Ti/j = Z Z R Rji Ty (1.33)

k=11=1

transformieren.

2. Ein Skalar ist ein Tensor 0. Ordnung.

14
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1.6 Anwendungen der Vektorrechnung

1.6.1 Abstand zweier Punkte

Der Abstandsvektor zwischen zwei Punkten P; mit dem Ortsvektor 71 = (z1,y1,21) und Py
mit dem Ortsvektor 7 = (x2,¥2, 22) ist gegeben durch

— —

a=r1y—71 = (22,¥2,22) — (T1,Y1,21) = (x2 — 1,92 — Y1, 22 — 21) - (1.34)

Der Betrag des Abstandsvektors ist dann

0= 13 = /(w2 — 21)* + (g2 — 1) + (22— 21)%. (1.35)

1.6.2 Geradengleichung und Ebenengleichung

Die Punkte A und B seien durch ihre Ortsvektoren @ und l;(siehe Abb. 1.9) gegeben. Wie
lautet die Gleichung der Geraden durch die Punkte A und B?

Abbildung 1.9: Geradengleichung

Die Gerade durch die Punkte A und B ist parallel zum Abstandsvektor b— @, und sie geht
durch den Punkt A. Fiir jeden Ortsvektor & eines Punktes X auf der gesuchten Geraden gilt

dann
f:a+A@—a), (1.36)

wobei A eine beliebige reelle Zahl ist.
Sind nur ein Punkt P mit dem Ortsvektor @ und ein Richtungsvektor # gegeben, so lautet
die Punkt-Richtungs-Form der Geradengleichung

Tg=ad+ M\, (1.37)

wobei wieder A eine beliebige reelle Zahl ist.

Gibt man auBer dem Ortsvektor @ und dem Richtungsvektor % noch einen zweiten Richtungs-
vektor ¥ vor, so kann man dadurch eine Ebene im Raum genau festlegen. Fiir alle Punkte in
dieser Ebene gilt die Punkt-Richtungs-Form der Ebenengleichung

Tp=ad+ki+tv, mtid£7, (1.38)

wobei k und t beliebige reelle Zahlen sind.
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1.6.3 Kosinussatz

Fiir das durch die drei Vektoren (sieche Abb. 1.10) a, b und C gebildete Dreieck gilt ¢ = ad — I;
so dass

g c= (a—z?) - (5—5) —a?+b2—20-b=a>+b>— 2abcosr . (1.39)

Abbildung 1.10: Zum Kosinussatz

1.6.4 Uberlagerung von Kriften

Vier in einer Ebene liegende Krifte, jeweils in der Einheit N (IN= 1kg m s~2) gemesssen,

Fy (—95.3,53) ,

Fy = (—150.4,-54.7) ,
Fy = (71,71),

Fy = (80,0),

wirken auf den Punkt O.
Fiir die Gesamtkraft ergibt sich

4
Fg=> F;=(-947,69.3) .
=1

Der Betrag der Gesamtkraft ist Fg = v/94.72 + 69.32 = 117.3 N und die Kraft wirkt in
Richtung des Winkels 8 = 143.8 Grad zur x—Achse, wobei 3 aus

F, .
Gy _ 093 _ 79

t -
an 3 Foo 947

berechnet wird.

1.7 Differentiation und Integration von Vektoren

1.7.1 Differentiation von Vektoren

Der Vektor A kann eine Funktion des skalaren Parameters u sein, d.h. A = ff(u) In Kom-
ponentenschreibweise gilt dann

Au) = Ap(u)@) + Ay(u)é + A, (u)és . (1.40)
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Da die kartesischen Einheitsvektoren é; nicht variabel sind, definiert man das Differential
des Vektors als

dA(u) _ A(u+ Au) — A(u)
= lim
du Au—0 Au
o [Aelut Au) - Ag(w) Ay (ut Au) — Ay ()
N Aligo Ay “ Au 2
A, (u+Au) — AL (u)
( qu ( )63 , (1.41)
dA(w)  dAy(u) .  dAy(u) ., | dA(u)
so dass Tu = Ty + Ju 2 + Ty 6 (1.42)

Analog ergeben sich héhere Ableitungen zu

d"A(u)  dMAg(u) ., d"Ay(u)
du®  dur dun ? du™

—

nA,
EHOPS (1.43)

Es gelten folgende Regeln, die man leicht iiber die Komponentendarstellung (1.40) beweist:

d /- = dA dB
d /- = - dB dA -

(b) %<A-B> - A-— 4.8 (1.45)
d /- = -~ dB dA =

(c) %<A><B> = Ax 2o xB. (1.46)

(d) Falls ®(u) eine skalare Funktion bezeichnet gilt

d - dA  dd -

— (@A) =oAL (1.47)

Wichtige physikalische Vektoren, die als Ableitungen von Vektoren definiert sind, sind die

Geschwindigkeit

dr(t)
dt

als Zeitableitung des Ortsvektors 7(t) eines Punktteilchens und die Beschleunigung

#(t) = 7(t) (1.48)

7 27 ;
a) = 2 dit) _d dt(j) — A (1.49)

als Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors ¥(¢) und somit als zweite zeitliche Ableitung
des Ortsvektors 7(t).
Betrachten wir als Beispiel die Bewegung eines Teilches auf einer Kreisbahn

7(t) = (z(t), y(t), 2(t)) = (R cos(wt), Rsin(wt), 0) , (1.50)

mit dem Radius R und der Winkelgeschwindigkeit w (siehe Abb. 1.11). In einer Umlauf-
zeit T = 27 /w hat das Teilchen einen kompletten Umlauf absolviert. Durch Ableitung des

17
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A )

wt

Abbildung 1.11: Kreisbewegung

Ortsvektors (1.50) nach der Zeit ¢ erhalten wir fiir die Teilchengeschwindigkeit
U(t) = Rw (—sin(wt), cos(wt), 0) (1.51)
und durch nochmaliges Ableiten fiir die Teilchenbeschleunigung
a(t) = —Rw? (cos(wt), sin(wt), 0) = —w?7(t) . (1.52)

Man erkennt sofort, dass die Beschleunigung in Richtung vom Ortsvektor 7(t) wirkt, was
man als “Zentripetalbeschleunigung” bezeichnet. Dariiber hinaus folgt fiir alle Zeiten ¢, dass

#(t) - 7(t) = R?w (— sin(wt) cos(wt) + sin(wt) cos(wt)) = 0, (1.53)

d.h. dass der Geschwindigkeitsvektor senkrecht zum Ortsvektor (¢’ L ) steht.
Fiir den Betrag der Geschwindigkeit erhalt man

2rR
v=|U] = \/w2R2 (sin® wt + cos?wt) = wR = 5 - (1.54)
Dies entspricht gerade dem Verhéltnis aus Kreisumfang (27 R) zur Umlaufzeit 7T'.
Fiir den Betrag der Beschleunigung ergibt sich
- 2 712
a:\a\:wR:E. (1.55)
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1.7.2 Integration von Vektoren

Analog zur Definition der Ableitung (1.41) eines Vektors definiert man das Integral eines
Vektors A(u) tiber die Integrale seiner Komponenten

/ du A(u)

/du [Az(u)er + Ay(u)éz + A, (u)és]
= /du Agz(u) €1 + /du Ay(u) €+ /du A, (u) és . (1.56)

Als Beispiel betrachten wir den Vektor A(u) = (3u? — 1,2u — 3, 6u® — 4u) und berechnen
das Integral f02 du A(u). Entsprechend der Definition (1.56) ergibt sich

2 2
/ duA(u) = / du (3u2 —1,2u — 3,6u” — 4u)
0 0

= [u® —uu® - 3u, 20 — 2u%]] = (6,-2.8) . (1.57)

1.8 Koordinatensysteme

Bisher haben wir nur mit kartesischen Koordinaten z, y, z gearbeitet. x, y, z eines Punktes
P sind definiert als die Projektionen des Ortsvektors ¥ = OP auf die Achsen €1, €5, €3, d.h.

F=ux€] +yés+ze3, mit |&Gl =1, i=1,23. (1.58)

Wir betrachten jetzt zusitzlich neue Koordinatensysteme ¢, g2, g3 mit den Transformati-
onsgleichungen

q1 :q1($ayaz) 5 q2 ZQQ(%Z/, Z) ) Q3ZQ3($,y,Z) (159)
und der Umkehrtransformation

37:55((]17(12,(]3) ) y:y(QI7QQ7Q3) ’ ZZZ(QLQ%QS) . (160)

Der Ortsvektor 7 des Punktes P kann dann mittels Gleichung (1.60) als Funktion der krumm-
linigen Koordinaten ¢; aufgefasst werden:

F(Q17Q27Q3) - (1’ (QIaQQ,Qi’)) ) y(q17q27q3) P z <QI7Q2aCI3)) . (161)

1.8.1 Koordinatenlinien und Koordinatenflachen

Halt man zwei dieser drei neuen Koordinaten konstant und variiert man nur die dritte neue
Koordinate, so erhilt man drei Koordinatenlinien:

Li: 7 = 7(q1,92 =c2,93 =¢3)
Ly: 7 = 7(q1 =c1,q2,q3 = ¢3)
Ly: 7 = 7(q1=c1,92=c2,q3)
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Ist eine dieser Koordinatenlinien keine Gerade, so spricht man von krummlinigen Koordi-

naten.
Halt man nur eine neue Koordinate fest und variiert jeweils die beiden anderen, so erhalt

man Koordinatenflachen:

Fi: 7 = 7(q=c1,q,q)
Fo: 7 = 7(q,q2 = c2,q3)
Fs: 7 = 7(q1,q2,93 =c¢3) .

(1.62)

Die Koordinatenlinien L; entstehen jeweils durch Schnitt jeweils zwei dieser Koordinaten-
flachen.

1.8.2 Festlegung von Einheitsvektoren

Als normierten Basisvektor oder Einheitsvektor &, im Punkt P wahlen wir einen Vektor vom
Betrag 1 tangential zur Koordinatenlinie Ly (g2 = ¢2, g3 = ¢3) im Punkt P. Seine Richtung
soll dem Durchlaufsinn der Koordinatenlinie bei wachsendem ¢; entsprechen:

or
e = Zq; , oderfir i=1,2,3 (1.63)
b
or S
. or
mit dem Skalenfaktor h; = 2| - (1.65)
4

Dies fiihren wir am Beispiel der Zylinderkoordinaten vor.

1.8.3 Beispiel: Zylinderkoordinaten

GemaB Abb. 1.12 werden als neue Koordinaten gewahlt:

¢: der Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors auf die x — y-Ebene und der z-Achse,
p: der Abstand des Punktes P von der z—Achse,

z: die Lange der Projektion des Ortsvektors auf die z-Achse.

Aus Abb. 1.12 erhalten wir als Transformationsgleichungen

p=+vz2+y?2, ¢=arctan (%) , zZ=2z (1.66)

und als Umkehrtransformation
xr=pcos¢p, y=psing, z=z, (1.67)

mit den Einschrankungen p > 0 und 0 < ¢ < 27. Man erkennt, dass jedem Tripel (p, ¢, z)
exakt nur ein Raumpunkt zugeordnet ist.
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1.8 Koordinatensysteme

z A2
-
r/
o y
\(pf\ !

Abbildung 1.12: Zur Einfithrung der Zylinderkoordinaten

Abbildung 1.13 zeigt, dass die Koordinatenflache fiir p = const. einem Kreiszylinder um
die z-Achse entspricht. Die Koordinatenflache fiir ¢ = const. ergibt eine Halbebene, die
die z-Achse enthilt, wihrend die Koordinatenflache fiir z = const. eine Ebene parallel zur
x — y-Ebene ergibt.
GemaB der Definition (1.63) erhalten wir mit

7= (@,y,2) = (pcos 6, psin 6, 2)

fir die drei Einheitsvektoren

€ = R (cos ¢, sin ¢, 0) (1.68)
€p = ﬂ:(—sinqb,cosqﬁ,O) (1.69)

g, = 22.=(0,0,1). (1.70)

Offensichtlich ist €, parallel zur x — y-Ebene und zeigt weg von der z-Achse; € ist ebenfalls
parallel zur x — y-Ebene und ist die Tangente an den Kreis z = const. und p = const.; €,
entspricht dem kartesischen Einheitsvektor é3.

Aus den Beziehungen (1.68)—(1.69) erhilt man

— —

€1 = €,c08¢ — €ysing , €y =€,sin¢p+ €4cos e . (1.71)
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1 Vektorrechnung

Ebene Z=CONSt.

s Kegel ©=const. z

.
/cp

Kugel r=const.

=

|~ Zylinder p=const.
Ebene (p=const.

A N
.

y

Ebene (p=const.

kel

Abbildung 1.13: Koordinatenflichen und Koordinatenlinien fiir Zylinderkoordinaten
und Kugelkoordinaten

Durch Berechnung des Spatprodukts mit Gleichung (1.23)

cos¢ sing 0
€, (Eyx &)= |—sing cos¢ 0| =cos’¢p+sin’¢p=1
0 0 1

lasst sich sofort iliberpriifen, dass die Zylinderkoordinaten ein orthogonales Koordinatensystem
mit variablen Einheitsvektoren bilden.
Aufgrund der Variabilitdt der Einheitsvektoren folgt fiir die totalen zeitlichen Ableitungen

a, _ 0%dp 06,0 | 06, d:
dt — Opdt 0¢ dt Oz dt
= 0+ (—sing,cos¢) b+ 0= ¢&y , (1.72)
de . .
% = 0+ (—cos¢p,—sing) ¢ +0 = —¢é, (1.73)
de,
= 0. 1.74
7 (1.74)
Gleichungen (1.72)-(1.74) stimmen mit dem allgemeinen Ergebnis
e;
d—tﬂ Le (1.75)
iiberein, das sofort aus € - €; = const. durch Differentiation nach ¢ folgt:
de;
cTt] -e5=0. (1.76)

AbschlieBend berechnen wir den Geschwindigkeitsvektor und den Beschleunigungsvektor in
Zylinderkoordinaten. Gegeben sei der Ortsvektor eines Punkts auf der Bahnkurve 7(t) =
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1.9 Vektorielle Differentialoperatoren

(pcos ¢, psin g, z). Mit Gleichung (1.69) folgt
7(t) - €5 = —pcos gsing + psingcosp =0,
so dass der Ortsvektor keine Komponente parallel zu €4 hat. Deshalb gilt die Darstellung
() = p(t)ep(t) + z(t)ex(t) . (1.77)

Wegen der Zeitvariabilitat der Einheitsvektoren €,(t) und €(t) folgt mit Gleichung (1.72)
und (1.74) ' ' ' .
U(t) = 7= pe, + pe, + 2€, + 2€,p = pe, + ppey + €. . (1.78)
Daraus erhdlt man drei Anteile fiir den Beschleunigungsvektor
At) =T = P&+ pEy+ phCy + pdEy + pdéy + 58, + 2¢,
- (p‘ - pg’bQ) &, + (pg'b' + 2pgb) &y + 38, | (1.79)

Ubungsaufgabe:

(A1.8.1) Berechnen Sie die Einheitsvektoren sowie den Geschwindigkeitsvektor und Be-
schleunigungsvektor in Kugelkoordinaten

x=rcos¢sinf, y=rsingsing, z=rcosb.

Driicken Sie €, €y und €y als Funktion der kartesischen Einheitsvektoren €1, é, €3 aus.
Verifizieren Sie dabei folgende Ergebnisse:

€ = (sinfcos¢,sinfsin ¢, cosl) (1.80)
€p = (cosBcos¢,cosfsing,—sinb) (1.81)
€y = (—sing,cosg,0) (1.82)
#(t) = 7€ +rhe + rsinfge, (1.83)
at) = (7“ — r6? — rsin® 9&2) €y

Ld (ﬂe) eos0d?] =

———~2% —rsinfcos e

rodt o

1 d 2 2] —

+ [Tsin@dt (7‘ sin 9¢):| € - (1.84)

1.9 Vektorielle Differentialoperatoren

1.9.1 Gradient

Wir definieren zunachst skalare Felder und vektorielle Felder.
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1 Vektorrechnung

Definition Skalare Felder: Unter einem skalaren Feld versteht man eine skalare Funktion
Y(z,y,z), die jedem Punkt P(x0,yo, z0) den skalaren Wert v (zo, yo, z0) zuordnet, wie z. B.
Temperaturfelder, Massendichte und Ladungsdichte.

Definition Vektorielle Felder: Unter einem vektoriellen Feld versteht man eine Vektorfunk-
tion A(z,y,z), die jedem Punkt P(z,y0,20) den Vektor A(zq,yo, 20) zuordnet, wie z.B.
Geschwindigkeitsfelder in Fliissigkeiten und Feldstarkevektoren E, H in der Elektrodynamik.
Gegeben seien nun ein Punkt P(xg, y0, 20) und ein Skalarfeld v (z,y, 2).

Definition Gradient: grad ¥ (xg,yo,20) = ﬁw(xg,yg,zo) ist der Vektor, der in Richtung
des stirksten Anstiegs der Funktion 1 zeigt und dessen Betrag die Anderung von ¢ pro Weg-
strecke in Richtung des starksten Anstiegs im Punkt P(zg, 3o, z0) ist. (Beispiel: Hohenlinien
auf Wanderkarten)

y

Vo

Abbildung 1.14: Gradient in einer Hohenlinienkarte

Jedem Punkt eines Skalarfeldes ordnet man so einen Gradientenvektor zu. Die Gesamtheit
aller Gradientenvektoren bildet ein dem Skalarfeld zugeordnetes Vektorfeld, dass sich mathe-
matisch durch

7 = oY oy L0y
A = = =é1o- + & + o 1.
(x7y7 Z) grad w(wayvz) V¢(x7y7 Z) €1 O + €2 8y + €3 0z ( 85)
darstellen ldsst. Wir konnen also den Nabla-Operator V schreiben als
- 0 0 0
V=¢1—+e— +e3— (1.86)

Ox oy 0z

Beweis : Zum Beweis der Beziehungen (1.85) und (1.86) berechnen wir das totale Differen-
tial der Funktion v, dass sich durch Taylor-Entwicklung der Funktion ¢ (z+dx, y+dy, z+dz)
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1.9 Vektorielle Differentialoperatoren

bis zur ersten Ordnung ergibt:

A = Ul + doy + dyy -+ d2) = 6oy, 2) = Ghdo+ Gldy + Shds.

Mit di’ = (dz, dy, dz) lasst sich diy auch als Skalarprodukt schreiben

_ Sy g (0% ¥ 0¥ Y 1 O ¥
dyp =V -dr = (3:3’31/’82) (dz,dy,dz) = o —dzx +a dy +a dz , (1.87)

womit die Behauptungen bewiesen sind. Q.E.D.

Definition Aquipotentialfliche: Flichen, auf denen w(x,y, z) = const. ist, werden als
Aquipotentialflichen bezeichnet.

¥(x,y,z) = const. ist dquivalent zu einem verschwindenden totalen Differential (diy) = 0),
so dass mit Gleichung (1.87) fiir Aquipotentialflichen folgt

dip =0= V- disp . (1.88)

Es folgt der fiir die klassische Mechanik wichtige Satz: Der Gradient von 1) steht stets
senkrecht auf den Aquipotentialflichen von :

Vi L digp (1.89)

(Der Gradientenvektor ﬁzp zeigt immer in Richtung des starksten Zuwachses von 1, weil
dann der Zuwachs di) parallel zu d ist, so dass das Skalarprodukt ﬁw - dr" maximal ist.)
Bildet man das Skalarprodukt des Gradientenvektor mit einem beliebigen zweiten Vektor B,
so erhidlt man den neuen Operator

.- 0
(B : v) = ;Biaxi . (1.90)
Angewandt auf ein Skalarfeld ® erhilt man das skalare Feld B - (V®)
L0 L 0%
<B~V)@:;Bi8%®:;Biam:B- (V<I>> . (1.91)

Angewandt auf den Vektor C erhilt man

3
(5-9)c-y nlc (ZB 9, ZB 90, Z acS) (192
i=1 =

einen neuen Vektor.
Bei der Rechnung (1.92) ist die Reihenfolge wichtig:

(éﬁ)é;&(j(éﬁ) .
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1 Vektorrechnung
Der Ausdruck B - (VC) ist nicht definiert.
Neben der skalaren Verkniipfung (1.90) konnen wir auch das Kreuzprodukt bilden:
L 3 B
(B X v)i - ];1 kB (1.93)
Die Anwendung dieses Operators auf ein Skalarfeld ® ergibt
.- .- 5 )
[(B x v) (I)L - [B X (V@)L _ %:21 kB (1.94)

Die Zweifachanwendung des Gradienten-Operators

i < ) 352 5

E —=V'=A (1.95)
2

— ox; — Ox;

ergibt den skalaren sogenannten Laplace-Operator A, der sowohl auf Skalare als auch auf
Vektoren angewandt werden kann:

392
AD = V0 = a—‘f (1.96)
P 0x;
3 3
- - 0?By 0?Bs 0°Bs
AB=V’B = : 1.97
v (; Bx? ’; 8x? ’; 6.@? ( )
1.9.2 Der Nabla-Operator \Y
Der Vektor-Operator (1.86)
- L, 0d L0 0
V—61%+62@+63E

erhilt Bedeutung, wenn er auf irgendetwas wirken kann. VT ist kein Produkt, sondern eine
Vorschrift zur Ableitung des Skalars T(7), d.h. V ist ein Vektor-Operator, der auf T
wirkt. V verhilt sich dann wie ein normaler Vektor, wenn wir “Produkt” mit “wirkt auf”
ersetzen.

Nach Kap. 1.2 existieren drei Moglichkeiten der Multiplikation eines Vektors a:

1. Produkt mit einem Skalar p: pd,
2. Skalarprodukt mit einem anderen Vektor b: - b,

3. Kreuzprodukt mit einem anderen Vektor b: @ x b.

Entsprechend kann der Nabla-Operator auf drei Weisen wirken:
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1.9 Vektorielle Differentialoperatoren

1. auf eine skalare Funktion T'(7): VT'(7) (“Gradient”),
2. auf eine Vektorfunktion A iiber das Skalarprodukt: V - A (“Divergenz”),
3. auf eine Vektorfunktion A iiber das Kreuzprodukt: V x A ("Rotation™).

Der Gradient wurde bereits ausfiihrlich diskutiert, so dass wir nun die Divergenz und die
Rotation ndher untersuchen.

1.9.3 Divergenz

Sei das Vektorfeld A = (Az, Ay, Ay) = (A1, Ag, A3) gegeben.
Definition Divergenz: Als div A bezeichnet man das Skalarprodukt zwischen dem Nabla-
Operator und dem Vektor A:

3 3
5 o o 0 0A;
dvA=V- A= —A; = : 1.98
" Zon "o e
Es folgt sofort mit Gleichung (1.95), dass man den Laplace-Operator als
A= div grad = divV (1.99)

darstellen kann.

Physikalisch interpretieren kann man die Divergenz eines Vektorfeldes als den Fluss eines
Vektorfeldes durch ein Volumenelement dV. A = (A1, Ag, A3) reprasentiere die Flussrate
(pro Einheitsflache) einer Stromung durch eine Seitenfldche (siehe Abb. 1.15).

\ dX3

“d,

Abbildung 1.15: Zur physikalischen Deutung der Divergenz

Wir betrachten die Flussrate in x1-Richtung durch den infinitesimal kleinen Quader mit den
Seitenlangen dx1,dxo und dxs, die gegeben ist aus dem Produkt aus A; und der Seitenflache
dxodrs. Am Ort x ist die Flussrate gleich Ajdxodzs und am Ort x1 4+ dx; gleich

0A
<A1 + ld:v1> dredzs .
89@1
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1 Vektorrechnung

Der Nettofluss ergibt sich als Differenz der beiden Flussraten zu

Al + %d{tl dl‘gd&?g - A1d$2d$3 = %d(ﬂldw?dxg %dv
8%1 8%1 8

Analog berechnet man den Nettofluss in xo- und z3-Richtung und nach Addition findet man
fir den Gesamtfluss durch den Quader

0A | 0A; 04y e
dV(axl = 8333) Z@xl (de)dv.

Das Volumenelement dV stellt eine “Quelle” des Vektorfeldes dar falls div A > 0; es stellt
eine “Senke” des Vektorfeldes dar falls div A < 0.

Geometrisch kann man die Divergenz als MaB fiir das Auseinanderlaufen eines Vektors an
einem Punkt P interpretieren. Betrachten wir als erstes Beispiel die Vektorfunktion

Al =7 =z + yeo + 2€3 , (1.100)

die in Abb. 1.16 a schematisch dargestellt ist. Wir erhalten sofort einen relativ hohen Wert
fiir die Divergenz,

X X
a) A =7 =16 +¢ +7, b) A=1¢
(in x—y—-, x-z—, y—z—Ebene) (in x—y—, x—z—, y—z—Ebene)

Abbildung 1.16: Divergenz zweier spezieller Vektorfunktionen

Als zweites Beispiel betrachten wir den Einheitsvektor in z-Richtung:
Ay =165, (1.101)
der in Abb. 1.16 b schematisch dargestellt ist. Hier verschwindet die Divergenz

0 0 0

—(0) + 5 (0) +

1)=0.
Oy

div Ay = &( )
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1.9 Vektorielle Differentialoperatoren

1.9.4 Rotation

Wieder sei das Vektorfeld A = (Az, Ay, Ay) = (A1, Az, A3) gegeben.
Definition Rotation: Als rot A (in englischer Literatur auch oft curl /_f) bezeichnet man
das Kreuzprodukt zwischen dem Nabla-Operator und dem Vektor A:

rot A=V x A, (1.102)

so dass fiir die -—Komponente des resultierenden Vektors

3
= 0Ay 0Ay
7,k=1
wobei beim letzten Schritt die Summenkonvention benutzt wurde.
Mit Gleichung (1.103) schreibt sich Gleichung (1.102) als

_,1 62 53 0A3 _ 0As
S 0A, 9za Qa3
e 2tk 1 0 9 9 | _ | 941 _ 0A3

rot A = €;;,€; 9p. — |01 Bms Bag| = 3323 3531 . (1.104)
J 2 _ 0A
Al A2 A3 oz Oz

Die Rotation lasst sich geometrisch als ein MaB fiir die Wirbelstarke (Rotation) eines Vek-
torfeldes A im Punkt P interpretieren. Betrachten wir als Beispiel die Vektorfunktion

Az = —yeq +xéy

die in Abb. 1.17 schematisch skizziert ist.
Nach Gleichung (1.104) erhalten wir fiir die Rotation dieses Vektorfeldes

€1 € €3 0
A. |9 o9 0|_ — oz
-y x 0 2

Ebenso weist man leicht nach, dass fiir die Beispiele (1.100) und (1.101) die Rotation jeweils
verschwindet.

Ubungsaufgaben:

(A1.9.1) Zeigen Sie, dass die Definition (1.102) &quivalent ist zur Darstellung

. A.ds
7 rot A= lim L
nere AFSo AF

(1.105)

wobei 77 den Einheits-Normalenvektor bezeichnet, der senkrecht auf der von der Kurve s
umrandeten Flache AF steht.

(A1.9.2) Berechnen Sie die Rotation des Vektorfeldes

G = 32%ye) + yzléy — xzés .
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1 Vektorrechnung

A= e 43
;= TYG TG
(fiir alle Ebenen z = const)

Abbildung 1.17: Rotation einer speziellen Vektorfunktion

1.10 Rechenregeln fiir vektorielle Differentialoperatoren

1.10.1 Summenregeln

Aus den Definitionen der vektoriellen Differentialoperatoren folgen die Summenregeln

V(f+g) = Vf+Vyg
ﬁ-(a’ﬂ?) - V-i+V-b
ﬁx(&—i—g) = Vxa+Vxb

1.10.2 Produktregeln

Hier ist zu bedenken , dass es zwei Arten von Skalaren aus dem Produkt fg zweier Skalare und
aus dem Produkt a- b zweier Vektoren geben kann. Ebenso kann es zwei Arten von Vektoren
aus den Produkten fad und @ x b geben. Daher existieren sechs verschiedene Produktregeln:
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1.10 Rechenregeln fiir vektorielle Differentialoperatoren

jeweils zwei fiir Gradienten, Divergenzen und Rotationen:

V(fg) = fVg+gVf (1.106)
V(a-b) = ax(Vxb)+bx (Vxa)+(a-9)o+(b-V)a (1107
Voga) = f(vea)+a W) (1.108)

v (a’><5> = b (Vxa)-a (*xg) (1.109)
Vx (f@) = f(ﬁxa’ —ax(ﬁf (1.110)
ﬁx(@xl?) - (6-6)&—(aﬁ)ﬂa(ﬁ-l?)—l?(ﬁa). (1.111)

Diese Regeln lassen sich leicht mit der Komponentendarstellung der Vektoren beweisen.

1.10.3 Quotientenregeln

Mit Hilfe der Produktregeln erhalten wir

ﬁ(g) = Nfg;f% (1.112)
v <g> - - (ﬁ-a)g—za- (%) (1.113)
V x @) _ 7 (ﬁ - a’);a‘ - (%) . (1.114)

1.10.4 Kombination verschiedener vektorieller Differentialoperatoren

1. V® ist ein Vektor. Von diesem Vektor kdnnen wir die Divergenz div V® und die
Rotation rot V® berechnen.

2. V- Aist ein Skalar, dessen Gradient wir bilden konnen.

-, -,

3. V x A ist ein Vektor, dessen Divergenz div (V x A) und Rotation rot (V x A) wir
berechnen konnen.

Mehr Kombinationsmdoglichkeiten gibt es nicht! Aber nicht alle ergeben etwas Neues, wie
wir jetzt zeigen werden.

Fiir die Kombination verschiedener vektorieller Differentialoperatoren beweisen wir die fol-
genden wichtigen Rechenregeln:

(a) Wir wiederholen Gleichung (1.99):

div grad ® =V - (6@) — V20 = AD. (1.115)
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1 Vektorrechnung

(b) Ein Gradientenfeld ist wirbelfrei:

= = o
rot grad ® = V x (Vcb) = gieijk@iaaa:
j 0%k

> > > 9% 9%
681 682 %3 3%82 Bygaz
= loz oy 2:|=|22-22|=0 1.116
- or 0 0z | — — Y- ( . )
5 ﬁ b caaz 89%('%
dr Jdy 0z 8:687; - &vay

(c) Ein Rotationsfeld besitzt keine Quellen und Senken, denn unter Ausnutzung von Glei-
chung (1.23) gilt

9 )
o o By 0:
div rotﬁzV-(Vxﬁ) = % il %
9r Gy 9z
_ 0 |9g: Ogy| O [0g: Oga
Oz | Oy 0z oy | Ox ox
0 [0gy 0Oy
— — ——| =0. 1.11
0z {({)x dy 0 (1.117)
(d) Unter Ausnutzung des dreifachen Kreuzprodukts (1.22) gilt
rot (rot§) = V x (6 X g’) = grad (divg) — Ag (1.118)
(e) div (é x é) - . ( rot é) ~B- < rot é) . (1.119)

Beweis : Es ist

v (é x é) - aa (B,C. — Bzcy) v gy (B.Cy — B,C.) + 682 (BoC, — B,Cy)
() () (2-2)
(55 (25 (55
= ¢ (6 *) (VXC)
Q.E.D.

1.11 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

1.11.1 Grundgleichungen

Neben den kartesischen Koordinaten z; = (1, z2,23) = (x,y, 2) betrachten wir die allge-
meinen krummlinigen Koordinaten ¢; = (q1, g2, ¢3). Nach Kap. (1.8.2) bilden wir die neuen
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1.11 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Einheitsvektoren

1 or
e, = —— 1.120
e‘h h7, aQ7, ) ( )
mit dem Skalenfaktor
h; = i (1.121)
o dq; '

Wir nehmen an, dass die neuen Einheitsvektoren €,,, €y, und &, ein rechtshiandiges ortho-
gonales Koordinatensystem bilden, d.h.

Gy =0, =123, (1.122)

n
Aus 7 = 7(q;) folgt mit Gleichung (1.120)
or or 8*

a7 = g+ 24
T 81QI+8 QQ+83

= hidqi€y + hadgaéy, + hadgséy,
3
= > hidgie, . (1.123)

Fiir das Quadrat der Bogenlange erhalten wir dann unter Ausnutzung von Gleichung (1.122)

3 3
(ds)® =dif-di = Y hyhudg,dg.éy, - &,
v=1p=1
3
= Y hldg = hidg] + hidgs + h3dg3 (1.124)
pn=1
wihrend fiir das Volumenelement gilt
dV =d®r = |hidq1,, - [hadqaéy, x hadgséy)|
= hihahsdqidqadqs |€g, - (€4, X €gs)
= hlhghgdqldQqug . (1.125)

1.11.2 Gradient
GemiB Gleichung (1.87) gilt

oY oY oY

dip = Vi - dif = Far —dq + 8—2dq o + a—dq3 (1.126)
Nach Gleichung (1.123) gilt
dr' = hidq1€y4, + hadgqa€y, + hadgzéy, . (1.127)
Wir setzen als Ansatz an B
V& = A€y, + A€y, + 36y, (1.128)
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1 Vektorrechnung

und bestimmen die Werte der \; durch Einsetzen von (1.127) und (1.128) in die Beziehung
(1.126):

A1 hidgqy
0 0 0
9% dqi + % dgs + » dgzs = | A2 | - | hadga | = hididg1 + haXadga + haAsdgs .
8Q1 aq? an )\ h d
3 3dq3

Der Koeffizientenvergleich in dieser Gleichung ergibt

1 9y

i=———, i=1,2,3 1.129
h; Og; ( )

und somit fiir die Ansatzgleichung (1.128):

L 1oy 10 . 100
b_g, — W g 1 s 1OV
v “n h1 Oq1 o ha 0qa  Cas hs 0q3

Wir finden also fiir den Gradienten in den krummlinigen Koordinaten die Darstellung

. 1 0 1 0 1 0
=€, —— — 4 e, — . 1.130
V=fn h1 0q1 Tl ha Ogo i h3 0q3 ( )

—

Angewandt auf die speziellen Skalare ¢g1,g2 und g3 folgt

= €q = €qo 5 _ Cas

Vaq = Vg = Vgs = 1.131
g1 hl ) q2 h2 ) q3 h3 ) ( )
wobei fiir den Betrag gilt
- 1
‘Vq,, =, v=1,23. (1.132)
hy
Weiterhin gilt
ey = hahsVage x Vgs
&, = hshiVa x Vai ,
€ = hihaVg x Vga . (1.133)

Beweis : Zum Beweis von (1.133) nutzen wir die Gleichungen (1.131):

hgth(]g X VQ3 = h2h3 - X ) = €gy X €q3 = €qq -
ho  hs

Q.E.D.

1.11.3 Divergenz
Zur Berechnung von

divAd = (A18y, + Aoy, + Azy,)

<.
V- (A18y) + V- (A2éy,) + V - (A3é,)
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1.11 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

benutzen wir die Darstellungen (1.133). Wir erhalten fiir

— =

V- (Algql) =V. (Alhghgﬁtp X 6(]3) .
Mit der Produktregel (1.108) folgt
ﬁ . (Algql) = [ﬁ (Athhg)} . (6(]2 X ﬁq;:,) + Alhghgﬁ : (ﬁQQ X 6(]3) .

Der zweite Term in dieser Gleichung verschwindet, denn nach Anwendung der Produktregel
(1.109) gilt

V- (6(]2 X §q3> = 6(13 - rot grad ¢ — ﬁqg - rot grad g3 =0

gemaB Gleichung (1.116). Es verbleibt unter Ausnutzung von (1.131)

=

V- (Algql) = 6 (Alhghg) . (6(]2 X ﬁq;g)

6(A1h2h3)- : <2q22 X ZJ;)
- e

Arhghs)| - —2— .
V (Aihzhs) | T

Jetzt benutzen wir die Darstellung (1.130) fiir grad (Ajhghs) und erhalten aufgrund der
Orthogonalitatsrelation (1.122)

- . 5 1 8(A1h2h3) L1 8<A1h2h3) L1 8(A1h2h3) €Q1
(A — - T2 - T2 il .
V- (Aidg) ‘o hi  Oq Caz ha  Og2 Cas hs  Og3 hah3
1 0
= ——(A{hohs) . 1.134
hihahs 8q1( thzhs) ( )
Ebenso berechnen wir ) 9
V - (A98,) = ——— —~ (Ashih
v ( 26(12) h1h2h38q2( 21U] 3)
und
V - (A3, )—;E(Ahh)
360) = i hohg gy 0
so dass
T ga— i(Ahh)—iri(Ahh)—i—i(Ahh) (1.135)
= hihahs | 0 1n2hs3 o 2h1hg 943 shing)| . .

1.11.4 Rotation

Zur Berechnung von

rot A=V x (A18y, + Ag@yy + A38,) = V X (A18y,) + V x (A26,,) + V x (A36,,)

35



1 Vektorrechnung

benutzen wir die Darstellungen (1.131). Wir erhalten fiir
V X (A1) =V x <A1h16Q1> =V (A1h1) x Vg1 + AtV x Vi

wobei wir die Produktregel (1.110) nutzen. Der zweite Term in dieser Gleichung verschwindet
gemaB Gleichung (1.116) und mit Gleichung (1.131) folgt

—

V x (A18,) =V (Arh1) x <2
Jetzt benutzen wir die Darstellung (1.130) fiir grad (Ajhi) und erhalten

6 % (Alé,ql) l:_, 1 6(A1h1) . 1 8(A1h1) . 1 8(A1h1)] % eﬂ

0y dq1 +eq2h72 Iq2 +eq3h73 Jqs3 hy
€ 0(A1h1) &g 0(Aih)

_ 1.136
hihs  Oq3 hihs  Oq2 ( )
Ebenso verfahren wir mit V x (A&,,) und V x (A3€,,) und erhalten
S e, 0 0 e, 0 0
tA = —L | (A3hs) — — (Ash 2| __—_(A1h) — — (Ash
o hohs [3(12( 3hs) 3Q3( 2 2)} - hihs [3(13( th) &h( ’ 3)}
G [ O ) ]
— (Ayhs) — — (A1h
hihs [3%( 2h2) 3%( h)
1 hl?@?l hQqu h3gqg

= o o 0 (1.137)

27| ¢ 9 Dgs
fhahs Aihy  Ashy  Ashs

1.11.5 Laplace-Operator
Mit Gleichung (1.115) und der Gradientendarstellung (1.130) gilt fiir den Laplace-Operator

- (= = [(€q OV €, OV €y OY

AYpy=V-(Vy)=V-[-L—+-B_— 4 B ) 1.138

v ( ¢) <h1 Oq1  hg dg2 ~ h3 Ogs ( )
Die Anwendung der Divergenzdarstellung (1.135) fiir

Loy

A, =
hy, 9q,

ergibt dann

1 [0 [hyhs aw) 9 <h1h3 a¢> 9 <h1h2 a¢>]
Ap=—— | 2 A P A P TN (1139
4 hihahs {&]1 < hi1 Oq Oq2 \ ha Ogo O0g3 \ hs Og¢s ( )

Nach diesen allgemeinen Herleitungen betrachten wir nun als Beispiel Kugelkoordinaten.
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1.11 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

1.11.6 Beispiel: Kugelkoordinaten

Mit Kugelkoordinaten (r, 0, ¢) gilt fiir den Ortsvektor

7= x€] + y€s + 2€3 = rsin b cos ¢pe| + rsin O sin pey + rcosbes = 7 (r,0,¢) , (1.140)

mitr >0,0<0 <mund 0 < ¢ < 2m. Als neue Koordinaten wahlen wir also ¢; = r, g = 0
und q3 = gb

Zur Berechnung der neuen Einheitsvektoren (1.120) und Skalenfaktoren (1.121) benétigen
wir

gr = (sinf cos ¢,sinfsin ¢, cosh) ,
-
or . .
% = 7 (cos 6 cos ¢, cos 6 sin ¢, — sin 0)
or . . .
und — = r(—sinfsing,sinfcos,0) ,
¢
so dass hi = h,= (%'zl,
or
or
h2 = h@ = 89’ =T,
hy = hg= ‘g;’ = rsind (1.141)
und €, = €r = (sinfcos¢,sinfsing,cosb) ,
€y = €p = (cosBcos,cosbsing, —sinb) ,
€y = €y = (—sing,cosg,0) . (1.142)

Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in den allgemeinen Ausdruck (1.130) erhalten wir fiir den
Gradienten in Kugelkoordinaten

- 81&_, 161&# 1 o0y

Gem3B Gleichung (1.135) ergibt sich fiir die Divergenz in Kugelkoordinaten

le A = v . A = m 8 (A T Sln9) + % (A@’f' Slne) + % (A¢7’)
_ 19 2 1 90 . 1 0
 r20r (Arr®) + rsinf 0 (Agsinf) + rsinf d¢ (4g) , (1.144)
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1 Vektorrechnung

wahrend Gleichung (1.137) fiir die Rotation in Kugelkoordinaten auf

1 € T€p rsinbey
1 _ a 9 2

rot A4 = r2ging |90 9 99
A, Agr Agrsing

30 (A0T)> er.

+ (884) (A,) — (;)7’ (Agrsin @) ré’g)

n (j (Aor) — o <Ar>) rsin 9«%] (1.145)

1 0 .
= 2nd [ 20 (Agrsinf) —

fiihrt.
GemaB Gleichung (1.139) erhalten wir fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

[0 (g 4 2 (), O (L 0
A= e [67’ <’” Smem) " <Sm989> "9 <sm9 8¢>]

10 (L0 19 (. 1 9%
= T—QE <T ar> + T2 sine% <sm680> + 77"2 sizﬂﬁ@ . (].14.6)

Ubungsaufgaben:

(A1.11.1) Berechnen Sie den Gradienten, die Divergenz, die Rotation und den Laplace-
Operator in Zylinderkoordinaten.

(A1.11.2) Berechnen Sie den Gradienten, die Divergenz, die Rotation und den Laplace-
Operator in parabolischen Zylinderkoordinaten.
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2 Newtonsche Mechanik

Die klassische Mechanik stellt zugleich den Beginn und die Grundlage nicht nur der heutigen
Physik, sondern in hohem MaBe der modernen Naturwissenschaft iiberhaupt dar. Begriindet
wird sie durch ein Buch, das durch seine Folgen die Welt wohl stirker verdndert hat als das
Neue Testament, der Koran oder Das Kapital von Marx. Dieses Buch erschien 1687 in
Cambridge, England:

Isaac Newton: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.

Um die Bedeutung dieser Neuerung einzuschatzen, ist es sinnvoll, sich mit den vorhergehen-
den Anschauungen zu beschaftigen.

2.1 Das Physikalische Weltbild vor und nach Newton*

Das urspriingliche Weltbild ist in allen Kulturen ein magisch-religioses. Die Vorgange in der
Natur, also in der den Menschen umgebenden Welt, werden gedeutet als Folgen bewusster
Handlungen iibernatiirlicher Wesen: Gotter, Geister, Ddmonen. Die “Wissenden” sind daher
Priester, auch wenn die Naturbeobachtung, wie in Babylon, schon quantitativ ist. Raum
und Zeit haben eine absolute Bedeutung. Die Welt ist flach und begrenzt. Das Zentrum der
eigenen Kultur ist zugleich auch das der Welt, sei es nun Agypten, Babylon, Rom oder China
(das “Reich der Mitte”). Dariiber wolbt sich die recht flache Scheibe des Himmels, die am
Weltrand aufliegt. Quantitative Angaben, soweit sie iiberhaupt gemacht werden, sind rein
spekulativ. Der Raum ist also inhomogen, zugleich aber auch anisotrop: “oben” und “unten”
sind absolute Kategorien. Auch die Zeit ist im Allgemeinen absolut und inhomogen: Sie hat
einen Anfang und ein Ende.

Zu einem volligen Umbruch, der einen fast an das Auftreten einer neuen Menschenart glau-
ben lassen kdnnte, und damit zum Beginn dessen, was wir heute Naturwissenschaft nennen,
kommt es um das Jahr 700 vor Christus herum mit dem Auftreten der griechischen Naturphi-
losophen, die eine ganz neue Haltung gegeniiber der Welt einnehmen. Bezeichnenderweise
sind sie keine Priester, sondern praktisch tatige, weitgereiste und weitgehend vorurteilsfreie
Manner. Sie stellen sich bewusst als Subjekt der Natur als Objekt gegeniiber, betrachten die
Welt gewissermaBen von auBen. Das Naturgeschehen ist fiir sie nicht eine Folge willkiirli-
cher Akte iibernatiirlicher Wesen, sondern von inneren GesetzmaBigkeiten beherrscht, die
der Mensch mit seiner Vernunft erkennen kann. Ihr Weltbild ist also rational, aber anders als
unser heutiges nicht kausal, sondern final, teleologisch. Das Weltgeschehen hat fiir sie einen
Zweck, einen Sinn. Es wird beherrscht durch universelle Entwicklungs- und Ordnungsprinzi-
pien (“Kosmos").

*Dieser Abschnitt ist der Vorlesung meines verehrten Lehrers Prof. Dr. Dieter Schliiter, Universitit
Kiel, entnommen.
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2 Newtonsche Mechanik

Zusammengefasst und in einem gewissen Sinn abgeschlossen wird diese idealistische Natur-
philosophie durch das Werk von Aristoteles, dessen Weltbild erst durch das von Newton
begriindete abgelost wurde. Danach ist die Welt im Wesentlichen kugelférmig, hat ein Zen-
trum und eine duBere Berandung, die Fixsternsphire. AuBerhalb ihrer befindet sich nichts,
auch kein leerer Raum, der als denkunméglich angesehen wird. Der Raum ist also nach wie
vor inhomogen und anisotrop. Es gibt eine Vorzugsrichtung, hin zum Weltmittelpunkt, aber
um diese Welt herum ist die Welt im Wesentlichen isotrop. Die Begriffe “oben” und “unten”
sind also relativ. Das Universum war schon immer und wird immer sein. Die Zeit hat weder
einen Anfang noch ein Ende, sie ist absolut, aber homogen.

Die Welt zerfallt in zwei Teile, den irdischen und den himmlischen, die aber beide ratio-
nal betrachtet werden. Die quantitative Beschreibung von Bewegungen in Raum und Zeit
(Kinematik) ist fiir beide die gleiche, insbesondere gelten auch im himmlischen Bereich die
Gesetze der Geometrie, verschieden ist die Erklarung der Ursachen der Bewegung (Dynamik).
Im heutigen Verstandnis bilden Kinematik und Dynamik zusammen die Mechanik, fiir Ari-
stoteles bleiben sie getrennt. Wegen ihres quantitativen geometrischen Charakters z3hlt fiir
ihn — und bis in die Zeit von Kepler — die Kinematik zur Mathematik, die nicht-quantitative
Dynamik und die damit zusammenhingende Struktur der Materie zur Physik.

Diese Struktur ist nun in beiden Teilen der Welt wesentlich verschieden. Die irdische Materie
ist aus vier Elementen (Erde, Wasser, Luft, Feuer) aufgebaut und hat, je nach ihrer Zusam-
mensetzung, Anteil an deren Eigenschaften. Sie ist zum Beispiel absolut schwer oder leicht,
dabei ist “leicht” nicht ein geringerer Grad von “schwer”, sondern ihm entgegengesetzt.
Es gibt keine Bewegung ohne Beweger. Schwere Korper streben auf Grund einer inneren
oder “lebendigen” Kraft zum Weltmittelpunkt. lhre freie Bewegung ist also stets abwarts
gerichtet, sie suchen dort ihren “natiirlichen Ort”. Sie fallen umso schneller, je schwerer sie
sind. Umgekehrt strebt absolut leichte Materie stets aufwarts und steigt duBerstenfalls bis
zur inneren Begrenzung des Himmels, der Sphére des Mondes, auf. Jede seitliche Bewegung
eines Korpers muss dagegen erzwungen werden durch eine duBere oder “tote” Kraft und hort
ohne Antrieb auf. Die irdische oder sublunare Welt ist unvollkommen und stindigem Wandel
unterworfen. Im Gegensatz dazu besteht die himmlische Materie aus dem fiinften Grundstoff,
der schwerelosen “quinta essentia”. Sie ist vollkommen und unwandelbar. Das gleiche gilt
von ihrer Bewegung. Diese erfolgt daher gleichmaBig in Kreisen und auf Kugelschalen um
den Weltmittelpunkt herum.

Die Erde ist kugelformig und, wie Aristoteles sagt, “nicht sehr groB”. Eratosthenes hat auf
geistreiche Weise (Brunnen von Syene) ihren Umfang zu 252.000 Stadien gemessen. Da die
Lange eines Stadions nicht einheitlich festgelegt war, kann man bei entsprechender Auswahl
zu einem Wert des Erdumfangs von 39.690 km kommen, der fast exakt mit dem modernen
Wert von 40.075 km iibereinstimmt, realistisch diirfte eine Genauigkeit von etwa zehn Pro-
zent sein. Keine andere Kultur, unabhangig von der griechischen, ist zu dieser umwalzenden
Erkenntnis fahig gewesen. Da der Erdkorper aus schwerer Materie besteht, fallt sein Mit-
telpunkt mit dem der Welt zusammen, nicht umgekehrt! Die Himmelskorper sind ebenfalls
Kugeln mit messbaren Radien. Die Phasen des Mondes und Mond- und Sonnenfinsternisse
werden geometrisch als Beleuchtungs- und Schatteneffekte gedeutet und zur Bestimmung
von Radien und Entfernungen benutzt, wiederum eine einzig darstehende Leistung der Grie-
chen. Wegen der unzureichenden Messgenauigkeit werden allerdings Radius und Entfernung
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2.1 Das Physikalische Weltbild vor und nach Newton'

der Sonne und damit die Dimension des Sonnensystems um einen Faktor 25 unterschatzt.
Zur Physik des Aristoteles gibt es in der griechischen Naturphilosophie durchaus Gegen-
meinungen. Nach Demokrit ist alle Materie aus verschiedenen Arten von nicht weiter zer-
legbaren Teilchen, den Atomen, aufgebaut, die sich ziellos im unbegrenzten leeren Raum
bewegen und bei ZusammenstoBen wechselwirken. Das Naturgeschehen verlduft also kau-
sal, nicht final. Dieses rational-materialistische Weltbild steht im scharfen Gegensatz zu dem
rational-idealistischen des Aristoteles und gilt sogar bei den sehr freigeistigen Griechen als
atheistisch. Ebenfalls im Gegensatz zu Aristoteles steht die viel spater von Kopernikus wie-
der aufgenommene Lehre des Aristarch von Samos, dass sich die Erde bewegt. Da diese
konkurrierenden Auffassungen rein spekulativ sind und keine Stiitze in damals bekannten
Naturerscheinungen finden, bleiben sie in einer AuBenseiterrolle. Das ist nicht der Fall mit
den kinematischen Theorien von Hipparch und Ptolem&us. Die sehr genauen astronomischen
Beobachtungen zeigen, dass die Bewegung der Himmelskorper, speziell der Sonne, um die
Erde und damit um den Weltmittelpunkt herum keine gleichférmige Kreisbewegung sein
kann. Um die Beobachtungen darzustellen, “die Phdnomene zu retten”, werden exzentri-
sche Kreise und Bewegungsmittelpunkte oder Epizykel verwendet, was notwendigerweise die
Verdnderung des Abstandes vom Weltmittelpunkt zur Folge hat. Dieser Widerspruch zur
Theorie des Aristoteles wird zwar gesehen, aber nicht ernst genommen, da man die Bah-
nen ohnehin nur als mathematische Konstruktionen betrachtet. |hren Hohepunkt erreicht
diese Kinematik der Himmelskérper um das Jahr 150 herum im zusammenfassenden Werk
“matematike syntaxis” des Ptolemaus, woraus die Zeitgenossen zunichst “megale syntaxis”,
dann sogar “megiste syntaxis” machen. Bei der Ubersetzung ins Arabische wird daraus “al
magisti” und schlieBlich bei der Ubertragung ins Lateinische “almagestum” .

Zwischen der “syntaxis” und dem “Almagest” liegt ein Jahrtausend ohne nennenswerten
Fortschritt. Das ist im Wesentlichen darauf zuriickzufiihren, dass sich im niedergehenden
romischen Reich, etwa ab dem Jahr 300, eine weltabgewandte, wissenschaftsfeindliche und
extrem intolerante Ideologie durchsetzt und im Jahr 394 zur Staatsreligion wird: Das fun-
damentalistische Christentum. Fiir die geistigen Fiihrer dieser Bewegung, die Kirchenviter,
insbesondere Lactantius, Augustinus und Hieronymus, handelt es sich bei der griechischen
Naturwissenschaft um die “torichte Weisheit der heidnischen Philosophen”, die sowohl dem
gesunden Menschenverstand, als auch, und das ist entscheidend, der “Heiligen Schrift” wi-
derspricht. Insbesondere kdnnen sie sich nicht von der Vorstellung eines absoluten “oben” und
“unten” l6sen. Sie stellen dem ein eigenes Weltbild entgegen, das aus Bibelstellen begriindet
wird und seine Zusammenfassung um 500 herum in der “Topographia Christiana”, der christ-
lichen Weltbeschreibung des Cosmas Indicopleustes, findet. Danach ist die Erde flach und
viereckig. Die Welt dhnelt einer Truhe, deren gewolbter Deckel einerseits die “Wasser liber
der Feste” enthalt und andererseits den Wohnsitz der himmlischen Heerscharen bildet. Son-
ne, Mond und Sterne werden von Engeln herumgetragen, und das Dunkel der Nacht entsteht
dadurch, dass die Sonne sich hinter einem hohen Berg im Norden befindet. Es handelt sich al-
so um eine primitive Version des tausend Jahre &lteren babylonischen Weltbildes. Gleichzeitig
wird, besonders im westromischen Reich, die philosophische und wissenschaftliche Literatur
der Antike bis auf ein paar Werke lateinischer Kompilatoren fast vollstandig vernichtet. Es
beginnt im Jahr 391 mit der Niederbrennung des Museion, der weltberiihmten Bibliothek
von Alexandria, an der unter anderen Eratosthenes und Ptolemius gewirkt haben, und fiihrt
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2 Newtonsche Mechanik

dazu, dass um das Jahr 700 im gesamten Abendland weder die Werke von Aristoteles und
Ptolem3us noch die von Euklid und Apollonius oder Hippokrates und Galenus mehr zu finden
sind.

Dass das Erbe der antiken Kultur nicht unwiederbringlich verloren ist, verdanken wir dem
Auftreten einer konkurrierenden ldeologie, des Islam, der zwar dhnlich intolerant, aber nicht
in gleichem MaBe mystisch-irrational eingestellt ist. Ab dem Jahr 700 beginnen die Kalifen
Al Mansur, Harun al Raschid und Al Mamun in Belgrad mit dem systematischen Sammeln
aller Reste der griechischen Wissenschaft; dabei wird insbesondere der Almagest auf dem
Umweg iiber das Syrische ins Arabische iibersetzt und intensiv studiert.

Ab der Mitte des 10. Jahrhunderts setzt sich auch im Abendland durch den Kontakt mit
der arabischen Welt die Lehre von der Kugelgestalt der Erde wieder durch, und von 1100 bis
1300 werden die Werke von Aristoteles, Euklid und Ptolem3us neben vielen anderen aus dem
Arabischen ins Lateinische iibersetzt. Es kommt zu einer Wiedergeburt — “Renaissance” — der
antiken Kultur. Auf die Herabwiirdigung folgt eine kritiklose Uberschitzung insbesondere der
Schriften des Aristoteles, zunadchst der iiber die Logik, dann der iiber Naturphilosophie. “Der
Philosoph” wird zur unumstrittenen Autoritdt in allen auBer Glaubensfragen. Sein Weltbild
wird nur insofern modifiziert, als jetzt auBerhalb der Fixsternsphére der Wohnsitz Gottes und
der Engel, innerhalb der Erde die Holle angesiedelt wird.

In den folgenden zwei Jahrhunderten kommt es aber auch gerade durch die Beschiftigung
mit der aristotelischen Logik zur Kritik an den Einzelheiten seiner Naturphilosophie. Nikolaus
von Kues erdrtert z.B. spekulativ-philosophisch die Moglichkeit eines unendlich ausgedehnten
Raumes ohne Mittelpunkt und Berandung. Im Besonderen ist Gegenstand der Kritik aber die
Lehre von der Wurfbewegung, die schon im Altertum als nicht sehr iiberzeugend angesehen
wurde. Dazu trdgt unter anderem auch die Entwicklung der Artillerie nach der Erfindung
des SchieBpulvers bei. Im 17. Jahrhundert wird schlieBlich die These von der Unmaoglichkeit
eines leeren Raumes (“horror vacui”) von Torricelli und von Guericke widerlegt, was zur
Neubewertung des Atomismus fiihrt.

Noch wichtiger sind die Entwicklungen in der Kinematik der Himmelsk&rper. Um 1500 greift
Kopernikus die Lehre von der Bewegung der Erde wieder auf, nimmt die Sonne als im Welt-
zentrum befindlich an und ersetzt die Rotation der Fixsternsphare durch die der Erde. Obwohl
das neue Weltbild dem alten kinematisch fast vollig aquivalent ist und auch fiir die Positions-
berechnungen keine wesentliche Verbesserung darstellt, sind seine dynamischen Konsequen-
zen revolutiondr. Die Erde verliert ihre Sonderstellung und wird ein Planet unter anderen. Die
Fixsterne miissen nicht mehr von einer Sphare getragen werden und brauchen daher auch
nicht im gleichen Abstand zum Mittelpunkt zu stehen, sondern konnen im Raum verteilt sein.
Im noch starkeren Gegensatz zum antiken Weltbild stehen die Keplerschen Gesetze, wonach
die relativen Bewegungen der Himmelskdrper nicht aus gleichformigen Kreisbewegungen,
sondern aus ungleichférmig durchlaufenen Ellipsen zusammengesetzt sind. Gleichzeitig, also
zu Beginn des 17. Jahrhunderts, widerlegt Galilei sowohl durch seine quantitativen Fallver-
suche als auch durch seine Beobachtungen mit dem Teleskop (Berge auf dem Mond) das
Dogma vom grundsatzlichen Unterschied zwischen himmlischer und irdischer Materie. Er
gibt auch die Trennung zwischen Kinematik und Dynamik auf: “Das Buch der Natur ist in
der Sprache der Mathematik geschrieben”.

Die Kirche fiihlt, durchaus nicht ohne Grund, die Basis ihrer Anschauungen bedroht und
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versucht mit Hilfe der Inquisition die neuen Erkenntnisse zu unterdriicken, aber erfolglos.
Schon 12 Jahre nach dem Prozess gegen Galilei (1633) kommt es in London zur Griindung
einer Vorlduferin der spateren Royal Society. Hier nimmt auch die Trennung der beiden
Kulturen, wie C. P. Snow sie spater genannt hat, — ndmlich der literarisch-philosophischen
und der naturwissenschaftlich-technischen — ihren Anfang, denn das Programm der Royal
Society ist: “To improve the knowledge of natural things, and all useful Arts, Manufactures,
Mechanick Practices, Engynes and Inventions by Experiments (not meddling with Divinity,
Metaphysics, Moralls, Politicks, Grammar, Rhetorick or Logicks)”. Im Jahr 1672 wird der
1642 — also im Todesjahr Galileis — geborene Isaac Newton Fellow und 1703 Priasident
dieser Gesellschaft. lhr langjahriger Sekretar Edmund Halley bringt ihn mit vieler Miihe 1687
dazu, die “Principia” auf Kosten der Gesellschaft zu veroffentlichen. Die Wirkung auf seine
Zeitgenossen geben die Verse von Alexander Pope wieder:

“Nature and Nature's Laws, Lay hid in Night, God said: Let Newton be!, And all was Light.”
Damit ist das neue Weltbild weitgehend vollendet und bildet eine Grundlage des folgenden
Jahrhunderts der Aufklarung. Auf dem Kontinent werden Newtons Arbeiten nach 1738 po-
puladr durch die “Elemens de la philosophie de Newton” von Voltaire und Emilie du Chatelet,
die spater auch die “Principia” ins Franzosische iibersetzt. Es folgt, hauptsichlich in Frank-
reich und der Schweiz, eine stiirmische Entwicklung der theoretischen Mechanik und ihrer
analytischen Grundlagen durch eine Reihe genialer Mathematiker: die Bernoullis, Leibniz, Eu-
ler, Clairaut, d'Alembert, Lagrange, Laplace, Legendre. Sie tragen wesentlich zur Entwicklung
eines mechanistisch-rationalistischen Weltbildes bei, einer der Grundlagen der franzosischen
Revolution. Zu einer kurzlebigen Gegenreaktion kommt es um 1800 mit der “romantischen
Physik", der spekulativen Naturphilosophie der Vertreter des deutschen ldealismus, insbe-
sondere Hegel, die aber eher ein Kuriosum bleibt. Gleichzeitig wird die analytische Mechanik
weiterentwickelt durch GauB, Jacobi und Hamilton und erreicht einen gewissen Abschluss um
1900 herum mit den Arbeiten von Poincare, die schon in Verbindung mit der speziellen Rela-
tivitatstheorie einerseits und dem Stabilitatsverhalten nichtlinearer Systeme (Chaos-Theorie)
andererseits stehen.

Die wissenschaftliche Methode Newtons, die bis heute die der Naturwissenschaft geblieben
ist, unterscheidet sich grundlegend von der der idealistischen Naturphilosophie, sowohl seines
Vorgangers Aristoteles, als auch seines Zeitgenossen Descartes und seines Nachfolgers Hegel.
Waihrend diese der Meinung waren, die Naturgesetze durch reines Denken aus allgemeinen
metaphysischen Grundsatzen logisch ableiten zu kénnen, ist fiir Newton die Erfahrung, sowohl
die zufillige, als auch die durch systematische Experimente gewonnene, die einzige Quelle
naturwissenschaftlicher Erkenntnisse. Eine Erkldrung aus philosophischen Prinzipien lehnt er
ab: "Hypotheses non fingo”. Seine induktive-deduktive Methode besteht darin, zunichst aus
gesammelten Erfahrungen induktiv auf GesetzmaBigkeiten zu schlieBen. Aus ihrer Annahme
werden dann weitere Phanomene vorhergesagt und die Theorie im Experiment iiberpriift. Bei
einer Falsifikation muss sie aufgegeben oder modifiziert werden.

Gegenstand der Physik sind ausschlieBlich Erscheinungen, die sich zumindest prinzipiell mes-
sen lassen. Physikalische GroBen werden durch Messprozesse definiert, nicht verbal (“Wort-
geklingel”), wie etwa in der Naturphilosophie von Hegel und Schelling. Da die Erfahrungen
als Ergebnisse von Messungen in der Regel als Zahlen vorliegen, sind die GesetzmaBigkeiten
in der physikalischen Theorie notwendig mathematische Beziehungen, aus denen ebenfalls
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2 Newtonsche Mechanik

quantitative Vorhersagen abgeleitet werden. Die Welt der Erfahrungen wird so auf eine ma-
thematische Modellwelt abgebildet, an die als einzige Bedingung die der logischen Konsis-
tenz gestellt wird. Sie braucht nicht “hoheren Prinzipien” oder dem ‘“gesunden Menschen-
verstand” zu geniigen, sofern sie nur in der Lage ist, die Gesamtheit der Erfahrungen im
Rahmen der Messgenauigkeit zu reproduzieren.

2.2 Die Newtonschen Axiome

Fiir Newton bilden Kinematik und Dynamik — im Gegensatz zu Avristoteles, aber in Uber-
einstimmung mit Galilei — eine Einheit: die quantitative, also mathematisierte, Mechanik. Er
baut sie nach dem Muster der “Elemente” des Euklid ( “more geometrico”) auf, geht also aus
von einer Reihe von Begriffserklarungen (Scholien) und Axiomen (Bewegungsgesetze). Diese
folgen letztlich induktiv aus der Erfahrung, dem Experiment, und nicht aus metaphysischen
Uberlegungen. Sie werden bestatigt (oder falsifiziert), indem aus ihnen deduktiv Voraussagen
hergeleitet und mit weiteren Experimenten verglichen werden.

Newton beginnt mit Aussagen iiber Raum und Zeit (Kinematik):

1. Der absolute Raum ist leer, unendlich ausgedehnt, homogen und isotrop. In seinen
Worten: “Der absolute Raum bleibt vermoge seiner Natur und ohne eine Beziehung
zu einem 3duBeren Gegenstand stets gleich und unbeweglich”. Durch die Einfiihrung
eines Koordinatensystems werden den Raumpunkten — letzlich durch Messungen mit
MaBstaben — Zahlentripel 7 zugeordnet. Der Raum wird dadurch auf ein mathemati-
sches Objekt, einen dreidimensionalen affinen Vektorraum IR?, abgebildet.

2. Die absolute Zeit ist homogen. In seinen Worten: “Die absolute, wahre und mathemati-
sche Zeit verflieBt an sich und vermoge ihrer Natur gleichformig und ohne Beziehung zu
einem duBeren Gegenstand.” Das bedeutet, dass die Zeit in allen Koordinatensystemen
gleich und invariant ist.

Durch Messungen mit Uhren werden den Zeitpunkten die Elemente ¢ eines eindimensionalen
Raumes IR! zugeordnet und damit den Ereignissen (7, ) das Kroneckerprodukt in IR? x IR!.
Die Eigenschaften von Raum und Zeit selbst sind auf diese Weise grundsatzlich Gegenstand
von Experimenten (Messungen) und somit der Erfahrung und — im Gegensatz etwa zur
Auffassung von Kant — keine a-priori-Kategorien.

Es folgen drei Axiome iiber die Bewegung materieller Kérper und ihre Ursachen (Dynamik):

e Lex |: das Tragheitsgesetz,
e Lex II: die dynamische Grundgleichung, und

e Lex Ill: das Wechselwirkungsgesetz.

2.2.1 Das Tragheitsgesetz

Materielle Objekte sind aus Massenpunkten, von Newton “Korper” genannt, aufgebaut, die
in vielen Eigenschaften mit den Atomen von Demokrit iibereinstimmen, aber von beliebi-
ger GréBe und Form sein kénnen. Sie haben einen wohldefinierten Ort, beschrieben durch
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2.2 Die Newtonschen Axiome

einen Ortsvektor 7(¢). Die Ursache fiir ihre Bewegung ist nicht final, sondern kausal. Sie
agieren nicht auf Grund eines inneren Bestrebens, wie bei Aristoteles, sondern reagieren nur
auf duBere Einwirkungen, von Newton "Krafte” genannt, die letztlich von anderen Kérpern
ausgeiibt werden, sind also “trage” (inert). Im volligen Gegensatz zur aristotelischen Physik
konnen sie sich aber auch ohne Beweger bewegen:

LEX I: Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen gerad-
linigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kraifte gezwungen wird, seinen
Zustand zu andern.

2.2.2 Das Kraftwirkungsgesetz

Liegt eine solche Einwirkung vor, dann wird durch sie primar nicht der Ort verdndert — das
geschieht ja auch bei der geradlinig-gleichformigen Bewegung — sondern die Geschwindigkeit.
Waihrend alle Vorganger, auch Demokrit, davon ausgingen, dass eine Kraft auf einen Korper
nur bei direktem Kontakt wirken kann, nimmt Newton an, dass die Kraftwirkung wie beim
Magnetismus durch den leeren Raum hindurch erfolgt (Fernkraft, “action at a distance”).
Sie muss daher momentan vor sich gehen. Die entsprechende Geschwindigkeitsinderung
geschieht nicht sprungweise, wie zum Beispiel bei einzelnen StéBen, deren Wahrscheinlichkeit
fiir punktformige Korper ohnehin verschwindend klein ist, sondern kontinuierlich. Eine solche
veranderliche Geschwindigkeit kann exakt nur durch einen Grenzwertprozess definiert werden,
namlich als Differentialquotient

dr

dt
Zur Formulierung der Newtonschen Theorie sind deshalb die Infinitesimalrechnung und vek-
torielle Differentialoperatoren (siehe Kap. 1.9) erforderlich, was einerseits mathematischen
Laien den Zugang sehr erschwert, und andererseits die mathematischen Betrachtungen von
Kapitel 1 nachtraglich rechtfertigt.

Wie die experimentelle Erfahrung zeigt, ist bei gleicher duBerer Einwirkung die Geschwin-
digkeitsanderung fiir verschiedene Massenpunkte unterschiedlich. Newton schreibt deshalb
den Korpern eine invariante innere Eigenschaft zu: die trige Masse m. Er definiert sie als
“Menge der Materie” oder als Produkt von Volumen und Dichte. Das ist zunachst eine Zir-
keldefinition und keine Messvorschrift. Sie erhilt einen Sinn, wenn man bedenkt, dass vom
atomistischen Standpunkt aus jeder K&rper aus einer bestimmten Anzahl gleichartiger Ele-
mentarteilchen aufgebaut ist. Die Masse ist dann proportional zu dieser Anzahl. Je groBer die
Masse m eines Korpers ist, desto kleiner fallt die durch die gegebene Einwirkung F erzeugte
Geschwindigkeitsanderung aus. Es gilt also

d, . d_, =
a(mv)—@p—F. (2.2)

U=

(2.1)

Mit der BewegungsgréBe mv = p, die als “Impuls”, “Linearimpuls” oder “linearer Impuls”
bezeichnet wird, lautet dann das fiir die Newtonsche Mechanik grundlegende Kraftwirkungs-
gesetz, die dynamische Grundgleichung:

LEX Il: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft pro-
portional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher
jene Kraft wirkt.
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2 Newtonsche Mechanik

Da nach Newton die Masse eines Korpers als invariante GroBe m = const. betrachtet wird,
kann man die Anderung des Linearimpulses durch die Beschleunigung @ ersetzen:

- dv d*7

F=m—=m— =ma 2.3

dt dat? ’ (23)

d.h. die Beschleunigung @ eines Massenpunktes ist der auf ihn einwirkenden Kraft direkt
proportional und fallt mit der Richtung der Kraft zusammen.
Die auf den K&rper von den umgebenden Objekten ausgeiibte Kraft kann nur von seinem re-
lativen Ort 7 und seiner relativen Geschwindigkeit ¥ in Bezug auf diese Umgebung abhingen,
da der leere Raum einerseits homogen ist und andererseits nicht selbst auf den Kérper ein-

wirken kann. Es gilt daher
r S dr
— =F|7r—,t] . 2.4
m ( " ) (2.4

Wenn also der Ort 7 und die Geschwindigkeit U eines Kdrpers zu einem Zeitpunkt t ge-
geben sind, folgt daraus zwangsliufig zunichst die Anderung A% der Geschwindigkeit und
damit die Anderung A7 des Ortes im Zeitintervall At. Damit sind Ort und Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t + At gegeben. Dieses Verfahren kann unbegrenzt fortgesetzt werden. Die
Bahn #(t) ist also durch die kausale Wechselwirkung F' und die Anfangswerte 7% und
fiir alle Zeiten eindeutig festgelegt, determiniert. Die Bewegungsgleichung hat eine vollig
andere Bedeutung als etwa das Ohmsche Gesetz U = RI. Es handelt sich nicht um eine
iberpriifbare Beziehung zwischen zwei messbaren physikalischen GroBen, sondern um eine
gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung mit Randbedingungen, der die gesuchte Bahn
7(t) bei gegebener Wechselwirkung geniigen muss. Sie ist also auch nicht etwa eine bloBe
Definitionsgleichung fiir F'. Die Unschirfe des Begriffs “Kraft”, die noch dadurch verstarkt
wird, dass dieses Wort umgangssprachlich in sehr verschiedener Bedeutung gebraucht wird
(Muskelkraft, Ausdruckskraft, Manneskraft, Atomkraft usw.), spielt zwar bei der Anwen-
dung der Bewegungsgleichung in konkreten Situationen keine Rolle, hat aber langwierige
methodische und philosophische Diskussionen ausgelost. In der Lagrange- und Hamilton-
Formulierung der Mechanik wird der Begriff der Wechselwirkungskraft deshalb ersetzt durch
den prazisen Begriff der Wechselwirkungsenergie.

2.2.3 Das Wechselwirkungsgesetz

Uber die Natur der auf einen Kérper einwirkenden Objekte wurde bisher keine Annahme ge-
macht. Entsprechend dem Newtonschen Weltbild muss es sich dabei natiirlich um Aggregate
von Massenpunkten handeln. Das einfachste physikalische System, in dem eine Einwirkung
stattfindet, besteht daher aus zwei Korpern mit den Massen m; und mo. Wenn der Korper
2 auf den Korper 1 eine Kraft ﬁlg ausiibt:

d*m -
—— = Fia, 2.5
s 12 (2.5)
muss aus Symmetriegriinden auch gelten
S
—— = Fy . 2.6
M2 21 (2.6)
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2.2 Die Newtonschen Axiome

Newton postuliert daher als drittes Axiom das Wechselwirkungsgesetz “actio = reactio”:
LEX Ill: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier
Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzer Richtung.

Dieses Reaktionsprinzip “actio = reactio” fiihrt im vorliegenden Fall zu

Fio = —Fy . (2.7)
Mit dem 2. Axiom folgt dann
d d
%151 = mid; = —aﬁz = —mads , (2.8)
also |C_L,—1| = 7z (2.9)
|da| mq

Spezifiziert man my als Einheitsmasse und misst man das Verhiltnis der Beschleunigungen,
so lasst sich damit die Masse mo des Korpers 2 bestimmen. Fiir diese Messung ben&tigt man
Uhren und Messbander und man muss ein geeignetes Koordinatensystem auswahlen.

2.2.4 Das Aquivalenzprinzip

Haufig geschieht die Massenbestimmung durch Wiegen: In der durch das Gravitationsfeld
ausgeliibten Beschleunigung g ist das Gewicht

-

W = m.gq , (2.10)
gerade gleich der auf den Koérper wirkenden Kraft
F=ma. (2.11)

Gem3B des Aquivalenz-Prinzips ms = m; wird nun angenommen, dass die “schwere” Masse
ms in Gleichung (2.10) exakt gleich ist zur “tragen” Masse m; im Kraftgesetz (2.11).

Die trage Masse (Inertialmasse) m; ist gerade die Masse, die die Beschleunigung eines
Korpers bei Wirkung einer gegebenen Kraft bestimmt. Die schwere Masse (Gravitations-
masse) mg ist die Masse, die in das Gravitationsgesetz (2.10) eingeht, oder allgemeiner
die Masse, die die Gravitationskrafte zwischen verschiedenen Korpern bestimmt. Bisherige
Experimente (Galilei, Newton, Eo6tvds, Dicke u. a.) bestatigen das Aquivalenzprinzip zur
Gleichheit von triger und schwerer Masse mit einer Genauigkeit von 10712, Die européische
Weltraumorganisation ESA wird mit dem Satellitenexperiment ST E P das Aquivalenzprinzip
mit weit hoherer Genauigkeit tiberpriifen.

2.2.5 Das Superpositionsprinzip der Kraftwirkungen

Die Uberlegungen zum Wechselwirkungsgesetz von zwei Kérpern lassen sich ohne Anderung
auf den Fall von N wechselwirkenden Massenpunkten iibertragen. Es muss dann gelten:

Fij, = —Fp . (2.12)
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2 Newtonsche Mechanik

Bei mehr als zwei Kérpern entsteht das Problem der Uberlagerung von mehreren gleichzeiti-
gen Einwirkungen auf einen Massenpunkt. Dass die Krafte Vektoren im physikalischen Sinn,
also gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems im Raum invariante GroBen (siehe Kap.
1.6) mit Richtung und Betrag sind, bedeutet nicht notwendig, dass sie auch einen linearen
Vektorraum im mathematischen Sinn bilden. Ein Gegenbeispiel liefert die Darstellung durch
“Drehvektoren”, deren Richtung mit der Drehachse iibereinstimmt und deren Betrag gleich
dem Tangens des halben Drehwinkels ist, die wir spater (Kap. 6.1) noch ausfiihrlich be-
trachten werden. Da diese Drehungen, auBer fiir infinitesimale Drehwinkel nicht miteinander
kommutieren, erhdlt man den Drehvektor einer zusammengesetzten Drehung im Allgemeinen
nicht durch Vektoraddition (Parallelogrammkonstruktion) aus den Drehvektoren der beiden
Teildrehungen. In entsprechender Weise kdnnten sich auch Krafte bei der Zusammensetzung
gegenseitig beeinflussen. Die Bewegung unter dem Einfluss der resultierenden Kraft miiss-
te nicht notwendig durch lineare Zusammensetzung der beiden Teilbewegungen entstehen.
Nach Aristoteles storen sich sogar verschiedene Bewegungen grundsatzlich; ein Kérper kann
daher in jedem Augenblick nicht mehr als eine Bewegung ausfiihren. Von gleicher Bedeutung
wie die ersten drei Axiome ist deshalb Newtons Zusatz zu den Bewegungssatzen:
LEX IV: Wirken auf einen Koérper zwei Krifte gleichzeitig, so setzen sie sich zur
Diagonale des Parallelogramms zusammen.
Gem3B dieses Superpositionsprinzips der Kraftwirkungen (oder Prinzip der ungestérten Uber-
lagerung) erzeugen Teilkrifte also unabhingige Teilbewegungen. Umgekehrt kann eine Kraft
in beliebiger Weise in Komponenten zerlegt werden.
Fiir ein System von N Massenpunkten lauten die Bewegungsgleichungen dann
d*7; 2 oo o :
mis zgﬂj(ri—rj,vi—vj,t) , i=1,...,N. (2.13)
JF

Das ist ein System von 3N gekoppelten (simultanen) gewohnlichen Differentialgleichungen
2. Ordnung. Mit den Anfangsbedingungen

ergeben sich daraus nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz die vollstandig determinierten
Bahnen
’Fi:’F’(’F’io,...,ﬁN,ﬁio,...,UiN,t) . (2.14)

Wenn man sich auf den extremen Standpunkt des Demokrit ( “Wirklich sind nur Atome und
Leeres") stellt, dass die Welt ausschlieBlich aus einer sehr groBen Anzahl wechselwirkender
Massenpunkte aufgebaut ist, liefe das Geschehen in der Welt also wie ein Uhrwerk ab (me-
chanistisches Weltbild) und lieBe zum Beispiel die Existenz eines freien Willens nicht zu.
Die einzige, allerdings recht umfangreiche Aufgabe der Mechanik ware dann die Integration
dieses riesigen Systems von Differentialgleichungen.

Eine solche Behandlung der Welt als Ganzes ist natiirlich unmdoglich. Man zerlegt sie daher
in einen Teil, fiir den man sich im Wesentlichen interessiert, das physikalische System, und
den Rest, die Umgebung. Wenn zwischen beiden keine Wechselwirkung besteht, nennt man
das System abgeschlossen. Seine zeitliche Entwicklung verlduft dann genauso, als ob es sich
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2.2 Die Newtonschen Axiome

allein im leeren Raum befande. Exakt ist dieser Fall natiirlich nie realisiert. Wenn die Wech-
selwirkung mit der Umgebung nicht vernachlassigbar ist, kann man versuchen, das System
durch Hinzunahme derjenigen Massenpunkte der Umgebung, mit denen es wechselwirkt, zu
erweitern, aber auch dieses Verfahren ist nie exakt moglich und fiihrt zudem im Allgemeinen
zu einer wesentlichen Komplizierung. Haufig ist zwar eine erhebliche Einwirkung der Umge-
bung auf das System vorhanden, wahrend die Riickwirkung des Systems auf die Umgebung
vernachl3ssigt werden kann. Fiir das betrachtete System ist der umgebende Raum dann im
Allgemeinen weder homogen noch isotrop und, da die Vorgange in der Umgebung von ihm
unbeeinflusst ablaufen, die Zeit nicht mehr homogen. Die Bewegungsgleichungen nehmen
dann die Form an:

d*7; = L =(e) 1> -
7”I’L1W2z = ZF” (’I“i — 75,0 — Uj,t) + F‘i(e) (T‘Z', Ui,t) . (215)
j#i

Hier stellen die F’i(e) die einseitige Wechselwirkung mit der Umgebung (duBere Krifte) dar.

2.2.6 Anmerkungen

Zunichst ist sofort einsichtig, dass das 1. Axiom als Spezialfall des 2. Axioms aufgefasst
werden kann. Wenn F = 0 ist, dann ist m% =const. und weil m unabhingig von ¥ ist, folgt
¥ =const.

Hinsichtlich der Annahmen von Newton iiber

a) die Existenz der absoluten Zeit,

b) die Existenz des absoluten Raumes,

c) der Unabhingigkeit der Masse von der Geschwindigkeit und

(a)
(b)
(c)
(d) der Aussage, dass die Masse eines abgeschlossenen Systems von Kérpern unabhingig
ist von den in diesem System ablaufenden Prozessen gleich welcher Art, ist anzumerken,
dass diese nach der heutigen Physik insbesondere bei hohen Geschwindigkeiten von der
GroBenordnung der Lichtgeschwindigkeit und bei atomaren Prozessen zu modifizieren

sind.

Die spezielle Relativitatstheorie von Einstein (Kap. 7) modifiziert die Annahmen (a)—(c), ins-
besondere verliert die Zeit ihren absoluten Charakter und wird bei der Lorentz-Transformation
in gleicher Weise wie die Raumkoordinaten behandelt. Inelastische KernstoBe wie p + p —
p+p+ 7T+ 7 + 70 verletzen Annahme (d) iiber die Unabhingigkeit der Masse im suba-
tomaren Bereich.

Wir schlieBen hier mit der Bemerkung, dass die Newtonsche Mechanik begrifflich nicht ein-
fach ist. Der Kosmologe Hermann Bondi hat hierzu treffend formuliert: “Einstein’s contri-
bution has a name for being difficult, but this is quite wrong. Einstein’s contribution is very
easy to understand, but unfortunately it rests on the theories of Galilei and Newton which
are very difficult to understand.”
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2 Newtonsche Mechanik

2.3 Grundbegriffe der Mechanik

2.3.1 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Nach dem Tragheitsprinzip zeichnen sich Koordinatensysteme im absolut leeren Raum da-
durch aus, dass sich in Bezug auf sie wechselwirkungsfreie Kérper geradlinig-gleichférmig
bewegen. Das ist aber auch der Fall beziiglich Systemen, die sich gegeniiber dem absoluten
Raum mit konstanter Geschwindigkeit V = const. bewegen. Auch in ihnen gilt also das
Tragheitsgesetz; sie heiBen daher Inertialsysteme.

Da auBerdem Wechselwirkungen zwischen K&rpern nur von ihren relativen Positionen und
Geschwindigkeiten abhdngen konnen, fiihrt die Galilei- Transformation

F=FH-Vt, "=t (2.16)

auf ein anderes, mit der konstanten Geschwindigkeit 1% bewegtes, Inertialsystem zu keiner
Anderung der Form der Bewegungsgleichungen eines abgeschlossenen Systems. Gehen wir
von der dynamischen Grundgleichung (2.13)

47 D e o o
mi sy = > Fiyj (Fi — 7%, 0 — U, 1)
J#i

mittels der Transformationsgleichung (2.16) auf das bewegte Inertialsystem iiber, so folgt
mit

. d , d, = _ =
v = %ri—ﬁrz—v—z V
dass a°r; = —er_;k
a2 di2’

so dass die dynamische Grundgleichung im bewegten System dieselbe Form

27 »
E WL ESRY 217
JF1

annimmt. Die dynamische Grundgleichung ist also invariant bei Galilei-Transformation zwi-
schen Inertialsystemen. Kein Experiment gibt daher Aufschluss iiber die verschiedenen Koor-
dinatensysteme, die aus den Galilei-Transformationen hervorgehen. Inertialsysteme sind also
im Rahmen der Newtonschen Mechanik grundsatzlich ununterscheidbar und das urspriingli-
che Newtonsche Konzept eines absoluten Raumes verliert damit seinen physikalischen Sinn.
In der vierdimensionalen Raumzeit der Ereignisse (7, ¢) wird durch die Galilei-Transformation
(2.16) der Raum relativiert, wihrend die Zeit absolut bleibt (Galilei-Relativitat). Im Gegensatz
dazu behalten in der speziellen Relativitatstheorie Einsteins zwar die Inertialsysteme ihre
Sonderrolle bei, aber die Zeit verliert ihren absoluten Charakter und wird bei der Lorentz-
Transformation ebenso wie die Raumkoordinaten behandelt (siehe Kap. 7.1).
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2.3.2 Arbeit

Wenn eine Kraft F' die Verschiebung eines Massenpunktes um ein Wegelement d7 hervorruft,
so nennen wir das Skalarprodukt

AW = F - dF = ‘ﬁ‘ ’dr?‘ cos (ﬁ dF) , (2.18)
die von der Kraft F geleistete differentielle Arbeit. Die Arbeit hat die Einheit erg=g cm? s—2

im cgs-System und Newtonmeter Nm=kg m? s~2 im MKS-System; offensichtlich entspricht
INm=107 erg.

2
P2
dr
Pl

Abbildung 2.1: Zur Illustration des Begriffs der Arbeit

Die gesamte Arbeit W entlang eines Wegs P; P> zwischen zwei Punkten P; und P ist dann
durch das Integral

— P2 —
W:/F-dF:/ F-dr (2.19)
C Py
gegeben.

2.3.3 Kinetische Energie

Multiplizieren wir die dynamische Grundgleichung (2.2) in der Form

mr = F (2.20)
skalar mit d7 = Fdt, so folgt
F - di = mF- Fdt = %% (772> dt = % <;mv2> dt . (2.21)
Wir definieren deshalb die kinetische Energie des Massenpunktes
T = Fyin = %mv2 . (2.22)
Gleichung (2.21) schreibt sich dann mit Gleichung (2.18) zu
dI = F-di =dW (2.23)
oder W= /PPQF-dF:T(Pg) _T(P) . (2.24)
!
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2 Newtonsche Mechanik

Offensichtlich erhoht sich die kinetische Energie um die von auBen am Massenpunkt geleistete
Arbeit.

2.3.4 Konservative Krafte

Ein Kraftfeld F heisst konservativ, wenn es sich als Gradient eines Potentials
F = — grad V(z,y,2) (2.25)

darstellen lasst. Aufgrund der Beziehung (1.116), rot grad V = 0, ist die Definition (2.25)
dquivalent zur Forderung -
rot ' =0. (2.26)

In diesem Fall erhalten wir fiir das Wegintegral in Gleichung (2.24)

P2 R P2
/ F.dr = —/ grad V - dr
P1 Pl

Py .
- | vv.a
Py

— —/P2dV:—(V(P2)—V(P1)>:_(VQ—VI) ; (2.27)
P

wobei wir Gleichung (1.87) fiir das totale Differential benutzt haben. Das Integral (2.19)
zur Berechnung der Arbeit ist in diesem Fall unabhangig vom Integrationsweg und durch die
Differenz des Potentials an den Endpunkten gegeben:

W=V -V. (2.28)

V(z,y,z) wird potentielle Energie, skalares Potential, oder kurz Potential genannt.
Kombiniert man die Gleichungen (2.28) und (2.24) so erhilt man den Energiesatz

Ty + Vo =T, + Vi = E = const. (2.29)

fiir konservative Kréfte, wobei E die Gesamtenergie bezeichnet.

2.3.5 Zentralkrafte

Eine wichtige Gruppe von konservativen Kraftfeldern sind Zentralkrdfte, die von einem Zen-
trum aus stets in radialer Richtung wirken:

F(i= 5" (2.30)

wobei 7 = |7] und f(r) eine beliebige Funktion des Abstands r ist.
In diesem Fall ergibt sich die potentielle Energie nach (2.27) durch das Wegintegral entlang
eines beliebigen Wegs s zu

P P pds (P
Vi) = [ Feas= [Cro=E = [ = pe) - sy s
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Fir die elastische Kraft

F = kii=kr-
T k 2 _ .2
folgt speziell Vir) = / dr kr = w . (2.32)
7o
Fiir die Gravitationskraft .
- T
F= GMmr—3 (2.33)
folgt fiir das Potential
" 9 1 1
V(ir)=—-GMm | drr—==GMm|-——| . (2.34)
0 T To

2.3.6 Drehimpuls und Drehmoment

Mit Hilfe des Ortsvektors 7 definieren wir beziiglich jedes festen Punktes den Drehimpuls

L

Fx §=Fx mi (2.35)

und das Drehmoment
D=7FxF. (2.36)

Fiir die zeitliche Ableitung des Drehimpulses folgt dann

-

L dL d
dfx"—i— _,Xdﬁ
= m— XU+mrx —
dt dt
= MUXU+mIXr=mrxr. (2.37)

Bilden wir das Kreuzprodukt des Ortsvektors 7 mit der dynamischen Grundgleichung (2.20),
so folgt

Fx(mazfxﬁzﬁ, (2.38)

und unter Verwendung von (2.37) ergibt sich sofort der Drehimpulssatz

L=D, (2.39)

dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses am Ort 7 durch das dortige Drehmoment D
bestimmt ist.
Fiir Zentralkrifte ist speziell D = 0, weil das Kraftfeld F' || 7 parallel zu # wirkt. Nach
dem Drehimpulssatz (2.39) folgt dann sofort die zeitliche Konstanz des Drehimpulses fiir
Zentralkrafte:

=

L = const. . (2.40)
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2 Newtonsche Mechanik

Der Drehimpuls L und das Drehmoment D hdngen von der Wahl des Bezugspunkts 7 ab.
Verschiebt man diesen von 7 zu 7+ 1, so erhalten wir fiir den Drehimpuls bezogen auf den
neuen Punkt

L= (F+a) < m(7+ ﬁ) . (2.41)

Speziell bei der Transformation in ein anderes Inertialsystem, die einer Verschiebung mit
it = 0 entspricht, folgt aus Gleichung (2.41)

AL dr, 4y o ('*+ '*)+(“+ @) % mr
7 pTRET m |7+ U ¥+ U) X mr
= m [?x Fh 7X@+ x 7+ X ﬁ} +m(F+a) X7,
Die eckige Klammer ergibt keinen Beitrag, weil der erste und der vierte Term verschwinden
und der dritte Term wegen der Antisymmetrie des Kreuzprodukts

(d X 7= —F X ﬁ')
gerade gleich dem negativen Wert des zweiten Terms ist. Man erhilt also

dL’ I
E:m(r—i—u)xr:——i-mu

dt X T (2.42)

Fiihren wir das Drehmoment ebenfalls bezogen auf den neuen Punkt 7+ @ als

=/

D =(F+@)x F=FxF4+dxF=D+mixr, (2.43)
so schreibt sich Gleichung (2.42) als

dll -
= _D. 2.44
o (2.44)

Der Drehimpulssatz gilt also fiir jeden beliebigen inertialen Bezugspunkt, oder anders aus-
gedriickt, der Drehimpulssatz ist invariant gegeniiber der Galilei-Transformation zwischen
Inertialsystemen.

2.3.7 Zusammenfassung: Erhaltungssatze fiir einen Massenpunkt

Fassen wir die in diesem Abschnitt gewonnenen Erhaltungssitze fiir die Bewegung eines
Massenpunktes in einem abgeschlossenen System zusammen:

(a) Fiir konservative Krifte ( rot F' = 0) ist die Gesamtenergie E = T + V erhalten.
(b) Fiir Zentralkrifte (7 x E = 0) ist der Drehimpuls L = 7 x 7 erhalten.

(c) GemaB des Tragheitsgesetzes ist bei verschwindender Kraft o 0) der lineare Impuls
P = mu erhalten.
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2.4 Integration der Bewegungsgleichungen

2.4 Integration der Bewegungsgleichungen

Ein allgemeines Verfahren zur Losung (Integration) der Bewegungsgleichungen eines Sys-
tems von Massenpunkten existiert nicht. Das gilt auch fiir den Sonderfall eines abgeschlos-
senen (}3(6) = 0) Systems, bei dem die Wechselwirkungen nur von den relativen Abstanden
abh&ngen, das sogenannte N-Korper-Problem. GemaB (2.15) gilt

d27:’, . . r—
mi—y =Y fij (17 = 7)) 7’7% = Fj—| - (2.45)

J#i
Fiir N = 1 ist seine Lésung trivial und folgt schon aus LEX I: #(t) = 7 + vt.
Die Losung des Zweikorperproblems (N = 2) ist das erste und wichtigste Beispiel der
Newton-Mechanik und bildet einen wesentlichen Teil der “Principia”. Da es sich aber beson-
ders einfach in spharischen Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten) darstellen lasst, wird seine
Behandlung auf Kapitel 4 verschoben.
Das Dreikdrperproblem (N = 3) war der Anlass vieler Untersuchungen, die wesentlich zur
Entwicklung der theoretischen Mechanik beitrugen. Zu seiner analytischen Lésung sind min-
destens 16 unabhidngige Bewegungsintegrale erforderlich, von denen 10 aus den Symmetrie-
eigenschaften von Raum und Zeit folgen. Nach Vorarbeiten von Lagrange und Poincare hat
Bruns aber gezeigt, dass im allgemeinen Fall keine weiteren Bewegungsintegrale in analyti-
scher Form existieren. In diesem Sinn ist das Dreikdrperproblem also unlésbar.
Wir betrachten jetzt das nichtabgeschlossene Einkorperproblem

d*r

Es handelt sich also um ein System von drei gekoppelten gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung. Seine Ldsung erfordert in der Regel die Separation in drei unabhingige
Gleichungen fiir z(t), y(t) und z(t). Diese ist immer moglich fiir ein lineares System

&7 d7 ;
mﬁg = oz(t)d—:; + BT+ F(L) . (2.47)

Fiir ein zeitabhingiges homogenes Kraftfeld (a(t) = ((t) = 0) folgt zum Beispiel durch
Integration der Bewegungsgleichung

t
mi — miy = / dt’F(t’) : (2.48)
0

d.h. die Anderung des Impulses ist gleich dem KraftstoB. Durch weitere Integration von (2.48)
ergibt sich
I Ly
F(t) = 7o + ot + / dt*/ dt' F (t ) . (2.49)
mJo 0
Das Problem ist damit auf Quadraturen zuriickgefiihrt und insofern geldst.

Wenn die Separation moglich ist, fiihrt sie auf drei Bewegungsgleichungen fiir jeweils ein
eindimensionales System, deren erste lautet

mi = F(x,2,t) , (2.50)
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2 Newtonsche Mechanik

mit den Anfangsbedingungen z(0) = z¢ und ©(0) = o zur Zeit t = 0.
Ein generelles Losungsverfahren fiir diese allgemeinste Form der gewdhnlichen Differential-
gleichung 2. Art gibt es nicht. Wir untersuchen deshalb Sonderfille.

2.4.1 Zeitabhdngiges Kraftfeld F' = F(t)

Der Fall eines rein zeitabhingigen oder konstanten Kraftfeldes wurde schon in Gleichung
(2.49) behandelt.
Im Beispiel einer konstanten Kraft F' = mg ergibt sich sofort die Lésung

1
x(t) = §9t2 + Zot + g - (2.51)

2.4.2 Geschwindigkeitsabhingiges Kraftfeld F' = f(i) = f(v)

Im Fall einer geschwindigkeitsabhangigen Kraft ist die Bewegungsgleichung eine Differenti-
algleichung 1. Ordnung fiir v(t):
dv 1

i Ef(”) )
die sich durch Trennung der Variablen I6sen l3sst:
td Lot ot
”:/dt:. (2.52)
i f(0)  m Jo m
Durch Auflésen nach & ergibt sich
dx
D 0T sy
und dann durch weitere Integration nach der Zeit
t / /
2(t) = o + / dt'G <3’co,t ) . (2.53)
0
Dies illustrieren wir am Beispiel einer Kraft F' = —av?, wobei a =const. In diesem Fall lautet

die Gleichung (2.52)

a /idu 1 1
—t=— 72:7_.7-
m 0 U T X0

0

o _fa, 177
dt_ m 550

und die nochmalige Integration iiber die Zeit ergibt die Losung

Das Auflosen nach % fihrt auf

2(t) = 20+ —1In {1 + ga‘cot] .
a m
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2.4 Integration der Bewegungsgleichungen

2.4.3 Konservatives Kraftfeld ' = f(z)

Jedes rein ortsabhangige Kraftfeld f(x) ist ein konservatives Kraftfeld (2.25), da wir es als

Gradient
_dV(z)

dx

flz) =
des Potentialfeldes .
V(z) = —/ dz' f (x/) (2.54)
0
darstellen konnen.
Multiplizieren wir die Bewegungsgleichung mit &, so folgt

m d

mid = o (i) = f(z)i = f(z)— .

Durch Integration iiber die Zeit folgt mit (2.54)

m o M 9

o
oder %02 +V(z) = %v% + V (z9) = E = const. (2.55)

der Energiesatz (2.29) fiir dieses spezielle konservative Kraftfeld. Die Summe aus kinetischer
und potentieller Energie ist also ein Bewegungsintegral bzw. eine ErhaltungsgroBe.
Durch Auflésen von Gleichung (2.55) nach v erhalten wir

2B v)

V= — =
dt m

und daraus durch Trennung der Variablen

B z ds

Das Problem I3sst sich also auf Quadraturen (Integrale) zuriickfiihren und ist damit vollstandig
gelost.

Unabhangig von der speziellen Form des konservativen Kraftfeldes f(z) oder des Potential-
verlaufs V (x) lassen sich aus den Losungen (2.55)—(2.56) allgemeine Aussagen zur Bewe-
gungsform ableiten, insbesondere lassen sich Bedingungen fiir eine oszillierende Bewegung
aufstellen. Jedes Teilchen im Potentialfeld V' (x) beginnt seine Bewegung am Ort 2y mit der
Geschwindigkeit @:

(2.56)

1. Damit es zu diesem Ort zuriickkehrt, muss sich die Geschwindigkeit an irgendeinem
anderen Punkt U; (sog. Umkehrpunkt) umkehren, d.h. dort gilt £y, = 0. Es durchlauft
dann den Anfangspunkt mit entgegengesetzter Geschwindigkeit und damit es nach dem
Durchlaufen wieder an den Anfangspunkt zuriickkehrt, braucht man einen zweiten
Umkehrpunkt Uz mit ebenfalls @1, = 0. Des Weiteren muss bei den Umkehrpunkten
die Kraft (dV/dx)y, v, # 0 nichtverschwindend sein.
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2 Newtonsche Mechanik

2. GemiaB Gleichung (2.55) gelten an den Umkehrpunkten wegen vy, = vy, = 0 die
Beziehungen

14 ($U1) = V(xUz) =FE. (2'57)

Existieren keine zwei Punkte, die die Gleichungen (2.57) erfiillen, so ist keine Schwingungs-
bewegung maoglich.

V

Abbildung 2.2: Bewegungsformen fiir drei Beispielpotentiale

Dieser Befund ldsst sich an den drei in Abb. 2.2 gezeigten Potentialbeispielen verdeutlichen.
Das in Teilabbildung 2.2 a gezeigte Potential hat ein Minimum V,,,;,,. Ist die Gesamtenergie
E = Ey < Vyn, gibt es keine oszillierende Bewegung. Fiir Werte E = Fy > V,;, existie-
ren zwei Umkehrpunkte, und man erhilt Schwingungsbewegungen mit Amplituden, die mit
wachsendem E ansteigen.

Das in Abb. 2.2 b illustrierte Potential hat bei xp die Barriere B. Ist die Gesamtenergie
E = E| < B, aber groBer als die Potentialminima, so ergeben sich Schwingungsbewegungen
auf beiden Seiten der Barriere. Ist £ = FE5 > B, so erstrecken sich die Schwingungen iiber
die gesamte Breite des Potentialtopfs. Im Fall E = B bleibt das Teilchen genau auf der
Potentialspitze liegen, aber infinitesimal kleine Anderungen machen die Bewegung wieder
oszillierend.

Das in Abb. 2.2 ¢ gezeigte Potential erlaubt oszillierende Bewegungen nur fiir Teilchen, die
links < xp von der Spitze liegen, wenn V,,,;, < E < B ist.

2.4.4 Harmonischer Oszillator F' = f(x)

Wir betrachten jetzt das spezielle eindimensionale Potential V (z) = 1/2k2? mit k > 0 des
harmonischen Oszillators, dass auf das riicktreibende Hookesche Kraftgesetz

av

F(x):—%—

—kx (2.58)

fuhrt.
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2.4 Integration der Bewegungsgleichungen

Dieses Kraftgesetz hat eine besondere Bedeutung in der Physik, da man komplizierte beliebige
Kraftfelder F'(z) oft durch Taylor-Entwicklung um einen Punkt z( entwickelt

dF z? (d*F
F(ZL’) ~ F (IL’()) +x <d$>z:x0 + ? <Cll‘2)m:x0 +... . (259)

Bei kleinen Auslenkungen |z — xg| < x¢ beriicksichtigt man nur den Term 1. Ordnung in
der Entwicklung, und nach Beriicksichtigung von F'(z) in einer erneuten Normierung ergibt
sich gerade das Hookesche Kraftgesetz

F(z)— F(x9) ~ —kx, mit k=-— <Cj£> e (2.60)

Als Anfangsbedingung benutzen wir, dass fiir £ = 0 das Teilchen an der Stelle a ruht & = v =
0 (siehe Abb. 2.3). Die riicktreibende Kraft (2.58) sorgt dann zunichst fiir die Bewegung
des Teilchens zum Punkt x = 0 hin.

V(x)

riicktreibende Krifte

& "%

Abbildung 2.3: Zum harmonischen Oszillator

Das Kraftgesetz (2.58) ist konservativ, da es sich als Ableitung des Potentials V (z) = 1/2kx?
darstellen lasst. Deshalb gilt der Energiesatz (2.55) oder (2.29) in der Form

k
T+V = %iQ + §IE2 = FE = const. . (2.61)

Aus der Anfangsbedingung erschlieBen wir

Tt=0)= 242 =0,
2
so dass die Gesamtenergie E durch
E= gcﬂ (2.62)
gegeben ist. Der Energiesatz (2.61) reduziert sich dann auf
m (dx\> k, o 9
0 <dt> = (@ -2)
d k
oder dif = /(a2 —a?) (2.63)
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2 Newtonsche Mechanik

Wahlen wir das positive Vorzeichen der Quadratwurzel und integrieren wir iiber die Zeit, so
erhalten wir mit der Integrationskonstanten c;

k
—t4+cy.
m

/x ds B
N

Die Substitution s = ay fiihrt auf

a dy B (T k
/ \/17_7 = arcsin (a) = \/;t +cy . (264)

Nutzen wir die zweite Anfangsbedingung z(t = 0) = a aus, so folgt fiir den Wert der

Integrationskonstanten
T

¢1 = arcsin(1) = 5

und die allgemeine Lésung der Bewegungsgleichung lautet

T T k
in({—) =— —t. 2.
arcsin (a) 5 + o ( 65)

Bilden wir den sin dieser Gleichung, so folgt

. [ . <x(t))] z(t) <7r k )
sin |arcsin | —= = —~=sin|—-++4/—t
a a 2 m
.o [k T . |k [k
= sin—cos{/ —t+cos—sin{/ —t =cos4/ —t
2 m 2 m m
k 27t
d t) = —t = t = —_—. 2.
oder x(t) acosw/m a cosw a cos T (2.66)

Das Teilchen fiihrt eine periodische Schwingungsbewegung mit der Frequenz

o [k

w = 21Y

T m

aus. Diese Frequenz wird oftmals als Federkonstante bezeichnet.

2.4.5 Senkrechter Wurf im Schwerefeld ohne Reibung

Wir untersuchen jetzt die Bewegungsgleichung im Kraftfeld

_GM,

Fg=—-mgé;, mit g=-——3°=981ms 2. (2.67)
RE

In diesem Fall reduziert sich die dynamische Grundgleichung (2.3) auf

mZés = —mges , (2.68)
also auf Z(t) = —g. (2.69)
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2.4 Integration der Bewegungsgleichungen

Mit den Anfangsbedingungen z(t = 0) = 0 und 2(t = 0) = Vi > O fiir den senkrechten
Waurf nach oben, ergeben die Integrationen von Gleichung (2.69) nach der Zeit

A = o(t) = Vo — gt 2(t) = Vit — %th . (2.70)

Bezeichnet T' die Steigzeit bis zum Umkehrpunkt 2(7") = 0, so ergibt sich aus Gleichung
(2.70a) diese zu T' = V/g. GemaB Gleichung (2.70b) berechnet man die maximale Steighdhe
h dann zu

W 1w _ 1V
g9 29 2y
Driickt man gemaB (2.70a) die Zeit t = (Vo —v)/g durch die Geschwindigkeit aus und setzt
dies in Gleichung (2.70b) ein, so folgt

h=2T) = VT — %TQ = (2.71)

_ 1 o] Vi—v? v?
Z(t)—%[m/o(vo—v)—(‘/o—v)}— e T (2.72)

oder der Zusammenhang
v(z) =v2g9(h—2) . (2.73)

2.4.6 Schiefer Wurf im Schwerefeld ohne Reibung

Im Unterschied zum gerade behandelten Fall des senkrechten Wurfs untersuchen wir jetzt
den schragen Wurf, d.h. die Anfangsgeschwindigkeit hat zwei Komponenten gemiR

F(t =0) =y = Vp (cosaé + sinads) , Vo >0, (2.74)

wobei a den Abwurfwinkel bezeichnet (siehe Abb. 2.4). Im Fall & = /2 ergibt sich gerade
wieder der Fall des senkrechten Wurfs.

z

<
b N

ol

DV | T
<

Abbildung 2.4: Schriager Wurf
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2 Newtonsche Mechanik

Die dynamische Bewegungsgleichung ist wieder durch Gleichung (2.68) gegeben

miés = —mges,
dv
d — = —gé3. 2.
oder 7 g€ (2.75)

Die Integration dieser Gleichung fiihrt sofort auf
U(t) = —gtes + Co ,
mit dem zeitlich konstanten Vektor ¢>. Aus der Anfangsbedingung (2.74) erschlieBt man

Gy = o= Vy(cosaéy+sinaes) ,
so dass (t) = (Vosina — gt)és + Vjcosaes . (2.76)

Die Steigzeit T ergibt sich aus der Bedingung 4(t = T)-é3 = 0 zu T = Vysina/g.
Durch nochmalige Integration von Gleichung (2.76) ergibt sich mit der Anfangsbedingung
7(t = 0) = 0 die Lésung der Bewegungsgleichung zu

7(t) = (0,y(t),2(t)) = | Vo (sina) t — gt2 és + Vo(cos a)téy . (2.77)

Aus der Gleichung fiir die y-Komponente der Bewegung

y(t) = tVycosa
Yy
folgt t = :
g Vo cos

Eingesetzt in die Gleichung fiir die z-Komponente der Bewegung folgt die Parabelgleichung

2
z(t) = Vp(sina)t — th = y(t) tana — % <V0yc((t)ia> (2.78)

fir den Zusammenhang z = z(y), der in Abb. 2.5 illustriert ist.

Z
z=12(y)
/\ y
y(T) y ()

Abbildung 2.5: Hohe-Weite-Verlauf beim schrigen Wurf
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2.5 Reibung

Die Wurfdauer ergibt sich aus der Bedingung z(tp) = 0 zu dem Doppelten der Steigzeit
tp = 2Vpsina/g = 2T. Die Wurfweite ist dann durch

2V02 sin o cos av _ VO2 sin 2a
g g

y(tp) =tpVpcosa = (2.79)

gegeben. Die maximale Wurfweite bei konstantem Vj wird fiir den Abwurfwinkel o = 7/4
erreicht, weil dann sin2a = 1 seinen maximalen Wert annimmt. Natiirlich gelten diese
Rechnungen nur bei Vernachlassigung der Luftreibung, die als ndchstes betrachtet wird.

2.5 Reibung

2.5.1 Empirische Reibungskrifte

Die Wechselwirkung eines bewegten Korpers mit seiner ruhenden Umgebung fiihrt zur Ab-
bremsung des Korpers. Die Reibungskréafte sind stets der Bewegungsrichtung entgegengesetzt
und nicht konservativ, so dass der Energiesatz (2.29) nicht gilt. Die kinetische Energie des
Korpers wird in Warme des Umgebungsmediums umgesetzt.

Fiir die Reibungskrafte bei Geschossen in zdhen Medien macht man den allgemeinen Ansatz
einer Geschwindigkeitsabhangigkeit

<y

Fr=—F(v)— (2.80)
v
und bestimmt die Proportionalitatsfunktion F'(v) empirisch. Als Anndherung verstehen sich

die Falle der

(a) Stokesschen Reibung
Fr=-037, 8 = const. >0, (2.81)
die fiir schnell bewegte Geschosse in zdhen Medien gilt, und der

(b) Newtonschen Reibung

—

Fr=—yvv, ~y=const.>0, (2.82)
die fiir langsam bewegte Geschosse in zihen Medien gilt.

Bei der Reibung zwischen festen Kérpern unterscheidet man zwischen zwei Arten der Rei-
bung: Gleitreibung und Haftreibung.

In Abb. 2.6 driickt der bewegte (U # 6) Korper 1 mit der Kraftkomponente FL auf seine
Unterlage und die Gleitreibung

, |7
Fr=—py ‘FL( - (2.83)

ist proportional zu dieser Kraftkomponente. Der Wert des konstanten Gleitreibungskoeffizi-
enten y, hangt von den Materialen der Korper 1 und 2 ab.
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2 Newtonsche Mechanik

Abbildung 2.6: Zur Ilustration der Gleitreibung

Abbildung 2.7: Zur Illustration der Haftreibung

In Abb. 2.7 verharrt Kérper 1 in Ruhe (7 = 6), wenn die parallel angreifenden Krifte gerade
durch die Haftreibung kompensiert werden. Korper 1 bewegt sich nicht, solange

‘ﬁ“’ < un ’ﬁi (2.84)

I

wobei der konstante Haftreibungskoeffizient j;, wieder materialabhingig ist.

2.5.2 Schrager Wurf im Schwerefeld mit Reibung nach Stokes

Wir betrachten jetzt den Einfluss der Stokesschen Reibung auf den schrigen Wurf. Als
Anfangsbedingung benutzen wir wieder Gleichung (2.74). Mit Gleichung (2.81) lautet die
dynamische Bewegungsgleichung jetzt aber

mr = —[fF—mgés (2.85)

oder 7+ ﬁﬁ = —gés. (2.86)
m

Wegen (integrierender Faktor)

d - p
—/Bt/m = Bt/m e g
¢ dt [U(t)e } T
d
B = Bt/m| > Bt/m
folgt o [v(t)e } = —gése
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2.5 Reibung
und durch direkte Integration
U(t)eﬂt/m = —g€3 /t dsePs/™ 4 &g = —%eﬁt/mé’g + 3,
also i(t) = J%%+&€Wm. (2.87)

Mit der Anfangsbedingung (2.74) folgt

mg

o(t=0) = _F% + ¢35 =V (cos aéy + sin a€s)
also é = 9(t=0)+ %é’g = Vpcosaéy + <V0 sin o + n;g) €3 . (2.88)
Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung (2.87) ein, erhalten wir
u(t) = g = Vo cosae Pt/ma, 4 {_n;g + <Vo sin o + n;g) eﬁt/m] . (2.89)

Fiir groBe Zeiten t >> m/3 ist e /™ < 1 und der Geschwindigkeitsverlauf (2.89) lsst sich
gut durch

5G>Z>NJ?% (2.90)

approximieren, das dem senkrechten Fall mit der konstanten Geschwindigkeit (mg/[) ent-
spricht.
Durch nochmalige Integration von Gleichung (2.89) erhalten wir fiir den Ort

. L Vom —Bt/m— . - m m . m —Bt/m
r(t)za;—%cosae Btime, + & [—ﬁgt—ﬁ<%sma+ﬁg>e pt/ ] (2.91)

Aus der Anfangsbedingung 7(t = 0) = 0 folgt

L Vom . m( . 7w>q
W= ——cosaéy + — | Vpsina+ — | €3
p B B

und eingesetzt in Gleichung (2.91) ergibt sich als vollstdndige Losung

(0,y(2), 2(1))

=
—

~
~—

I

g B

Fiir die y-Komponente erhalten wir

n [mgt 4o (vo sina+ ”;9) (1- e—ﬁt/m)] G.o (29)

y(t) = Yom Ccos o (1 - e‘ﬂt/m> , (2.93)
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die fiir groBe Zeiten t > m/3 asymptotisch gegen die maximale Entfernung

m Vom
ylt> > — COs & 2.94
(>5) -5 29
konvergiert. GemaB Gleichung (2.93) erhalten wir fiir die Zeit
m By
t=——In|l—-— . 2.95
8 " [ m Vj cos oj (2.95)

Setzen wir dies in die z-Komponente der Bewegungsgleichung

2(t) = —%t + % (Vg sin o + ﬂ;g> <1 _ e—ﬁt/m>

ein, so folgt fiir die Bahngleichung

o8

m Vy cos o

2(y) = %m { } + <V0 sina + mg) L (2.96)

6 ) Vhcosa

Ubungsaufgabe:

(A2.5.1) Berechnen Sie die Bewegungsgleichung und die Bahnkurve fiir den schiefen Wurf
im Schwerefeld mit Newtonscher Reibung.
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3 Analytische Mechanik

3.1 Eingeschrankte Bewegung bei Zwangsbedingungen

Im vorherigen Kapitel wurde die Bewegung eines freien Massenkérpers unter dem Einfluss
duBerer Krafte untersucht. Sind dessen Bewegungsmoglichkeiten hingegen durch gewisse
Nebenbedingungen auf eine bestimmte Flache oder Linie beschrinkt, so spricht man von
"eingeschrankter” Bewegung. Es muss dann eine " Zwangskraft” auf den Korper vorliegen,
die ihn auf der vorgeschriebenen Bahn hilt.

3.1.1 Beispiel 1: Schiefe Ebene

Als erstes Beispiel der eingeschriankten Bewegung betrachten wir die in Abb. 3.1 skizzierte
schiefe Ebene.

R
&

-

ﬁ_
FG— -mge,

Abbildung 3.1: Beispiel: Eingeschrinkte Bewegung auf der schiefen Ebene

Die in z-Richtung einwirkende Schwerkraft mg = —mgés zerlegen wir in die Tangential- und
Senkrechtkomponenten Fy und F,. Gleichzeitig muss die schiefe Ebene auf den Massenpunkt
eine Kraft —F, ausiiben, damit sich der Massenpunkt entlang der schiefen Ebene bewegt.
Bei eingeschriankten Bewegungen unterscheiden wir zwischen:

1. AuBeren Kriften K, die durch Wechselwirkungskrafte (z.B. Gravitation, Feder-
krafte) bewirkt werden, und

2. Zwangskriften Z, die fiir die Zwangsbedingungen verantwortlich sind.
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3 Analytische Mechanik

Hier stellt sich oft die Schwierigkeit, dass wir die Zwangsbedingungen kennen (siehe schiefe
Ebene) und mathematisch formulieren kénnen, aber nicht die Zwangskrafte.
Hier behandeln wir zundchst Methoden

(a) zum Aufstellen der Bewegungsgleichung bei eingeschrankter Bewegung und
(b) zur Berechnung der Zwangskrifte aus vorgegebenen Zwangsbedingungen.

Dieses Vorgehen fiihrt zu den Lagrange-Gleichungen 1. Art.

Ist man an den Zwangskraften nicht interessiert, so eliminiert man sie durch Einfiihrung
geeigneter neuer Koordinaten. Dies fiihrt auf die Lagrange-Gleichungen 2. Art (siehe
z.B. Kap. 3.2 fiir das ebene Pendel).

Bei einfachen Problemen (wie der schiefen Ebene) kann man die eingeschriankte Bewegung
auch durch direkte Anwendung der Newtonschen Axiome l6sen. GemaB Abb. 3.1 gilt

r = Sscosc

und z = ssina,

wobei s die Koordinate entlang der schiefen Ebene bezeichnet. Aus der dynamischen Grund-
gleichung

mr = F (3.1)
und F, = —mgsina
folgen dann & = 8§cosa= —gsinacosa,

5 = sina=—gsin®a (3.2)

und durch zweimalige Integration die Losungen
. . g, .
z(t) = xo+ Tot — §t sinacos a
2(t) = 20+ 2ot — th sina . (3.3)

Bei komplizierteren eingeschréankten Bewegungen (z.B. Achterbahn) ist die direkte Losung
nicht moglich.

3.2 Beispiel 2: Das Pendel im Schwerefeld

Wir betrachten jetzt die Bewegung des Pendels im Schwerefeld: auf eine Masse m wirke die
Schwerkraft K und eine durch einen Faden der Lange [ ausgeiibte unbekannte Zwangskraft
Z (siehe Abb. 3.2).

Der Massenpunkt wird durch den Faden der Lange [ auf einer Kreisbahn gehalten, d.h. die
Zwangsbedingungen fiir die Bahn 7(t) = (x(t), y(¢), 2(t)) lauten:

2=0, 224+ =101%. (3.4)
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3.2 Beispiel 2: Das Pendel im Schwerefeld

Abbildung 3.2: Pendel im Schwerefeld

In der Bewegungsgleichung unterscheiden wir zwischen duBeren Kraften und Zwangskraften
und setzen an

mi=K+ 7 . (3.5)
Auf die Masse m wirkt die Schwerkraft K und eine durch den Faden ausgeiibte unbekannte
Zwangskraft Z. Die Zwangskraft Z in dieser Gleichung ist zunichst unbekannt, obwohl wir
die Zwangsbedingungen (3.4) kennen.
Die Zwangsbedingungen (3.4) kdnnen elegant eliminiert werden, wenn man den Winkel ¢ im
Bezug zur Ruhelage ¢ = 0 (siehe Abb. 3.2) als neue Koordinate benutzt. Die Bogenlange des
Pendels ist dann durch s = l¢ gegeben. Die durch die Gravitation in Richtung des Bogens

wirkende Riickstellkraftkomponente Fr = —mgsin ¢ ist konservativ, da sie als Ableitung
des Potentials V (¢) = mgl(1 — cos ¢) darstellbar ist:
av 1dV
fr=—=—-—=-— ing . :
» = I dé mg sin ¢ (3.6)

(Die Konstante mgl im Potential wird aus mathematischer Bequemlichkeit dazu addiert,
siehe unten (3.12).)
Die kinetische Energie des Pendels ist durch T'= m(i? + 3?)/2 gegeben. Mit (Abb. 3.2)

z = lsing, y=1lcos¢ (3.7)
ergibt sich i = l(cos@)p, o=—I(sing)o,
so dass T = %l%z = %éQ .

Die Gesamtenergie ist dann

E=T+V= %ZQQ'Q + mgl(1 — cos ¢) = const. (3.8)
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3 Analytische Mechanik

gemiB Gleichung (2.29) konstant. Multiplizieren wir diese Gleichung mit (1/mi?), so ergibt
sich die Bewegungsgleichung

Ll g _ i
§¢ + 7(1 —cos¢) = el (3.9)

Wir fiihren jetzt die dimensionslose Zeit

t
T= = (3.10)
Vi
ein. Damit reduziert sich die Bewegungsgleichung (3.9) auf die Form
1 @2+(1— qﬁ)—} @2+2m2?—E (3.11)
2 \dr S0 =9 \ar Mo TR '
mit Eq = E/(mgl), wobei wir die trigonometrische Beziehung
1 — cos ¢ = 2sin? g (3.12)
ausgenutzt haben. Aus Gleichung (3.11) folgt
& _ V2Eg (/1 — 2 sin? ¢ (3.13)
dr Eq 2

GemiB den allgemeinen Uberlegungen von Kap. 2.4.3 zur Existenz von Umkehrpunkten
(d¢/dr; = 0) der Bewegung in konservativen Kraftfeldern muss fiir Schwingungsbewegun-
gen der Wert von Eg < 2 sein.

Substituieren wir ¢ = 2arcsinY in Gleichung (3.13), so folgt mit

do_ 2 _ay
dr  /1_v2dr
fiir die Bewegungsgleichung
dy Ec 1/2
—= {(1 —-Y?) (2 - Y2>] : (3.14)
Offensichtlich mussen wir drei Falle untersuchen:
(a) Eg <2,
(b) Eg =2 und
(c) Eg > 2,

die wir getrennt betrachten. Dabei tauchen vollstindige elliptische Integrale auf, so dass wir
mit einem kurzen mathematischen Einschub beginnen.
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3.2 Beispiel 2: Das Pendel im Schwerefeld

3.2.1 Mathematischer Einschub: Elliptische Integrale und Elliptische
Funktionen

Wir kdnnen die trigonometrische Funktion y = sin © iiber das Integral

(3.15)

/oymdi*sz)ﬁ

definieren, denn das Integral auf der linken Seite (LHS) dieser Gleichung ist

4 ds
LHS = / ——— = arcsin(y) ,
0 V(1—s?)
so dass die Umkehrung dieser Gleichung gerade y = sin © ergibt. Bekanntlich hat die Sinus-
Funktion die Periode 7 = 27, d.h. sin(©+n) = sin ©. Wir kdnnen die Periode 1 auch ebenso
durch die Gleichung

n /l 4 arcsin(l) = — (3.16)
4 Jo /(1—s?) 2 .
festlegen.
Nun verallgemeinern wir die Gleichung (3.15). Sei
/ ds =u. (3.17)
0 VI—) (- K%

Im Fall K = 0 ergibt sich gerade wieder Gleichung (3.15). Fiir Werte von K # 0 nennen wir
die durch Gleichung (3.17) definierte Funktion

z= snu, (3.18)

deren Verhalten vom Wert von K abhidngt. Ganz analog zur Sinus-Funktion definieren wir
die Umkehrfunktion zu (3.18) mit z = sin ¢

sin ¢ ds

u="F,K)= | VI —2) (1 - K252

(3.19)

als unvollstindiges elliptisches Integral 1.Art. Ebenfalls analog zu (3.16) definieren wir die
Periode £ der sn -Funktion durch

1 s T
% N /0 V(- 52)d(1 ey r <5’ K> ’ (3:20)

was man als vollstdndiges elliptisches Integral 1. Art bezeichnet.
Die Substitution s = sin « iiberfiihrt Gleichung (3.19) in

¢
F(o, K) = / da . (3.21)
0 V1-—KZ2sin?a
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3 Analytische Mechanik

3.2.2 Schwingungsfall £, < 2
Setzen wir in der Bewegungsgleichung (3.14) Eg = 2K? und substituieren wir Y = Kz, so
erhalten wir

%
dr

- VI-K2) (KK,

oder

=7. (3.22)

/Z ds
0 /(1 —352)(1 - K2s2)

Gem3aB unserer mathematischen Betrachtung in Kap. 3.2.1 kdnnen wir dann die Ldsung
(3.22) auch als z = sn 7 schreiben, d.h.

Y(r) = Ksnr,

oder Y(t) = \/? sn ﬂt. (3.23)

Mit der Entwicklung
1

(1— K232)1/2
im Integranden von Gleichung (3.20) folgt fiir die Periode der Bewegung

1
~ 14+ -K2%?
+2 S

i /oludis2)<l+;K232>

K2 1 d 2 KQ
= arcsin(1) 0 g <1 + > ,

NG i
oder & = 2 <1—|— If) . (3.24)

Der Wert von K2 = E¢/2 bestimmt nach Gleichung (3.13) den Maximalwert der Schwin-
gung ¢ = U, an denen die Bewegung umkehrt, d.h. d¢/d7¢:U =0

.2U EG
sin® — = — =
2 2

so dass K = sin%. (3.25)

Fiir kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage U < 1 folgt K? ~ U? /4 und die Periode
(3.24) in der normierten Zeit 7 ergibt sich zu

U2

Rechnen wir auf die nichtnormierte Zeit ¢ um, so folgt fiir die Schwingungsperiode bei kleinen

Auslenkungen
l U?
T=2m/—-(14+—) . 2
71'\/;< + 16> (3.26)

K2

72



3.2 Beispiel 2: Das Pendel im Schwerefeld

Bei extrem kleinen Auslenkungen U < 1 hangt die Periode (3.26) nicht mehr von der
Auslenkung U ab und ist durch Ty = 2m+/l/g gegeben (Isochronie des mathematischen
Pendels).

3.2.3 Grenzfall extrem kleiner Auslenkungen Fg < 1

Der Grenzfall extrem kleiner Auslenkungen ¢ < U < 1 lasst sich auch direkt leicht durch
die Newtonschen Bewegungsgleichungen I6sen. Mit der Riickstellkraft (3.6) erhalten wir fiir
die dynamische Gleichung (2.3) in der Variablen s = ¢ die nichtlineare Gleichung

mé =mlp = Fr = —mgsing . (3.27)
Fiir extrem kleine Auslenkungen
o < U1
nahern wir Fr = —mgsin¢ >~ —mg¢o (3.28)
und die dynamische Gleichung (3.27) wird zur einfachen Schwingungsgleichung

p+uwip = 0, (3.29)

. 9
mit = -.
[ w ]

Die allgemeine Lésung dieser Gleichung mit der Anfangsbedingung ¢(t = 0) = 0 ist
¢(t) = Usinwt , (3.30)

2
T(]:?T:27T\/7,
w 9

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (3.26). Offensichtlich ist der Zusatzterm U?/16 in
Gleichung (3.26) die niedrigste Korrektur zur Schwingungsdauer bei Beriicksichtigung der
Nichtlinearitat der Bewegungsgleichung (3.27).

mit der Schwingungsperiode

Ubungsaufgaben:

(A3.2.1) Zeigen Sie durch Entwicklung des Integranden bis zur 4. Ordnung in K = sinU/2,
dass fiir die Periode des Pendels im Schwerefeld gilt

5:4/01\/(1_82)‘1(31_K282>:2n{1++] .

(A3.2.2) Berechnen Sie die Periode ndherungsweise bis zur 4. Ordnung im maximalen Aus-

lenkungswinkel U zu
vz o1 4]

~om |1
§ 7T[Jr16+3072U

Wie groB sind die Korrekturterme fiir U = 10°,20° und 45°7
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3 Analytische Mechanik

3.24 Fall E; =2

Im Fall Eg = 2 reduziert sich die allgemeine Bewegungsgleichung (3.14) auf

dy ,
E_(]'_Y)a

oder mit der Anfangsbedingung Y (t = 0) = 0 auf

Y
d
T = / i = artanh Y |
0 1-— 82
so dass Y(r) = tanhr. (3.31)

Fiir die zeitliche Variation des Winkels finden wir dann
¢(1) = 2arcsinY (1) = 2arcsin(tanh 7) . (3.32)
Die Grenzlage ¢ = m wird erst fiir t o« 7 — oo erreicht (siehe Abb. 3.3).

¢

TU Lo ______

Abbildung 3.3: Pendelbewegung im Grenzfall Eg = 2

3.2.5 Rotationsfall E; > 2

In diesem Fall ist nach Gleichung (3.11) die Gesamtenergie Eg immer groBer als die potenti-
elle Energie 1—cos ¢, selbst an der Spitze der Bewegung ¢ = m, d.h. der Term %(dqﬁ/dﬂz, der
die kinetische Energie reprasentiert, ist immer groBer Null, so dass das Pendelteilchen nie zur
Ruhe kommt. Wegen der fehlenden Umkehrpunkte kann es nicht zur Schwingungsbewegung
kommen: stattdessen rotiert das Teilchen ohne Ende.
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3.3 Beschreibung von Flidchen und Kurven im dreidimensionalen Raum

In der Bewegungsgleichung (3.14) setzen wir jetzt

2 2

= <1
K EG <
dy 1
und erhalten e \/(/{2 - y2> (1-Y2)
ay
oder o = V(I = K2Y2)(1-Y2). (3.33)
T

Die Integration iiber die Zeit ergibt mit der Anfangsbedingung Y (¢t = 0) = 0 dann

(3.34)

T
K

Y ds
/0 V(1 — k252) (1 — s2)

Unter Verwendung von Gleichungen (3.17)—(3.18) erhalten wir als vollstandige Lésung

Y(r) = sn%z sn (\/E2G7'> ,
oder Y(t) = sn< EZ‘%) (3.35)

Ubungsaufgabe:

(A3.2.3) Berechnen Sie in Anlehnung an die Vorlesung die Rotationsperiode des Pendels im
Fall Eq > 2. Zeigen Sie, dass mit wachsendem Wert von FEg die Rotationsperiode kiirzer
wird.

3.3 Beschreibung von Flachen und Kurven im
dreidimensionalen Raum

Bei eingeschrankten Bewegungen kann sich der Massenpunkt meist nur auf einer Fliche oder
Kurve im dreidimensionalen Raum bewegen. So wird zum Beispiel die schiefe Ebene (siehe
Kap. 3.1.1) durch die Geradengleichung

z = xtana,

0, (3.36)

oder z —xtana

mit o = const. beschrieben.
Wir fassen Gleichung (3.36) als Funktion der drei Ortskoordinaten z,y und z auf:

G(zr,y,2) =z—ztana=0. (3.37)
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3 Analytische Mechanik

Flachen lassen sich ebenfalls durch Funktionen G(x,y, z) = 0 darstellen. Falls sich die Flache
(z.B. Schaukel) bewegt, kommt zusétzlich noch die Abhangigkeit von der Zeit ¢ hinzu:

G(z,y,z,t)=0. (3.38)

Zwangsbedingungen von der Art (3.37)—(3.38) heiBen holonome Zwangsbedingungen; zeitu-
nabhangige wie in Gleichung (3.37) nennt man zusétzlich noch skleronom, zeitabhangige wie
in Gleichung (3.38) rheonom. Als Beispiel fiir eine rheonome, holonome Zwangsbedingung
dient die schaukelnde schiefe Ebene (3.36) mit zeitabhiangigem Winkel «(t).

Alle Zwangsbedingungen, die sich nicht durch eine Gleichung der Art (3.38) darstellen lassen,
heiBen nicht-holonom; alle Ungleichungen fallen darunter (z.B. Lostrommel beim Lotto, bei
der sich die 49 Kugeln nur innerhalb der Trommel bewegen kénnen).

3.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art
Wenn die Bewegung eines Teilchens durch eine holonome Zwangsbedingung
G(r,t)=0 (3.39)

auf eine Flache beschrankt wird, so bedeutet dies keine Einschrankung oder Beeinflussung
fir die Bewegung innerhalb der Flache. Die Zwangskraft Z hat daher keine Komponente
in Richtung der Flache; sie muss vielmehr orthogonal zur Flache stehen. Ware es nicht so,
konnte die Zwangskraft den Massenpunkt in Bewegung setzen, selbst wenn keine duBeren
Krifte K = 0 vorliegen.

Aufgrund des in Gleichung (1.88) bewiesenen Satzes, dass der Gradient einer Aquipotential-
flache senkrecht zu dieser steht, gestattet Gleichung (3.39) den Ansatz

Z || grad G(7,t) = VG(7t),
oder 7 = MHVG(Ft) , (3.40)

wobei die Lagrange-Parameter \(t) zunichst unbekannte Funktionen der Zeit ¢ sind.
Fiir die Bewegungsgleichung (3.5) erhilt man dann

mi=K + At)VG (Ft), G(Ft)=0, (3.41)

die Lagrange-Gleichung 1. Art fiir ein Einteilchensystem mit einer Zwangsbedingung. Die
Beziehungen (3.41) bilden vier Differentialgleichungen fiir die vier Unbekannten z,y, z und A,
und die Aufgabe besteht darin, zuerst A zu bestimmen und damit die Bewegungsgleichungen
fir die Ortskoordinaten x(t), y(¢) und z(t) zu integrieren. Dieses illustrieren wir am Beispiel
der schiefen Ebene.
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3.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art

3.4.1 Wieder Beispiel 1: Schiefe Ebene mit Lagrange |

Riickblickend auf Abschnitt 3.1.1 notieren wir, dass die duBere Kraft durch K = (0,0,—mg)

gegeben ist.

Die Zwangsbedingung lautet nach Gleichung (3.37)
G(x,y,z) = z—xtana=0,

so dass VG = (—tana,0,1).

Fiir die Bewegungsgleichung (3.41) bekommen wir in diesem Fall dann

z 0 —tana
mly| = 0 +A 0
z —mg 1

Mit (3.42) und (3.44) haben wir vier Gleichungen fiir vier Unbekannte.
Gleichung (3.44) my = 0 ist trivial und ergibt sofort

y(t) = bit + by,

mit den Integrationskonstanten b; und bs.
Zweimaliges Differenzieren nach der Zeit von Gleichung (3.42) fiihrt auf

Z==Ztana .

Setzen wir den Ausdruck in Gleichung (3.44) fiir Z ein, so folgt

m(tana)Z = A—mg,
. A —mg
oder mi = ——=.
tan a

Gleichung (3.46) setzen wir gleich zu Gleichung (3.44) und erhalten

A—m
mi = —Atana = &l ,
tan o«
oder aufgeldst nach A:
mg mg cos? o 9
= =mgcos” a.

1+tan?a  sin?a + cos?a

Damit ergibt sich mit Gleichung (3.43) fiir die Zwangskraft

—tan o —sina cos o
Z = A\VG = mg cos’ a 0 =mg 0 ,
1 cos? a

mit dem Betrag

‘Z‘ = mg\/cos4oz+sin2ozcos2oz = mgcosa .

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

77
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Das Einsetzen von Gleichung (3.47) in die Bewegungsgleichungen (3.44a) und (3.44c) ergibt
dann

mi& = —Atana = —mgtanacos® @ = —mgsin o cos o, (3.49)

und mi = \—mg=—mg(l —cos’a) = —mgsin®a , (3.50)

die identisch zu den Gleichungen (3.2) sind. Als Losung erhdlt man sofort zusatzlich zu
Gleichung (3.45)
_ 9,2 .
z(t) = az+ait— §t sin o cos a
At) = e+t — %tz sina . (3.51)
Die Integrationskonstanten ai, as, b1, ba, c1,co sind so zu bestimmen, dass die Anfangsbe-
dingungen und die Zwangsbedingung (3.42) erfiillt sind. Aus y(t = 0) = y(t = 0) = 0 folgt

sofort b1 = by = 0. Mit Gleichung (3.51) erhalten wir fiir die Zwangsbedingung (3.42) fiir
alle Zeiten

2

z(t) —z(t)tanae = co+ it — th sin® o — (a2 + a1t) tana + gtz sin o cos o tan o

= ca+at—(ag+ait)tana =0,
oder nach Multiplikation mit cos a:
(cicosa—ajsina)t+ cacosa —agsina =0 . (3.52)
Weil Gleichung (3.52) fiir alle Zeiten t gelten muss, folgt
arsina = c1cosq, assina = ¢y cosa (3.53)
Damit sind nur noch zwei der urspriinglich sechs Integrationskonstanten offen.

Waihlen wir a1 = Vhcosa und ¢; = Vpsina, was ag = rgcosa und ¢co = rgsina mit
Vo = 1 impliziert, so erhalten wir nach (3.51) und (3.45)

z(t) = [—th sina + Vot + 7“0} cosa ,

y(t) = 0,

z(t) = [—%tQ sina + Vpt + ro} sina ,
oder z(t) = r(t)cosa,

y(t) = 0,

z2(t) = r(t)sina, (3.54)
mit r(t) = —gt2 sina + Vot + 1o, (3.55)

womit das Problem vollstandig gel0st ist.
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3.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art

3.4.2 Allgemeiner Fall

Treten in einem physikalischen System p Zwangsbedingungen G;,j = 1,...,p auf, so lauten
die Lagrange-Gleichungen 1. Art fiir die Bewegung eines Massenpunktes

p
mi' =K+ > X(t)VG; (7). (3.56)
j=1

Die Zwangskraft ergibt sich also proportional zur Summe der Gradienten der Zwangsbedin-
gungen.

Dies kann man fiir 2 Zwangsbedingungen GG1 und G4 leicht veranschaulichen: Das Schnitt-
gebilde der durch die Zwangsbedingungen vorgegebenen Ebenen G| und G» ist eine Kurve,
und der Gradient jeder der beiden Zwangsbedingungen steht senkrecht auf dieser Kurve, da
er senkrecht auf der jeweiligen Ebene steht. Sind die Zwangsbedingungen voneinander un-
abhangig, so sind VG und VG linear unabhingige Vektoren, und jeder auf der Schnittkur-
ve senkrecht stehende Vektor kann als Linearkombination der beiden Gradienten geschrieben
werden.

Verallgemeinert man Gleichung (3.56) auf ein System von N Massenpunkten m;, i =
1,..., N und p Zwangsbedingungen G;, j = 1,...,p, so erhalten wir N Lagrange-Gleichungen
1. Art

p
mir; = Ki + Y N(OVRG; (7t) . i=1,...,N. (3.57)
j=1

3.4.3 Kochrezept fiir Lagrange-Gleichungen 1.Art

Im Sinne eines “Kochrezepts” fassen wir das Lésungsverfahren bei Lagrange-Gleichungen 1.
Art zusammen:

1. Wahle geeignete Koordinaten.

2. Formuliere die duBeren Krifte K.

3. Formuliere die Zwangsbedingungen in der Form G;(x,y, z,t) = 0.

4. Berechne ﬁGj.

5. Stelle die Bewegungsgleichung mi =K + Zj )\jﬁGj auf.

6. Leite die Zwangsbedingungen zweimal nach der Zeit ¢ ab.

7. Lose das aus (5) und (6) bestehende Gleichungssystem.
Ubungsaufgabe:

(A3.4.1) Hantel auf 2 zueinander senkrechten Achsen (Volz I, S. 137ff)
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3.4.4 Bemerkung zu Zwangsbedingungen

Die holonome Zwangsbedingung G(x,y, z,t) = 0 kann auch in differentieller Form definiert
werden: Eine beliebige Zwangsbedingung

ardxr + asdy + azdz + asdt =0 (3.58)

heiBt holonom, falls es eine Funktion G : R* — IR! gibt mit

oG
% = ar,
oG
aiy = a2,
oG
5 = as,
oG
E = a4,
und G(z,y,z,t) = 0. (3.59)

Ist a4 = 0, ist sie skleronom und fiir das totale Differential von G gilt

oG oG oG
dG = a—xdm + (‘Tydy + gdz . (3.60)

Ist aq # 0, ist sie rheonom und fiir das totale Differential von G gilt

oG oG oG oG
dG = %dx + 8—ydy + 5(&* + Edt . (3.61)

R

}dFRij(p

Abbildung 3.4: Abrollen eines Rads auf einer festgelegten Geraden

Ein Beispiel fiir eine skleronome Zwangsbedingung ist das in Abb. 3.4 dargestellte Abrollen
eines Rads auf einer festgelegten Geraden:

ds— Rdg =0, (3.62)
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3.5 Energieerhaltungssatz im Fall von holonomen Zwangsbedingungen

deren Stammfunktion durch G(s,¢) = s — R¢ gegeben ist.

Alle Zwangsbedingungen, die die Definition (3.58) nicht erfiillen, werden als nicht-holonome
Zwangsbedingungen bezeichnet. Dazu gehdren die bereits erwdhnten Ungleichungen (z.B.
Teilchen innerhalb einer Kugel || < R, wobei R den Kugelradius bezeichnet), oder Zwangs-
bedingungen in Form von nicht-integrablen Differentialformen.

3.5 Energieerhaltungssatz im Fall von holonomen
Zwangsbedingungen
Betrachten wir jetzt die Energieerhaltung eines Systems mit N Massenpunkten. Schreiben

wir in den Gleichungen (3.57) die Ortsvektoren 7; = (x1, 2, z3) in Komponentendarstellung,
so erhalten wir die 3V Gleichungen

m~:ﬁ~—K-+Zp:)\an i = 1,...,3N (3.63)
1y — ) ~ Jc%si ) - gy s .
mit G'j(xl,.. l‘gN,t)—O, 7 = 1,....p. (364)

Wir multiplizieren Gleichung (3.63) mit &; und summieren iiber alle i. Fiir den ersten Term
der Gleichung ergibt sich

Z .~-.-._d32N:W(".)2 a5
— T ~ 2 i dt

wobei T' die gesamte kinetische Energie des Systems bezeichnet.
Wir nehmen an, dass das duBere Kraftfeld konservativ ist, d.h. als Gradient eines Potentials

U dargestellt werden kann:

oUu
Bi = — .
8351- (3 65)

Wir erhalten dann fiir den zweiten Term in Gleichung (3.63) nach Multiplikation mit &; und
Summation iiber alle i:

3N d
ZKii'i— Zax U(l‘l,...,ng) .
i=1 t

Damit erhalten wir aus Gleichung (3.63)

3N
T U) - )\% 3.66
+ ZZ 3 gy Vi (3.66)
j=1i=1 v

Die Losungen der Bewegungsgleichungen z;(t) miissen die Zwangsbedingungen (3.64)

Gj (:L’l(t), . ,.TgN(t),t) =0
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erfiillen. Durch Differenzieren nach der Zeit folgt daraus

ac;  Xog; 06

@ T ot T
3N
oG; . 0G;

oder ;;mﬂ%"_at' (3.67)
Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung (3.66) ein, erhalten wir

d p

Gj
—(T+U) = j{:,x] > (3.68)

J=1

Wir folgern: Sind die Krdifte konservativ und die Zwangsbedingungen zeitunabhdngig (skle-
ronom), so ist die Summe T + U aus kinetischer und potentieller Energie konstant.
Fiir das in Abschnitt 3.2 diskutierte ebene Pendel gilt dieser Energieerhaltungssatz.

3.6 Das Prinzip von d’Alembert

Wir beginnen wieder mit der Bewegungsgleichung (3.5) fiir einen Massenpunkt

mr=K+7
und betrachten zunichst den statischen Fall
F=0.
Dann herrscht das Gleichgewicht der Krafte
K+7Z=0. (3.69)

3.6.1 Virtuelle Verriickung J7 eines Massenpunktes

Unter einer virtuellen Verriickung 7 eines Massenpunktes (oder allgemeiner 67; des Mas-
senpunktes i) verstehen wir eine infinitesimal kleine, gedachte Ortsverdnderung mit zwei
wesentlichen Eigenschaften:

(a) Sie verlauftin Ubereinstimmung mit den Zwangsbedingungen (z.B. entlang der schiefen
Ebene), d.h. anstatt der Aussage Z || grad G tritt das Prinzip der virtuellen Arbeit

Z-67=0, (3.70)

denn Z L 6.
Allgemeiner lautet Gleichung (3.70)

> Zi 67 =0. (3.71)

Zwangskrafte verrichten keine virtuelle Arbeit!
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(b) Die virtuelle Verriickung ist instantan, d.h. die Zwangsbedingungen verdndern sich
wahrend der Verriickung nicht. Bei skleronomen Zwangsbedingungen braucht diese
zweite Eigenschaft sowieso nicht gefordert werden.

Durch die virtuelle Verriickung wird durch die Anwesenheit von Kréften eine (ebenso ge-
dachte) virtuelle Arbeit geleistet. Mit Fy,, = K + Z folgt fiir die virtuelle Arbeit

bA=Fip - 6F =K - 6F+ Z - 67 = K - 67, (3.72)

weil aufgrund Gleichung (3.70) der Beitrag der Zwangskréfte verschwindet.

Die Ableitung von Gleichung (3.70) ist bei einfachen mechanischen Problemen wie der schie-
fen Ebene anschaulich verstindlich und daher nachvollziehbar. Bei komplizierteren mecha-
nischen Problemen ist die Anschauung nicht mehr gegeben, so dass man den SpieB umdre-
hen muss und das Prinzip als allgemeingiiltiq erkldren muss! Das Prinzip der virtuellen
Verriickung ist also eine mathematisch nicht herleitbare, sondern aus der physikalischen Er-
kenntnis gewonnene Erweiterung der Newtonschen Mechanik.

3.6.2 Allgemeiner nichtstatischer Fall

Wir betrachten jetzt den nichtstatischen (7 # 0) Fall der Dynamik eines Systems von Mas-
senpunkten, deren Bewegungsgleichungen

p; = F;
wir fir alle 7 als '
(Fi - ﬁi) ~ 0 (3.73)

schreiben. Durch Einfiihrung von duBeren Kraften und Zwangskraften und skalare Multipli-
kation mit den virtuellen Verriickungen §7; erhalten wir

Z(K¢+Zi—@)-5ﬁ:0. (3.74)

Unter Ausnutzung des Prinzips der virtuellen Verriickung (3.71) folgt das Prinzip von
d’Alembert fiir ein System von Massenpunkten

Z (1? —@) 6 =0 (3.75)

Fiir einen Massenpunkt ¢ = 1 reduziert sich Gleichung (3.75) auf
(I? - ﬁ) 67 =0 (3.76)

Die Projektion der Bewegungsgleichungen auf die virtuellen Verriickungen in den Gleichungen
(3.75) und (3.76) eliminiert also die Zwangskrifte bei der Behandlung des mechanischen
Problems. Das ist gut, hat aber zun&chst noch einen Nachteil: Wahrend (3.74) auch fiir alle
einzelnen Werte von i gilt, ist dies nicht mehr der Fall bei Gleichung (3.75), weil die virtuellen

83



3 Analytische Mechanik

Verriickungen 675 nicht mehr linear unabhangig sind, da sie die Zwangsbedmgungen erfiillen!
Deshalb folgt im statischen Fall 7’ = 0 aus Gleichung (3.76) auch nicht K = 0, denn die
Komponenten dz, dy und 6z der virtuellen Verriickung sind aufgrund der Zwangsbedingungen
nicht voneinander unabhingig. Diesen Nachteil kdnnen wir beheben, indem wir auf geeignet
gewdhlte neue verallgemeinerte Koordinaten libergehen.

3.6.3 Verallgemeinerte Koordinaten

Es sollen nun die durch die Zwangsbedingungen voneinander abhingigen Koordinaten (7;)
durch eine Transformation auf ein System von unabhangigen Koordinaten (g;) zuriickgefiihrt
werden, sogenannte verallgemeinerte Koordinaten. Erst wenn die virtuellen Verriickungen
(in den verallgemeinerten Koordinaten) voneinander unabhangig sind, kénnen die Koeffizien-
ten der g; einzeln gleich Null gesetzt werden. Der Raum der verallgemeinerten Koordinaten
heiBt Konfigurationsraum und seine Dimension nennt man die Anzahl der Freiheitsgrade.
Im Fall von holonomen Zwangsbedingungen heiBt das, dass die Zwangsbedingungen fiir
beliebige Werte der g; erfiillt sind:

Gm(l’l(Q177qS7t)a7$3N((1177(157t)at):07 VQJ (377)
Dies verdeutlichen wir an zwei bereits bekannten Beispielen:

(a) Vernachldssigen wir bei der schiefen Ebene in Abb. 3.1 die triviale Tiefe y, so handelt
es sich um ein zweidimensionales mechanisches Problem in x und z. Wahlen wir die
Strecke s auf der schiefen Ebene als verallgemeinerte Koordinate, so legt diese die zwei
kartesischen Koordinaten gemaB x = scosa und z = ssin « fest.

Die holonome Zwangsbedingung (3.42) ist dann automatisch erfiillt, denn
G(x(s),2(s)) =z —xtana = ssina — scosatana =0

und wir haben es mit einem eindimensionalen Problem in der verallgemeinerten Koor-
dinate s zu tun.

(b) Beim ebenen Pendel wahlen wir den Auslenkungswinkel ¢ als verallgemeinerte Koor-
dinate, der dann die zwei kartesischen Koordinaten gemaB x = [sin¢ und y = [ cos ¢
festlegt. Die holonome Zwangsbedingung (3.4 b) ist dann wieder automatisch erfiillt,
denn

G(z(0),y(9)) = 2°(¢) + y*(¢) = I* (sin® ¢ + cos® ¢) = I* .

Fiir holonome Zwangsbedingungen ldsst sich das Prinzip von d'Alembert (3.75) aus den
Lagrange-Gleichungen 1. Art (3.57) begriinden. Die Unabhiangigkeit der Zwangsbedingungen
(3.77) von g; bedeutet fiir die totale Ableitung

OGy, Ox;
Z 5 B~ (3.78)

dqj
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Multiplizieren wir (3.57) mit dz;/0q); und summieren iiber i so folgt wegen (3.78)

3N P 3N 3N
axi aﬂcl axz 8$’L
; Oar = Z Z; el 1)

m=1 Li

die Elimination der Zwangskrafte. Gleichung (3.79) entspricht in diesem Fall dem Prinzip
von d'Alembert (3.75).

Im allgemeinen Fall der Dynamik von N Teilchen im dreidimensionalen Ortsraum bei Vorlie-
gen von k Zwangsbedingungen G, = 0 (m = 1,..., k) ergibt sich die Zahl der Freiheitsgrade
(d.h. die Anzahl der nétigen verallgemeinerten Koordinaten) zu s = 3N — k. Wir suchen

also die Transformation der abhdngigen Koordinaten, d.h. der Vektoren 75,7 = 1,..., N, auf
verallgemeinerte Koordinaten ¢;(j =1,...,s):
F=7(q1, . qs,t) - (3.80)

GemaB der Kettenregel folgt dann fiir die Geschwindigkeiten

or; . 67“1
Uz = Tz = Z a C,I] (381)
und die virtuellen Verriickungen
S a_,z
o7 =S gy, (3.82)
i= 9%

In Gleichung (3.82) taucht keine partielle Ableitung nach der Zeit t auf, weil nach Definition
die virtuellen Verriickungen 67 instantan in der Zeit sind. Virtuelle Verriickungen beziehen
sich nur auf Auslenkungen der Koordinaten.

Aus Gleichung (3.81) folgt sofort

ov;  Or;
- = . 3.83
g O, (3.83)
3.7 Lagrange-Gleichungen 2. Art
Wir gehen jetzt aus vom Prinzip von d'Alembert (3.75),
N .
3 (K - ﬁi) 07 =0, (3.84)

=1

und betrachten die einzelnen Terme in dieser Gleichung.
Mit der Hilfsformel (3.82) folgt fiir den ersten Term

S

I = ZK OF, = ZZK 6”5% ZQjaq], (3.85)

i=1 j=1
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wobei wir die verallgemeinerte Kraft durch

N o7,
= K;- 3.86
2:: dg; (350
einfiihren.
Die Umwandlung des zweiten Terms ist etwas umfangreicher. Mit derselben Hilfsformel er-
halten wir
N S0 . OF,
IzzZm-aﬁ—Zme- ? ;- (3.87)
=1 =1 j=1
Wir nutzen J o7 o7 P
> T = Ty o5 T
— |7 | =T — | = 3.88
dt [rl 5%’] "oy T [5%’] (388)
und vertauschen im zweiten Term auf der rechten Seite die Ableitungen, denn
d | or; 0 0r; 0 0r;
“ |: z:| - “ [ + Z v zqk
dt | Og; 0tdg;  “~ Oqr 9g;

- 00§ O00n, O (dn
N Jq; Ot p 0q; Oqy, U= Og; \ dt
Dann erhalten wir aus Gleichung (3.88)
0N _di. 0| . 0 (dr
’ 8q]' N dt ! 8(]]' ‘ 8q]' dt '
Eingesetzt in Gleichung (3.87) folgt
N s
d (. O0Of ., Or;
I, = il= 7= )7 dq; -
=y () -
Mit der Hilfsformel (3.83) im ersten Term auf der rechten Seite erhalten wir

N s : :

d (. om\ - oF
I, = E § =7 =) -7 = )
2 m [dt <r Qj> T Qj] 5(1]

i=1 j=1

Mit der kinetischen Energie T' = Zfil(mz/Q)vf ergibt sich also

Zpl 7 = Z LZ (M) 8T] 5q; - (3.89)

0q; Jq;

86



3.7 Lagrange-Gleichungen 2. Art

Einsetzen der Gleichungen (3.85) und (3.89) in Gleichung (3.84) fiihrt auf

N s

2 . d (0T oT
Z (Kz —Pi) 07 = Z [Qj n ((9(]]) + 8(1]] 0q; - (3.90)

i=1 j=1

Wenn nun, wie angenommen, die Zwangsbedingungen holonom sind, dann sind die verallge-
meinerten Koordinaten ¢; unabhangig voneinander, ebenso wie die dg;, so dass jeder einzelne
Koeffizient in Gleichung (3.90) verschwinden muss. Es ergeben sich dann die s Gleichungen

d (9T T .
dt<aqj>_aqj_Qj’ j=1,...,s. (3.91)

Die Gleichungen (3.91) werden als Lagrange-Gleichungen 2. Art in allgemeiner Form
bezeichnet.
Ein wichtiger Spezialfall sind konservative Krifte (sieche Kap. 2.3.4), fiir die das duBere
Kraftfeld als Gradient eines geschwindigkeitsunabhangigen Potentials V (z,y, z) darge-
stellt werden kann,

K;=-ViV(z,y,2) . (3.92)

In diesem Fall folgt fiir die verallgemeinerte Kraft (3.86) mit der Kettenregel

Yo on N o,
Q = XK 8q':_20q"vzv
i=1 J i J

oV, V. OV (Ozi, i, Oz

N
_ .y (av Ox; OV Ay OV (9%) __ov (3.93)

+ + =—=,
po Ox; 0q;  0y; 0q;  0z; Og; 0q;
weil die ¢; die verallgemeinerten Koordinatenkomponenten bezeichnen (kein Faktor 3).
Fiir das geschwindigkeitsunabhingige Potential (3.92) gilt weiterhin

vo_ oy,
94,
d [0V

Wir erhalten dann fiir die allgemeinen Lagrange-Gleichungen (3.91)

L=T-V, (3.95)
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die als Differenz der kinetischen und potentiellen Energie definiert ist, die Lagrange-Glei-

chungen 2. Art zu
d (0L oL
—|=—=—-=—=0 j=1,...,s. 3.96
i (50) g =00 =t (3.90)
Die Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.96) sind aus mehreren Griinden die bevorzugten Glei-
chungen zur Lésung mechanischer Probleme:

1. Im Vergleich zu den Lagrange-Gleichungen 1. Art haben wir es nur mit s = 3N — k
anstatt 3N + k Gleichungen zu tun. Wir verzichten dabei auf die Berechnung der
Zwangskréfte.

2. Fiir komplexe Systeme lasst sich die Lagrange-Funktion (3.95) viel einfacher aufstellen
als alle Kraftterme.

3. Die Lagrange-Funktion ist im Allgemeinen eine besonders einfache Funktion der in
Frage kommenden Variablen. Dies ist auch wichtig fiir die Entwicklung neuer physika-
lischer Theorien insbesondere in der Feldtheorie.

4. Die Lagrange-Funktion ist im Gegensatz zu den vektoriellen Kraften eine skalare GroBe
und deshalb bei Koordinatentransformationen eine invariante GroBe.

Wir behandeln spater die Konsequenzen fiir die allgemeinen Lagrange-Gleichungen 2. Art
(3.91) bei Vorliegen von geschwindigkeitsabhdngigen Kraften und/oder nicht-holonomen
Zwangsbedingungen, wenn also die Voraussetzungen zur Ableitung der Gleichungen (3.96)
anders sind.

3.8 Einfache Anwendungen

3.8.1 Kraftefreie Bewegung

Im Fall der kraftefreien Bewegung (V' = 0) verwenden wir die natiirlichen auch als verallge-
meinerte Koordinaten. Die Lagrange-Funktion ist dann durch

L:T:%m(i2+y2+z2)

gegeben. Mit
a—L =mx 8—L =my 8—[/ =mz
I R N P
folgen fiir die drei Lagrange-Gleichungen (3.96)
4oL on_ . doL oL_ . doL oL_ .
dtor  or T dtey oy YT @er @, T

deren Losungen die gleichférmige Bewegung ergibt.
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3.8.2 Atwoodsche Fallmaschine

Als Beispiel eines konservativen physikalischen Systems mit skleronomen Zwangsbedingungen
betrachten wir eine masselose Rolle mit dem Radius R, iiber die zwei Massen miteinander
durch ein masseloses Seil der Lange [ 4+ 7R verbunden sind (siehe Abb. 3.5). Auf die Massen

my und mo wirkt das Schwerefeld.

—~—

mg

m

¢rqg

Abbildung 3.5: Atwoodsche Fallmaschine

Die Zwangsbedingung lautet x1 4+ o = [. Als verallgemeinerte Koordinate wahlen wir den

Ort der ersten Masse ¢ = x1. Aufgrund der Zwangsbedingung gilt o =1 — g.

Fiir die kinetische Energie erhalten wir dann

m]_ ) m2 .92 m]_ .2 m2 .2
T —_ _— = — _—
2 Ty + 2 T 92 q + 92 q ,
wahrend die potentielle Energie durch
V = —migr1 — magra = —migq — mag(l — q)

gegeben ist. Damit erhalten wir fiir die Lagrange-Funktion (3.95)

1

L=T-V == (mi+m2) ¢ +g[mig+ma(l—q) .

2

(3.97)
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Durch Differentiation folgt

oL ( )
— = (my—m
g 1 2)9
oL
und aiq = (ml + m2) q,
so dass 4 (9L _ (m1 4+ ma2)
at\oq) — ‘M
Die Lagrange-Gleichung 2.Art (3.96) lautet in diesem Fall dann
(m1+m2)G—(m1—ma)g = 0,
mi1 — Mmy
oder = —9,
mi + ms
mit der allgemeinen Losung
myp—mag o
t) = ——=t t
q(t) i+ 1 2 +tat+c.

Man erhalt eine durch das Verhiltnis der Massen veranderte Fallbeschleunigung.

3.8.3 Allgemeine Form der kinetischen Energie

GemaB Gleichung (3.81)

folgt fiir die kinetische Energie

1 N
IR
=1

mit agj =
b, =
und C =

8m . 81"1

2

@n, or;
72 J+ ot
ZZ%%% + QZbﬂqJ +c,
7j=1 k=1
Sz
—~ 2 0q; Oqr ’
§ D7 OF,
: 2 aq]‘ ot

=1

M-

mi (7))
12 ot

7

Ist die Koordinatentransformation 7; — ¢; zeitunabhdngig, d.h.
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so sind die Koeffizienten (3.101) und (3.102) identisch gleich Null

bj =c=0 5
und die kinetische Energie (3.99)
T= Z ki qkq; (3.103)
j=1 k=1

reduziert sich auf eine homogene Funktion 2. Grades in den verallgemeinerten Geschwindig-
keiten.
Unter einer homogenen Funktion f(z) vom Grade n versteht man die Eigenschaft

fOx)=Xf(z), VieR!. (3.104)

Betrachten wir als Beispiel den Ubergang von zweidimensionalen kartesischen Koordinaten
(x,y) auf ebene Polarkoordinaten (r,#) mit den zeitunabhingigen Transformationen (ver-
gleiche Kap. 1.8.3) z = rcosf und y = rsiné.
Mit

i = 7cosf—r(sinf)f,

= 7sind + r(cos )0
folgt fiir die kinetische Energie eines Massenpunkts

T = % (% +9°)
= % [7’“2 cos? 0 — 2r7 sin 0 cos 06 + 2 sin? 062 + 72 sin 0 + 277 sin 0 cos 00 + r% cos? 062
_ m .9 A 2
- 2 [r + (re) } (3.105)

wieder eine homogene Funktion 2. Grades in den neuen Koordinaten.

3.8.4 Kochrezept fiir Lagrange-Gleichungen 2.Art
Im Sinne eines “Kochrezepts” fassen wir das Lésungsverfahren bei Lagrange-Gleichungen 2.

Art zusammen:

1. Wahl der verallgemeinerten Koordinaten ¢ und Angabe der Transformationen x =
x(q,t) zu den kartesischen Koordinaten.

Bestimmung der Lagrange-Funktion L(q, ¢, t).

Aufstellen der Bewegungsgleichungen.

Bestimmung der ErhaltungsgroBen.

Losung der Bewegungsgleichungen, evtl. unter Verwendung von ErhaltungsgréBen.

Bestimmung der Integrationskonstanten.

N ok e

Diskussion der Losung.
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3.9 Weitere Anwendungen

3.9.1 Schiefe Ebene

(Vergleiche mit Kap. 3.1.1 und 3.4.1)
Wir wahlen die Weglénge s auf der schiefen Ebene (siehe Abb. 3.1) als verallgemeinerte
Koordinate. Dann lauten die Transformationen zu den kartesischen Koordinaten

r=ux(s)=scosa, y=y(s)=0, z=z2(s)=ssna. (3.106)
Aus
T = %(¢2+yz+z‘2) und V =mgz
folgen T = %SQ , V =mgssina,

so dass die Lagrange-Funktion durch

L=T-V= %SQ—mgssinoz (3.107)

gegeben ist. Mit
oL ) oL ) d <8L> .
— = —mgsina, —=ms, —|—=]=ms
0s
folgt als Lagrange-Gleichung
ms§ = —mgsina ,

mit der allgemeinen Ldsung

s(t) = —th sina + Vot + so - (3.108)

3.9.2 Doppelpendel

Wir betrachten zwei Teilchen der Massen my und mg, die durch einen leichten (masselosen)
Stab der Lange [o verbunden sind, und die durch einen dhnlichen Stab der Linge [1 im
Ursprung aufgehangt sind, der an einem der Teilchen befestigt ist (Abb. 3.6).

Geeignete verallgemeinerte Koordinaten sind die beiden Winkel 6, und 65, die mit den kar-
tesischen Ortsvektoren iiber

r1 = licosb, y1 =l sin 6

und o = licosf; +1lacosfy, yo=11sin6; + Ilysinby
zusammenhangen. Mit

T = —llél sinf , Uy = llél costh ,

To = —llél sin 6 — lgég sin 6 , Yo = llél cos 0 + lgég cos 0y
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y
Il
Q

m

./

m
oL g€
X

Abbildung 3.6: Doppelpendel (¢ = 6)

folgt fiir die kinetische Energie des Systems

T o= T (@) + o2 (33 + 58)
- %Z%H% + % [l%@% sin® 01 + 211126102 sin 61 sin 0y
#—lgégsin202—%lféf0052914—2ld29192c0591c0392_+lgggcos292}
- %l%% + % [l%&% + 1362 + 211126165 (sin A, sin By + cos b cos 02)}
= THB0T + T2 (1307 + 1303 + 20112010z cos (0, — 0)| (3.109)

wobei wir sin 0 sin 0y + cos 01 cos o = cos (01 — 62)

benutzt haben.
Die potentielle Energie in Bezug auf die Ebene im Abstand [; + l2 unterhalb des Aufhinge-

punkts lautet

V =myg[(l1 +l2) — l1 cos01] + mag [(I1 + l2) — (l1 cos b1 + lacos b2)] . (3.110)

Fiir die Lagrange-Funktion erhalten wir dann

L=T-V :Z%ﬁ%+%gm@+@@+ﬂﬁﬁ%mﬂ%—%)
—mig [(lh + l2) — 11 cos 0]
—mag [(lh + l2) — (l1 cos by + la cos b2)] . (3.111)
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Wir bestimmen jetzt die zwei Lagrange-Gleichungen

d OL OL
—_ - _ = =0 3.112
dt 004 00 ( )
d OL OL
Mit
oL A . .
0 — —malylef103 sin (61 — 62) — myligsin Oy — malygsin by |
1
oL y g .
% = m1l191 + m2l101 + moalyls0s cos (91 — 92)
1
I B . .
und ii = mﬂ%el + mgl%& + malyls0s cos (91 — 92)
dt 00,

—m2l1l292 [Sin (91 — «92)] (91 — 02)
folgt fiir die erste Lagrange-Gleichung (3.112)

(my 4+ mg) l%él + mzlllgég cos (01 — 02) +

malyl02 sin (01 — 62) + (my + my) ligsing; = 0. (3.114)
Ebenso mit
oL s .
_ = mglllgeleg S1n (91 — 92) — m2lgg S1n 92 y
065
L . .
87. = mgl%@g + m2l1l291 COS ((91 — 92)
065
d OL .. ..
d — = 156 11156 )
un it o7, mal50s + malilab; cos (61 2)

—m2l1l291 [sin (91 — 92)] (91 — (92)
folgt fiir die zweite Lagrange-Gleichung (3.113)

mglgég + Tnglllgél COS ((91 - 92) — MQlllgél [sin (61 — (92)} (91 — 92)

—mglllgéléz sin (91 — 92) + malagsinfy, =
also 1392 + lllzél Ccos (91 — 92) — 11129% sin (91 — 92) 4+ logsinfy, = 0. (3.115)

Fiir den Spezialfall gleicher Massen (m; = mgo = m) und Aufhingelangen Iy = Iy = 1
reduzieren sich die beiden Lagrange-Gleichungen (3.114)—(3.115) auf das nichtlineare System

(a) 2101 + 165 cos (01 — 02) + 103 sin () — 63) + 2gsinf; =
(b) 105 + 161 cos (61 — 02) — 10%sin (61 — 03) + gsinfy = 0, (3.116)
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3.9 Weitere Anwendungen

dessen Losung wir fiir den Grenzfall kleiner Auslenkungen (6; 2 < 1) diskutieren. In diesem

Grenzfall nahern wir
sinf~0, cosf~1

und vernachlassigen Terme 62. Das Gleichungssystem (3.116) reduziert sich dann auf

(a) 20, + 10y ~ —2g61
und (b) 10, + 10, ~ —gby.

Mit den Loésungsansatzen

6o = Ajgexp(iwt), Ajz=const.,
folgt mit 9'172 = wA;2exp(iwt) = iwb 2
und 9.172 = —w2A1,2 exp(iwt) = —w29172

fiir das System (3.117)

(a) 2(g—Iw?) A1 — w4y =
(b) —lw?A + (9— lwz) As

(3.117)

w=const. (3.118)

(3.119)

Damit eine Losung des Gleichungssystems (3.119) existiert, muss die Determinante

2 (g — lw2) —lw?
—lw? (g — lw2)

verschwinden. Diese Bedingung fiihrt auf

4 2
-t a3 o

mit den beiden Lésungen

W=(24v2)2, w2=(2-v2)Z.
l l

Aus Gleichung (3.119 b) folgt fiir die Amplituden

2

Ay = —— Ay .
2 7 —1? 1

Fiir die erste Losung

w? o= W2 folgt lw? = (2 + \/§> g
Ay 242 242
Und - = =

A 1-(2+v2) 1++2
(2+v2) (1-v?2)

—2(g—lu?)? =P =0

(3.120)

(3.121)

S =24+V2-2V2-2=—-V2,

1-2
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3 Analytische Mechanik

d.h. die Massenpunkte schwingen mit entgegengesetzter Amplitude mit der Frequenz

w? = Wl folgt lws = (2 - \/§> g

und ﬁi = 1_2(;16\/5):gf:(Q—\/i)(l+\/§>=\/§7

d.h. die Massenpunkte schwingen mit gleichgerichteter Amplitude mit der Frequenz

Fiir die zweite Losung

wy = (2—\@)%

3.10 Exkurs iiber Variationsprinzipien

Wir formulieren zuerst das Grundproblem der Variationsrechnung:
Bestimme die Funktion y(z) so, dass das Integral

J= /;2 dx f (y(a:),y/(w),:c) (3.122)

1

ein Extremum (entweder Maximum oder Minimum) annimmt. Dabei bezeichnet y/(:L‘) =
dy/dx die Ableitung der Funktion y(z) und das Funktional f wird als gegeben angenommen,
wie auch die Integrationsgrenzen x1, xo (letztere Annahme ist nicht unbedingt notwendig).
Man variiert die Funktion y(x) solange, bis ein Extremwert fiir das Integral (3.122) gefunden
ist; d.h. ergibt sich fiir irgendeine Funktion z.B. ein Minimalwert fiir das Integral J, so muss
jede Nachbarfunktion das Integral J groBer machen.
Fiir die Nachbarfunktion benutzen wir die parametrische Darstellung y = y(«a, x) derart,
dass fir « = 0 y = y(0,z) = y(x) die Funktion ist, die einen Extremwert fiir .J ergibt. Wir
schreiben dann

y(a,z) = y(0,2) + an(x) , (3.123)

wobei die Funktion 7(z) eine stetige erste Ableitung hat und an den Endpunkten verschwindet
(n(z1) = n(z2) = 0) (sieche Abb. 3.7).
Mit Funktionen der Art (3.123) wird das Integral (3.122) vom Parameter « abhingig:

o ,
J@) = [ do 1 (stao)y (@.a)ix) (3.124)
1
Eine notwendige Bedingung fiir den Extremwert ist dann
aJ(a)
=0 v . 3.125
B Lzo Vi) (3.125)
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o

Abbildung 3.7: Zur Hlustration der Nachbarfunktion (3.123)

3.10.1 Beispiele

Als Beispiel 1 betrachten wir die einfache Funktion y = x und konstruieren benachbarte

Funktionen durch Addition von asinz (siehe Abb. 3.8):

yla,z) =+ asinx .

Abbildung 3.8: Illustration der Funktionenschar y(a, x) = x + asinz

Wir berechnen den Wert des Integrals von f = (dy/dx)? fiir z € [0, 27]. In diesem Fall ist

n(x) = sinz mit stetiger erster Ableitung und 7(0) = n(27) = 0.
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3 Analytische Mechanik

Mit
d
- 1+ acosx
dx
2T
gilt dann J(a) = / dr (1+2acosz + a’cos’z) = 271 + ma” .
0

Man erkennt, dass J(a) > J(0) Yo und die Bedingung (3.125) erfiillt sind

ng)] " Pamasy = 0.

Beispiel 2: Wir betrachten die Gleichung fiir die Linie, die den kiirzesten Abstand zwischen
den Punkten (z1,y1) = (0,0) und (z2,y2) = (1,0) in der Ebene ergibt. Das ist natiirlich die
x-Axchse y(0,z) = 0. Wir dndern den Pfad durch

yla,z) = y(0,2) + an(z) = 0+ a(2® — z) , (3.126)
wihlen also 7(z) = 2% — z, dass wieder n(x1) = 1(0) = 0 und 7(x2) = n(1) = 0 erfiillt sind.
Das Abstandsdifferential ist

2
ds = \/dz? +dy? = \[1+ <Zi> dx (3.127)

und die gesamte Weglange ist dann

1 / 2
S:/ dx 1+<dy> .
0 dac

GemaB Gleichung (3.126) folgt

/ dy(a, x)
Jioa) = PO _oop 1),
1
so dass s(a) = / dz V40222 — 402z + a2 + 1. (3.128)
0
Dieses Integral ergibt (Ubungsaufgabe)
1 1
s(a) = 3V 1+ a2+ % arsinh . (3.129)
(6

Die Taylor-Entwicklung fiir kleine Werte v < 1 fiihrt auf

sla<k1) ~ 1(1+O‘2+O(a4)>+1a<a—a3+0(a5))

2 2 2 6
2
- 1+%+o(a4),
o2
so dass J(a) = s(a):1+€+(’)(a4)
oJ(a)  0s(a) « 3
und 5. = da —3—1—(’)(04).
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a = 0 liefert den Extremalwert J(a =0) = s(a =0) = 1 und es gilt

3.10.2 Euler-Gleichung
Aus den Gleichungen (3.125) und (3.124) folgt
oJ(a) O /:”2

/7

o= [ da f (ylena)y (@) (3.130)

1
Weil die Grenzen z1 und x4 festliegen, folgt

) _ [, [af ay  of 8y]

_ of af of oy  of &y
O Oy 0o Oy Oa

T2
= [ da [ + % ] . (3.131)
/xl dy da | dy dadx

Den zweiten Term des Integranden integrieren wir partiell nach x:

™ af d [dy Of Ay /m d (0f\ dy
(22 = - — — . 132
/x d oy dx <8a> [6y’ da - d dr \9y' ) da (3:132)

1 xr1 1

Nach Gleichung (3.123) ist

dy
A — 1
N (OF (3133)
oy 1™
so dass [&Zﬂ . = n(zz) —n(x1)=0

und wir erhalten fiir Gleichung (3.132)
g (an) = L ()
dv —— | =—)=— dr — | 25 | n(z) .
/r1 dy' dx \ O - dx \ Oy
Setzen wir dies und Gleichung (3.133) in Gleichung (3.131) ein, so folgt

0 [ [ £ 2 o [ (o

1

y und 3’ sind noch Funktionen von ce. Wenn aber a = 0 ist, dann ist y(a,z) = y(0,2) = y(x)
unabhingig von a. Weil n(z) beliebige Funktionen sind, folgt aus der Bedingung (3.125)

] -0

dass gemaB Gleichung (3.134) der Integrand selbst verschwinden muss:

3f_d<3f>:07 (3.135)

Oy dx \ oy

wobei die Ursprungsfunktionen y und 3 unabhingig von « sind. Gleichung (3.135) wird als
Euler-Gleichung der Variationsrechnung bezeichnet.
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3 Analytische Mechanik

3.10.3 Das Brachistochronen-Problem

Es soll diejenige Kurve gefunden werden, die zwei Punkte verbindet und langs der ein Teilchen
in der kiirzesten Zeit unter dem Einfluss der Schwerkraft fallt. Das Teilchen mit der Masse
m ist anfangs im Punkt 1 in Ruhe und fillt von dort zum niedrigeren Punkt 2 (siehe Abb.
3.9).

Abbildung 3.9: Illustration des Brachistochronen-Problems

Die Fallzeit ist durch das Wegintegral

2
d
to= [ & (3.136)
1 v
gegeben, und die konstante, nach unten gerichtete Schwerkraft ist konservativ, so dass der
Energiesatz 1"+ U = const. gilt.
Wir messen das Potential U von der Héhe = = 0 aus (d.h. U(x = 0) = 0), und wegen

v(x = 0) = 0 ist die anfangliche kinetische Energie T'(xz = 0) = 0, so dass immer gilt

T+U=0. (3.137)
Mit
U = —mgx
2
mu
d T =
un 5
mu?
folgt - = mgs
oder v o= 29 . (3.138)

Wir erhalten dann mit Gleichung (3.127) fiir die Fallzeit (3.136)

. /2 ds /2 Vdx? + dy?
12 = - A
1 1 33

V2g9x
y o\ 172
- /dm F) \; e (123’2) . (3.139)
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Vergleichen wir Gleichung (3.139) mit dem allgemeinen Ausdruck (3.122), so erkennen wir,
dass bis auf die Konstante (2g)~'/2 das Funktional f durch

/ 1 + y/2
fly,ys2) = . (3.140)
gegeben ist. Weil fiir dieses Funktional
of
— =0 3.141
5 (3141)
gilt, folgt gemaB der Euler-Gleichung (3.135)
d o
77‘1‘; = 0 )
dx Oy
of 1
oder —~ =——= = const., 3.142
o~ Voa (3:142)
mit einer geeignet gewdhlten Konstanten a.
Aus Gleichung (3.140) folgt
of y
= , 3.143
9y o (1+y?) (3:14%)
Das Gleichsetzen mit (3.142) liefert dann
vt 1
x(1+7y'2) 2a’
oder &y 2 = < (3.144)
dx - 20—z’ '
1
T2 T
so dass = [de — = /dx —_—. 3.145
o e Normmre (3149
Substituieren wir
x = a(l—cos®), (3.146)
so dass dr = a(sin©)do ,
in Gleichung (3.145), dann ergibt sich
y = /d@ a?(1 — cos ©)sin ©
V/2a2(1 — cos ©) — a2(1 — cos O)2
_ a/dG(l_COS@)Sln@
V1—cos?©
= a/d@(l —cos0) =a(®© —sin®) + ¢ . (3.147)
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit legen wir den Startpunkt 1 in den Ursprung des
Koordinatensystems, d.h. z(t = 0) = y(t = 0) = 0. Aus (3.146) folgt dann anfanglich
©(t =0) =0, so dass mit y(t = 0) = 0 dann die Integrationskonstante zu ¢; = 0 bestimmt
wird. Fiir die Lésungen (3.146) und (3.147) folgt dann

r=a(l—cosO), y=a(O®—snod). (3.148)

Die Konstante a muss dabei so angepasst werden, dass die Bahnkurve durch den Punkt 2
verlauft, d.h.
x2 =a(l —cosOz), y2=a(0y—sinOy). (3.149)

Die Losung (3.148) stellt die Gleichung einer Zykloide dar, die in Abb. 3.10 veranschaulicht
ist.

X

Abbildung 3.10: Illustration der Zykloidenbewegung

Ein Kreis mit dem Radius a rollt auf einer Geraden ab. Ein gegebener Punkt auf dem Kreis
beschreibt dann eine Zykloide. Aus Abb. 3.10 entnehmen wir fiir die Strecken OA = at und
ebenfalls OA = y + asint. Weiterhin gilt a = x + acost, so dass

y=a(t—sint), x=a(l— cost)

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (3.149).
Wir |6sen (3.148a) nach cos © auf:

a—T

x
cos®=1——, © =arccos
a

und erhalten damit

sin@:\/l—cos2@:%\/2a3:—:c2.
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3.10 Exkurs iiber Variationsprinzipien

Setzen wir dies in Gleichung (3.148b) ein, so folgt der Zusammenhang

a—x

y(z) = —v/2az — 2% + a arccos (3.150)

Fiir die Fallzeit (3. 139) erg|bt sich mit Gleichung (3.144)

t = d — /1
: R
Z2
— \/7 |:_ al"CSIIl :| = \/7 <arCSHl 1-— aI‘CSlIl )
g a Jo 9 a
g \2 a g a

3.10.4 Verallgemeinerung auf mehrere unabhangige Variablen

Bisher haben wir die Euler-Gleichung (3.135) nur fiir eine Funktion y(z) abgeleitet, die von
einer Variablen = abhing. Jetzt verallgemeinern wir auf den Fall, dass das Funktional f von
mehreren unabhangigen Funktionen y; und ihren Ableitungen y; abhangt:

fo=f (@)@ w@.m@,..x)
oder kurz f = (yﬂx),yi(a;),w) , i=1,...,n. (3.152)
Dann fiihren wir wieder in Analogie zu Gleichung (3.123) die Nachbarfunktionen

yi(e, x) = i(0,2) + an;(x)

ein und erhalten vollig analog zu (3.134)

a‘é(a_/ dx Z[Byz <§;>]n'(:v). (3.153)

Da die Variablen y; unabhingig voneinander sind, sind auch die Funktionen 7; unabhingig
voneinander. Fiir & = 0 folgt dann, dass alle einzelnen Integranden in der eckigen Klammer
von Gleichung (3.153) verschwinden miissen, d.h.

of d <8f
ayi oy,

Die Analogie der Euler-Gleichungen (3.154) zu den Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.96) ist
offensichtlich mit den Ersetzungen

r—t, yi—aq, [t — L(gdt) . (3.155)

Mit diesen Ersetzungen ergeben sich aus den Euler-Gleichungen (3.154) dann die Lagrange-
Gleichungen

>:o, i=1,2,...,n. (3.154)

dor oL _
dtd¢;  Og
und wir haben das Hamiltonsche Prinzip bewiesen.

i=1,2,...,n (3.156)
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3.11 Hamiltonsches Prinzip

Das soeben bewiesene Prinzip von Hamilton lautet:
Die Bewegung eines physikalischen Systems zwischen dem Zeitpunkt t1 und dem Zeit-
punkt to ist derart, dass das Linienintegral

to
S= [ aL (3.157)

t1

ein Extremum fir die durchlaufene Bahn ist.
S hat die Dimension EnergiexZeit und heiBt Wirkung.

3.11.1 Die /-Notation
Wir schreiben Gleichung (3.134)

oJ(a) ™ of d
oo /x d L‘?y dz
@

_ [ of of
= /xl dx {ay i \ oy ] n(x) ,
[ of d [(Of
kurz als 0 = /zl dx oy [63/ T 5?/) , (3.158)
mit der Notation 0 = 8—J5a , 0y = @504 . (3.159)
Oa O

Die Bedingung fiir den Extremwert lautet dann
T2 ,
5J:5/ dﬁf(y,y;x>20. (3.160)
z1

Sind die Integrationsgrenzen z; und x5 fest, folgt aus Gleichung (3.160)

) , T2 ,
6J:/ dxéf(y,y;az)z/ dx <g£6y—|—§5,5y> . (3.161)

1 1

Weil

folgt fiir die Variation (3.161)

[T (0f af d
5J—/21 <8y6y+8y/ dx(@)) d

Wie vorher integrieren wir den zweiten Term des Integranden partiell und erhalten

Cqmaf d (of
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Weil die Variation 0y beliebig ist, liefert die Bedingung (3.160), d.h. §J = 0, sofort die

Euler-Gleichung (3.135)
L ()

Oy dr \ oy
Das Symbol ¢ ist nur eine kurze, kompakte Schreibweise der Variationsrechnung, wie sie im
Detail in Abschnitt 3.10.2 ausgefiihrt wurde.

3.11.2 Das Hamilton-Prinzip

Mit der kompakten §-Notation schreibt sich das Hamilton-Prinzip (3.157) kurz als
to

65=05 [ L(q,--\qn,G1,--rdn,t)dt =0. (3.163)

t1
Die Bewegung ist derart, dass die Variation des Linienintegrals .S fiir festes ¢; und ty ver-
schwindet.
Gleichung (3.163) wird auch als Prinzip der kleinsten Wirkung bezeichnet.

3.11.3 Erweiterung des Hamilton-Prinzips auf nichtkonservative Systeme

Sowohl das Hamilton-Prinzip als auch das d'Alembert-Prinzip fiihren, wie wir gezeigt ha-
ben, zu den Lagrange-Gleichungen 2. Art. Letzteres ist aber allgemeiner, da es auch fiir
nichtkonservative (und nichtholonome) Krifte gilt.

GemiB Gleichung (3.74) gilt

S (F-5)-om = 0,
i=1
N N
oder > om0 = Y Fy- 67 (3.164)
=1 i=1

Mit der Rechnung

G (Fivom) = - 677 07 = o om 4 50 (72)
folgt nach Einsetzen von Gleichung (3.164)
d (S . Y S SN
% ;mzmén = ;ml |:7“i'57'i+25<7“i> :|
al IR (%} ]
N
mit FW = > Fi- 0 (3.166)
und o= Y (F) (3.167)
i=1
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ist die gesamte kinetische Energie des Systems.

0* in Gleichung (3.166) deutet an, dass es sich im Allgemeinen nicht um eine Variation han-
delt, sondern um die virtuelle Arbeit bei der Verriickung zur Nachbarkurve. *W bezeichnet
die virtuelle Arbeit der eingeprigten Krafte und nicht die Variation 6W einer Funktion W.

Integrieren wir Gleichung (3.165) nach der Zeit, so ergibt sich

t2 N . to
/dt (5T+5*W):Zmi[ﬁ-5ﬁ]t -0,
=1

t1 1

an den Endpunkten. Wir erhalten dann das verallgemeinerte Hamilton-Prinzip zu

to
/ (6T + 5*W)dt = 0. (3.169)

t1

Im Fall von konservativen Kriften (F = —VV) ergibt sich wieder das Hamilton-Prinzip
(3.163), denn Gleichung (3.166) reduziert sich dann auf

N
. oV
=1

so dass wir fiir Gleichung (3.169)
to to
At 6(T—-V) =9 Ldt=0

t1 t1

erhalten.

3.11.4 Erweiterung des Hamilton-Prinzips auf nichtholonome
Zwangsbedingungen

Nichtholonome Zwangsbedingungen kénnen oft in nicht-integrabler differentieller Form ge-
schrieben werden (siehe Kap. 3.4.4)

Zajkqu+ajdt:0, j=1,....,m, (3.170)
k=1

wobei m die Zahl der Zwangsbedingungen angibt. Betrachtet man virtuelle Verriickungen,

d.h. dt = 6t = 0, so erhilt man

n
» abq =0, j=1,...,m. (3.171)
k=1
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Durch Aufsummieren folgt sowohl

m n
D) apdgr = 0, (3.172)
j=1k=1
m n
als auch >N apde = 0, (3.173)
j=1 k=
wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren \;,j = 1,2,...,m, unbestimmte Parameter, im

Allgemeinen Funktionen der Zeit sind.
Da verschwindend, konnen wir nun Gleichung (3.173) oder dessen Zeitintegral

ta M M

> Najidg; dt = (3.174)

1 j=11i=1
zum Hamiltonschen Prinzip (3.163)

2 2 IS[OL  d oL
5S=6 Lq,..., n,',...,'n,tdt:/ [—_}mdt:o
. (q1s-- -+ Gn, 41, -5 dnst) . z; oq  diog |

dazu addieren und erhalten

tgi: oL —i—Z)\a 5qi dt =0 (3.175)
g di \og;) )T |

1 =1

Die d¢; sind natiirlich noch nicht unabhingig voneinander, sondern durch die m Bezie-
hungen (3.171) miteinander verkniipft. Das heiBt: wihrend die ersten n — m von ihnen
unabhingig voneinander gewahlt werden kdnnen, sind die letzten m der dg; dann durch Glei-
chung (3.171) festgelegt. Allerdings bleiben die Werte der Lagrange-Parameter \; zu unserer
freien Verfiigung.

Wir wahlen die \; so, dass

oL
— + Njaj; =0, it=n—-m+1,....n 3.176
8Qi (a%> Zl / ( )

und betrachten diese Gleichungen als die Bewegungsgleichungen fiir die letzten m Variablen
qi-
Mit den durch (3.176) bestimmten \; kénnen wir Gleichung (3.175) zu

t2 n m aL
/t 8% ( 8%) + Z Njaji | 6gi dt =0 (3.177)

=1 7j=1

reduzieren. Die hierin auftretenden d¢; sind nun unabhingig voneinander und es folgt

oL )
3%_<3q@>+z)\aﬂ_0 i=1,2,...,n—m. (3.178)

j=1
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Kombinieren wir die Gleichungen (3.176) und (3.178), so erhalten wir den kompletten Satz
Lagrange-Gleichungen fiir nichtholonome Systeme zu

d (0L 0L & .
dt<aqi>—aqi—jz:)\jaji:0, 1=1,2,...,n (3179)

und es gilt weiterhin (3.170) als Differentialgleichung
n
Y ajpgeta; =0, j=1,...,m. (3.180)
k=1

(3.179) und (3.180) sind n + m Gleichungen fiir n + m Unbekannte.

Bemerkung 1: Die Gleichungen (3.170)—(3.171) schlieBen auch holonome Zwangsbedingun-
gen
G(Qlw-met) =0

mit ein, denn diese kdnnen auch differentiell als

%qu + %dt =0
1 8qk ot

geschrieben werden, was mit (3.170) identisch ist fiir

el e

- = e 181
o YT ot (3.181)

Wir kénnen also diese Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren auch fiir holonome Zwangs-
bedingungen verwenden,

1. wenn es unbequem ist, alle Koordinaten auf unabhingige verallgemeinerte Koordinaten
zu transformieren, und/oder

2. wenn man die Zwangskrafte berechnen will.
Bemerkung 2: Die Gleichungen (3.170)—(3.171) schlieBen nicht alle nichtholonomen Zwangs-
bedingungen ein, wie z.B. Ungleichungen.

3.11.5 Beispiel: Rollendes Fass

Wir wollen das gerade Erlernte an einem Beispiel demonstrieren. Wir betrachten ein Fass,
das ohne Schlupf eine schiefe Ebene hinabrollt (Abb. 3.11).
Die zwei generalisierten Koordinaten sind (¢1, ¢2) = (x, ©) (siehe Abb. 3.11) und die Zwangs-
bedingung lautet

z=RO. (3.182)
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l

.

Abbildung 3.11: Rollendes Fass ohne Schlupf auf schiefer Ebene

In holonomer Form entspricht dies
G(z,0) = RO — =z,
oder in differentieller Form
dr = RdO .

In Anlehnung an Gleichung (3.181) bestimmen wir aus der Zwangsbedingung die Koeffizien-

ten
a —a—G—R a—a—G—
°~"90 " T 9r

so dass Gleichung (3.173) in diesem Fall einer einzigen Zwangsbedingung

_17

A(—dz + RdO) =0 (3.183)

lautet.
Die kinetische Energie ist die Summe aus der kinetischen Energie der Bewegung des Mas-
senzentrums und der kinetischen Energie der Bewegung um das Massenzentrum:

M M .

T=—"i"+ —R*O*.

2 + 2
Die potentielle Energie ist V = M g(l —z) sin ¢, wobei [ die Lange der schiefen Ebene angibt.
Die Lagrange-Funktion ist dann durch

M M _,.
L:T—V:?'2+7R2®2—Mg(l—x)sin¢ (3.184)
gegeben.
Die Lagrange-Gleichungen (3.179) lauten dann
d OL 0L
B VR 1
Gior o A (3.185)
d oL 0L
a0 ob _ , 1
und 796 90 Aag AR (3.186)

Aus der Lagrange-Funktion (3.184) erhalten wir

oL ) oL . oL OL 9
%—Mgsm(ﬁ, E—Mx, %—O, %—MRG).
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Die Lagrange-Gleichungen (3.185) und (3.186) lauten dann

Mi— Mgsing+A = 0 (3.187)
und MR*© —AR = 0. (3.188)

Wir leiten die Zwangsbedingung (3.182) zweimal nach der Zeit ab und erhalten
RO =i (3.189)

und setzen dies in Gleichung (3.188) ein. Dann erhalten wir

Mi =\, (3.190)
so dass aus Gleichung (3.187) folgt
= gs;n¢ und ) = @ . (3.191)

Mit Gleichung (3.189) ergibt sich dann sofort

= gsing
0= SR

(3.192)

Die Gleichungen (3.191) und (3.192) lassen sich sofort zweimal iiber die Zeit integrieren und
ergeben die allgemeine Losung.

Wir erkennen an Gleichung (3.191a), dass das Fass die schiefe Ebene nur mit der halben
Beschleunigung hinabrollt, die es hétte, wenn es eine reibungslose Ebene hinabglitte. Die
Zwangskraft in negative z-Richtung hat die Starke A = Mgsin ¢/2.

Ubungsaufgabe:

(A3.11.1) Ein anfanglich ruhender Kérper féllt aus einer Hohe von 20 m und erreicht den
Erdboden nach 2 Sekunden. ZahlenmiBig ware die Gleichung zwischen der Fallhéhe s und
der Zeit t mit folgenden drei Gesetzen vertraglich:

= t = 1 12 = 1 13
S S — S —_

git, 292 ) 493 )
mit g = 10m/s, g=10m/s®, g3=10m/s’.

Zeigen Sie, dass das richtige Fallgesetz ein Minimum fiir das Wirkungsintegral des Hamilton-
Prinzips ergibt.

3.11.6 Das Wesentliche der Lagrange-Dynamik

1. Die Lagrange-Mechanik ist keine neue Theorie: sie ist vollig dquivalent zur Newton-
Mechanik. Nur die Methode ist anders.
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2. Newton betont dufiere Einwirkungen auf einen Korper (wie die Kraft), wahrend bei der
Lagrange-Dynamik physikalische GroBen betrachtet werden, die mit dem Kérper assozi-
iert sind (kinetische und potentielle Energie). Nirgendwo in der Lagrange-Formulierung
geht das Konzept einer Kraft ein. Dies ist besonders wichtig, denn Energien sind Ska-
lare, so dass die Lagrange-Funktion invariant ist gegen Koordinaten-Transformationen!

3. Bei komplexen mechanischen Problemen ist es oft schwierig, alle Krafte anzugeben,
und leichter, die kinetische und potentielle Energie aller interessierenden Massenpunkte
zu berechnen.

4. Die Newton-Mechanik ist die differentielle Formulierung (Anderung; Ableitung) der
Mechanik. Das Hamilton-Prinzip ist die integrale Formulierung. Beide Formulierungen
sind vollig dquivalent.

5. Nach dem Hamilton-Prinzip richtet die Natur es so ein, dass das Zeitintegral iiber die
Differenz von kinetischer und potentieller Energie minimiert wird. Manche Zeitgenossen
bezeichnen dies als: “Natur ist faul”.

3.12 Symmetrien und Erhaltungssitze

Erhaltungssdtze ermdglichen allgemeine Aussagen iliber das Verhalten eines physikalischen
Problems, ohne die Lésungen der Bewegungsgleichungen mit ihrer Zeitabhangigkeit zu ken-
nen.

Eine GroBe F ist ErhaltungsgroBe, wenn sie sich nicht mit der Zeit dndert, d.h.

d

—F=0. 3.193
g (3.193)
Der Lagrange-Formalismus ermdglicht das schnelle Erkennen von ErhaltungsgroBen. Betrach-

ten wir die Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.96):

d(OLN_OL
dt \ 0q; oq; TS

Falls es eine verallgemeinerte Koordinate g gibt, die nicht explizit in der Lagrange-Funktion
auftaucht, d.h. 3gx mit (0L/0qx) = 0, dann folgt aus der Lagrange-Gleichung

d (0L
Z =) = 194
dt (3%) ’ (3194
und (0L/0gy) ist ErhaltungsgroBe.
Definition 1
oL
— oL 3.195
D= 5o (3.195)

heiBt der zur Koordinate g kanonisch konjugierte Impuls.

111



3 Analytische Mechanik

Definition 2: qi heiBt zyklische Koordinate, falls

oL
—=0. 3.196
e (3.196)

Mit diesen beiden Definitionen folgt der Satz: Ist q; zyklisch, so bleibt der dazugehdrende
kanonisch konjugierte Impuls erhalten.
Die Definition 1 ist plausibel, wie folgende zwei Beispiele zeigen:

(i) Ist das Potential V' geschwindigkeitsunabhingig und g reprasentiere die kartesische
Koordinate. Dann reduziert sich fiir einen Massenpunkt m der kanonisch konjugierte

Impuls
= a—L = Q 1mabQ =mz
Pr =" ~ 01 \ 2 -

auf die z-Komponente des linearen Impulses.

(ii) Falls bei Polarkoordinaten g ein Winkel ist, so erhdlt man aus (OL/dgy) einen Dre-
himpuls.

Erweitert man von der Ortskoordinate = mit dem dazugehdrenden kanonisch konjugierten
Impuls (OL/0%) auf den Ortsvektor ¥ = (z,y, z), so bezeichnet

0L g, (0L oL oL

entsprechend den dazugehorigen kanonisch konjugierten Impulsvektor.

3.12.1 Energieerhaltungssatz

Wir beweisen jetzt den Energieerhaltungssatz: Die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie eines physikalischen Systems ist erhalten, falls das System abgeschlossen und das
Potential konservativ ist. Abgeschlossen heiBt: Es findet keine Wechselwirkung des Systems
mit der AuBenwelt statt, so dass

1. die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, d.h.

oL
2 =0 (3.198)

2. und auch

(a) die Zwangsbedingungen und
(b) das Potential nicht explizit von der Zeit abhingig sind.

Bedingung (a) impliziert, dass die Koordinatentransformationsgleichungen (3.81) zei-
tunabhéngig sind,
or;

=0.
ot
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3.12 Symmetrien und Erhaltungssétze

Diese Unabhéangigkeit von der Zeit wird als Homogenitit der Zeit bezeichnet.

Wir beweisen den Energieerhaltungssatz in zwei Schritten: zunichst zeigen wir, dass bei
Homogenitat der Zeit die sogenannte Hamilton-Funktion (siehe Gleichung (3.203)) eine Er-
haltungsgroBe ist. AnschlieBend zeigen wir, dass bei einem konservativen Potential, wenn
also das Potential geschwindigkeitsunabhangig ist,

ov
— = 0 ,
aq]'
diese Hamilton-Funktion gleich der Gesamtenergie des Systems ist. Dann gilt der
Satz: Gelten fiir die Lagrange-Funktion L = T'— V eines physikalischen Systems die Bedin-
gungen
OL or ov
— = — =0 — =0 3.199
ot ot T 04, ’ ( )
so bleibt die Gesamtenergie ' =T + V erhalten.
Fiir den Beweis brauchen wir das Euler- Theorem fiir homogene Funktionen: Sei f : RN — IR
eine homogene Funktion m-ten Grades, d.h.

VAelR
und VZ = (z1,...,2x5) € RN
gilt fOAZ)=N"f(Z) .
Dann gilt
N
2 gfflxz =mf(Z) . (3.200)

Beweis: Das totale Differential von f(AZ) = A™ f(Z) nach \ ergibt mit der Kettenregel

df(Aa?):Z of 9(\xi) _ OF i —ma™1F(Z) ., VAER.

3 o) Ox  “= 9 () .

i=1

Setzen wir in dieser Gleichung A = 1, so folgt

Q.E.D.
Jetzt wenden wir uns dem Beweis des Energiesatzes zu. Wir berechnen die totale zeitliche
Ableitung der Lagrange-Funktion L(g;, ¢, 1):

S

d *. oL oL oL
L= iy i 22
=2 g Ut

j=1 j=1
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Mit (0L/0t) = 0 folgt unter Verwendung der Lagrange-Gleichung

d /0L . OL .
Gl = 2 (Gp0+ 50)

j=1
(L () ) - ()
S \dt \og;) ™~ 94;") = dt \dg;
d |~ 0L
= — —q L .201
oder 0 g > aq,jq] ) (3.201)
d.h. die GroBe )
H= a—;q'j—L (3.202)
= 94

ist ErhaltungsgroBe.
Mit der Definition 1 der kanonisch konjugierten Impulse (3.195) kénnen wir diese Erhal-
tungsgroBe auch in der Form

S
H=> pjgi—L (3.203)
j=1
schreiben. H wird als Hamilton-Funktion oder Hamiltonian des Systems bezeichnet.
Wegen (0V/0¢;) = 0 ist
g;;fjj = g;;q‘j : (3.204)
Wegen (07;/0t) = 0 ist die kinetische Energie T" eine homogene Funktion 2. Grades in den

verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; (Beweis siehe Abschnitt 3.8.3, (3.103)):

T((j) = iiajkq'jq‘k, (3.205)

j=1 k=1
so dass gilt T (x\(j') = N7 <q’>
und es folgt aus dem Euler-Theorem (3.200):
~ T
—q; = 2T . 3.206
4 qj ( )

j=1
Damit erhalten wir fiir die ErhaltungsgroBe (3.202):

*\ IL .
=1 84,
[ oT . ]
j=1 ‘Tqﬂ’qj :

- W L=2T—(T-V)=T+V=E. (3.207)

H =
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3.12 Symmetrien und Erhaltungssétze

Wir merken an, dass wir die Beziehung (3.206) alternativ auch direkt aus der Darstellung
(3.205) beweisen konnen. Aus jener folgt

8ql Z a;igj + Z aikqr -

Es folgt
Z 8‘]1 - Z Z 51951 + Z Z adrqr = 2T,
] T

weil Indizes beliebig nummeriert werden konnen.

3.12.2 Impulssatz, Schwerpunktsystem, Schwerpunktsatz

Wir beweisen jetzt weitere Erhaltungssatze.

Impulssatz: Der Gesamtimpuls P= Ef\ilﬁz eines Systems von N Massenpunkten bleibt
erhalten, wenn die Lagrange-Funktion translationsinvariant ist.

Translationsinvarianz bedeutet, dass das N-Teilchensystem in eine beliebige Richtung ver-
schoben werden kann, ohne dass sich die Lagrange-Funktion dndert. Es darf daher kein
duBeres Potential V' geben, deren Gradient F=_-VV eine ortsabhanglge Kraft auf das
System ausiibt und damit den Impuls der Teilchen gemaB p; = —V,;V verindert. Diese
Eigenschaft des Systems wird als Homogenitit des Raums bezeichnet.

Beweis: Bezeichne 6L die Anderung der Lagrange-Funktion bei einer infinitesimalen Ver-
schiebung des Systems um 7. Die Verschiebung entspricht der Transformation 77; =7+ Or.
Die Geschwindigkeitsvektoren dndern sich nicht, weil ihre Richtungen in den Bezugssyste-
men vor und nach der Koordinatentransformation unverindert bleiben. (Bei Drehungen ist
es allerdings anders, siehe Kap. 3.12.3!) Da sich nur die Ortsvektoren dndern, folgt bei
Translationsinvarianz (6L = 0)

Zar SF=0.

Da 07 # 0 und beliebig ist, erhalten wir

Stellt man die Lagrange-Gleichungen fiir alle Massenpunkte auf und summiert diese iiber alle
1, so folgt
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Nach Einfiihrung der kanonisch konjugierten Impulsvektoren (3.197) der einzelnen Massen-
punkte

0L
pi 767%%
Y d
erhalten wir ;1 e pr E Di
oder P = const. (3.208)

Q.E.D.

Der Gesamtimpuls des Systems bleibt erhalten, was im Allgemeinen nicht fiir die Einzelim-
pulse gilt.

Bemerkung: Es kann vorkommen, dass die Lagrange-Funktion nur in einer Richtung, z.B.
der é3-Richtung, translationsinvariant ist. Dann diirfen die infinitesimalen Verschiebungen 67
nur in die €3-Richtung vollzogen werden, d.h.

OL
> 55 = 0, (3.209)

so dass nur die z-Komponente des Gesamtimpulses in €3-Richtung erhalten bleibt. Die an-
deren Gesamtimpulskomponenten bleiben jedoch nicht erhalten.

Ein Beispiel dafiir ist die schiefe Ebene aus Kap. 3.1.1: der Massenpunkt kann in die y-
Richtung, die senkrecht zur Papierebene zeigt, beliebig bewegt werden, ohne Anderung der
Lagrange-Funktion. y ist eine zyklische Koordinate und der dazugehorende kanonisch kon-
jugierte Impuls, der in diesem Fall gleich der y-Komponente des Gesamtimpulses ist, bleibt
erhalten.

Schwerpunktsatz: Wir untersuchen jetzt die Anderung des Gesamtimpulses eines N-Teil-
chensystems bei einer Galilei-Transformation in ein anderes Inertialsystem K, das sich mit
der konstanten Geschwindigkeit V relativ zum urspriinglichen Koordinatensystem K bewegt
(siehe Abb 3.12).

Fiir alle Ortsvektoren lauten die Transformationsgleichungen

FoR eVt ReRaV
Fiir den Gesamtimpuls erhalten wir dann
N N N N
Z Z Z "+ miV=P+MV, (3.210)
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ST

Abbildung 3.12: Transformation des Ortsvektors bei Galilei-Transformation

wobei M = Zf\il m; die Gesamtmasse des Systems ist.

Definition: Das System, in dem der Gesamtimpuls P’ = ( verschwindet, heiBt Schwerpunkt-

system.
Nach Gleichung (3.210) erhilt man (wegen P = 0) P = MV oder

gL it _ g : (3.211)

wobei Ry der Schwerpunktvektor des Systems ist:

N S
Ry = % (3.212)
D i1 M

Aus Gleichung (3.211) folgt sofort der
Schwerpunktsatz: Bleibt der Gesamtimpuls P eines Systems erhalten, so ist die Schwer-
punktgeschwindigkeit 1% ebenfalls eine ErhaltungsgrifSe. Insbesondere ist dann das Schwer-
punktsystem ein Inertialsystem.
AbschlieBend betrachten wir die Bewegungsgleichung fiir den Gesamtimpuls bei konservativen
Kraften. Die Lagrange-Funktion eines N-Teilchensystems lautet

N
_Zmi;z
L= ?T’L_V
=1

Fiir konservative Kréafte ist V' eine Funktion der IV Ortsvektoren mit der Eigenschaft

- - ov. 0L
Fi=-ViV=-—"3=_—+.
ViV 87“i (97”1'
Aus der Summe der Lagrange-Gleichungen der einzelnen Massenpunkte folgt dann
N N
d (0L oL d - d = = =
——=)-=1= —(py)—F| = —P—-F=0,
; {dt (aqr) 6&} ; [dt 2 ] dt
oder P = F. (3.213)
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das natiirlich dem zweiten Newtonschen Axiom fiir ein N-Teilchensystem entspricht: Die
Anderung des Gesamtimpulses ist gleich der Summe der duBeren Krifte.

3.12.3 Drehimpulserhaltung

Drehimpulserhaltungssatz: Bei Systemen, deren Lagrange-Funktion invariant gegeniber
Drehungen um ein Zentrum ist, bleibt der Gesamtdrehimpuls beziiglich des Zentrums
erhalten.

Diese Rotationsinvarianz wird als Isotropie des Raums bezeichnet.

Infinitesimale Drehungen (im Gegensatz zu endlichen Drehungen) lassen sich durch den

Vektor
6F = do x (3.214)

darstellen, wobei |dg| der Wert des infinitesimalen Drehwinkels (siehe Abb. 3.13) ist und d¢
in die Richtung der Drehachse zeigt. (Der genaue Beweis folgt aus den Transformationsei-

genschaften des Vektors.)

- Z=Zz
de=dgé hier: 6= ¢
P E - N
J < o S
\\\\\ N :
; r/
A |
j =
d(p /l/ \b\'\. 11/’ y
X/ i
%

Abbildung 3.13: Anderung eines Ortsvektors bei einer infinitesimalen Drehung des Sys-
tems

Wir zeigen zunichst, dass die Drehoperation kommutativ fiir infinitesimale Anderungen ist.
Dazu betrachten wir zwei infinitesimale Rotationen d¢1 und d¢s. Durch die erste Rotation
d¢1 andert sich der Ortsvektor

—

Fo 7P+ mit 67 =ddy x 7.
Diesen Vektor drehen wir dann um d(;Q um eine andere Achse, so dass

67 = dy X (7 + 0F1) .
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Nach diesen zwei Drehungen erhalten wir den Vektor

Pt i, = T4 [d&lxﬂd&gx(ﬂm) ,

so dass 0fla = d$1XF+d$2XF,

)

wobei wir den Term 2. Ordnung dq% x o071 aufgrund der Annahme infinitesimal kleiner
Drehwinkel vernachlassigen kdnnen.
Nun vertauschen wir die Reihenfolge der Drehungen 1 und 2 und erhalten ebenso den Vektor

P40y = 7+ |dby x T+ ddy x (F+67)| |
mit (57_”2’1 = d(l_§2 X 7+ d(l_gl X 7= 57?1,2 s

womit die Kommutativitat der Rotationsvektoren d(ﬁl und d(Eg bewiesen ist.
Da Gleichung (3.214) fiir die Anderung aller Vektoren gilt, erhalten wir speziell fiir das
Verhalten der Geschwindigkeitsvektoren bei infinitesimalen Rotationen

57 =dp x T (3.215)

Fiir die Anderung der Lagrange-Funktion eines N-Teilchensystems bei infinitesimalen Rota-
tionen erhalten wir dann

] =

5L = <8L-5ﬁ-+a.L-5ﬁ>

or; or;

{aL(dquf;-)-i-gf‘

8’” T

=1

I
WE

(qu X F)] . (3.216)

i=1

Mit den konjugierten Impulsen p; = 6L/8ﬁ~ und den Lagrange-Gleichungen

doL . OL
ﬁaiﬁ =pi = 87771
folgt fiir Gleichung (3.216)
N
5L:Z[ﬁi- (d&><ﬁ)+ﬁi- (dq‘s’xa)} : (3.217)

1=

Aufgrund der zyklischen Vertauschbarkeit der Spatprodukte (vgl. Gl. (1.24)) folgt
N . .
oL = Y [dd- (7 x i) +dé- (7 x 7i)]

X LR
= dé-Y - [Hxpl=dé- Y i, (3.218)
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wobei [; = 7 x p; der Drehimpuls des i-ten Teilchens ist.
Aus der Invarianz der Lagrange-Funktion gegeniiber Drehungen L = 0 folgt dann

_’N
= :¢Z

&‘g‘

und weil dies fiir jede beliebige Drehung dgg gelten muss,

N
Z (3.219)

&.‘g‘

Der Gesamtdrehimpuls £ = Z@]sz ist ErhaltungsgroBe. Nur dieser, und nicht die Drehim-
pulse der einzelnen Massenpunkte, bleibt bei Rotationsinvarianz erhalten.
Damit ist der Drehimpulserhaltungssatz bewiesen.

Ubungsaufgabe:

(A3.12.1) Beweisen Sie, dass nur eine Gesamtdrehimpulskomponente erhalten bleibt, wenn
die Lagrange-Funktion invariant ist gegeniiber Drehungen um eine Achse.

3.12.4 Zusammenfassung

Wir haben drei wichtige Beziehungen zwischen den Symmetrieeigenschaften eines abge-
schlossenen Systems und der Erhaltung von physikalischen GroBen bewiesen, die in Tabelle
3.1 zusammengefasst sind.

Tabelle 3.1: Symmetrien und Erhaltungssétze

Eigenschaft des Lagrange-Funktion Erhaltungsgrofie
Inertialsystems
Homogenitét der Zeit keine explizite Funktion | Hamilton-Funktion
der Zeit (bei konservativen
Kraftfeldern

gleich Gesamtenergie)

Homogenitéit des Raums | translationsinvariant Gesamtimpuls

Isotropie des Raums rotationsinvariant Gesamtdrehimpuls

Alle drei Erhaltungssatze lassen sich ebenfalls elegant aus dem Noether-Theorem ableiten.
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3.12.5 Noether-Theorem fiir autonome Systeme

Wie wir gesehen haben, hdngt das Auftreten zyklischer Variablen und damit die Existenz von
Bewegungsintegralen eng zusammen mit Symmetrien des Systems. Eine solche Symmetrie
liegt vor, wenn die Lagrange-Funktion des Systems gegeniiber einer Symmetrietransformation
der Variablen:

G = hi(qi, @) (3.220)

invariant ist, wenn also gilt
L (Gi, @irt) = L (i, is t) - (3.221)

Dabei ist die Transformation von einem Parameter a abhangig, mit der Bedingung, dass sich
fir o = 0 die identische Transformation ergibt:

hi (¢:,0) = ¢; -

Bei einer zyklischen Variablen ¢ besteht die Symmetrietransformation in einer Verschiebung
um « langs der gx-Achse im Konfigurationsraum:

k= qx +

bei der die Lagrange-Funktion sich natiirlich nicht dandert, da sie gar nicht von ¢, abhangt.
Im allgemeinen Fall gilt fiir autonome Systeme, fiir die also L nicht explizit von der Zeit
abhangt, das

Theorem von Emmy Noether: Die Lagrange-Funktion L({, cf) sei unter der Transforma-
tion §; = hi(q, ) invariant, wobei o ein kontinuierlicher Parameter und h;(q,0) = g
die Identitdt ist. Es existiert dann ein Bewegungsintegral

s

G (g di) = g; [dihi (7, a)] : (3.222)

i=1 =0

Beweis:
Zum einen erfiillen auch die transformierten Bahnen ¢;(t,a) = h;(qi(t),«) die Lagrange-
Gleichungen:

g OL (@t,0),q(t.0)) oL (it @), dlt,0))
dt 9q; - 0q; '

Andererseits soll nach Voraussetzung L invariant gegeniiber Symmetrietransformationen sein,
also nicht von «a abhéngen:

(3.223)

d /- . 4 )
ok (q(tja),q(t,a)) = L <q(t,a),q(t’a))

oy (Okda oLdi

- ;(3% da+aqi da>—0- (3.224)
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Durch Einsetzen von (OL/dq;) aus Gleichung (3.96) und ¢; = h;(7,0) = hi(q, @)a=0 folgt
wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationen nach ¢ und «:

i d (0L [dh;(q; ) 4 OL d [dhi(d, o) _
dt \ 9¢; do |, O¢dt| da |,._,)

=1
d X (OL [dh; (7, a)
a2 (5 |

i=1

0) = 0. (3.225)

womit die Behauptung bewiesen ist. Q.E.D.

Mit dem Noether-Theorem beweisen wir jetzt spezielle Symmetrie-Eigenschaften.
Homogenitadt des Raumes: Da kein Raumpunkt ausgezeichnet ist, stellt fiir ein abgeschlos-
senes System die Verschiebung um a, in z-Richtung eine Symmetrietransformation dar. Fiir
ein N-Teilchensystem ist

Tj=xj+a,, j=1,...,N.

Das entsprechende Bewegungsintegral ist nach dem Noether-Theorem (3.222)

N N N
oL [d (2, + axﬁ D P o N (3.226)

Qg = j=1

also die z-Komponente des Gesamtimpulses. Entsprechendes gilt fiir die y- und die z-
Koordinate.

Isotropie des Raumes: Da keine Drehrichtung im Raum ausgezeichnet ist, stellt die Dre-
hung um die z-Achse um «, fiir abgeschlossene Systeme eine Symmetrietransformation dar.
Die Lagrange-Funktion muss dabei invariant bleiben. Die Koordinaten eines Systems von
Massenpunkten dndern sich bei der Drehung in folgender Weise (vergl. Kap. 1.5):

Tj=wxjcosa; —y;sina,, Yj=xjsina, +y;jcosa; .

Das zugehorige Bewegungsintegral ist dann

N

oL {d (zjcosa, —y;sina )]
o Oi; |day G : =0
oL i(ac-sinoa + y, cosa)
ayj do, ! 2T Ui : a;=0
N N
OL OL
= 2 <a<xﬂ' B aj:-yj> =2 @ipu = Yipa)) = X Loy =L, (3227)
= \9%; J j=1 j=1

also die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses. Entsprechendes gilt fiir die 2- und die y-
Komponente.

122



3.13 Geschwindigkeitsabhéingige Kréfte

Wenn das System nicht abgeschlossen ist, kann seine Lagrange-Funktion trotzdem gegeniiber
einigen dieser Symmetrietransformationen invariant sein und zu den entsprechenden Bewe-
gungsintegralen fiihren. Als Beispiel diene ein Massenpunkt m im homogenen Schwerefeld
mit der Lagrange-Funktion

L:%(:'U2+122+é2)—mgz.

Obwohl! dieses System nicht abgeschlossen ist, stellen die Verschiebungen in z- und y-
Richtung und die Drehung um die z-Achse Symmetrieoperationen dar. Es bleiben daher
Dz, Py und L erhalten.

Das Noether-Theorem wurde hier nur fiir autonome Systeme und zeitunabhingige Symme-
trietransformationen bewiesen. Das Theorem gilt auch fiir den zeitabhangigen Fall, nimmt
dann aber eine wesentlich kompliziertere Gestalt an (Killing-Gleichungen).

Das Theorem von Noether bezieht sich nur auf Transformationen, die liber einen Parameter
kontinuierlich aus der Identitdt hervorgehen (siehe (3.220)—(3.222)). Daneben gibt es auch
unstetige Transformationen wie die Raum-, Zeit- und Ladungsspiegelung, denen ebenfalls
ErhaltungsgréBen zugeordnet sind (Paritét). Sie spielen in der klassischen Mechanik kaum
eine Rolle, sind aber von groBer Bedeutung in der Quantenmechanik.

3.13 Geschwindigkeitsabhangige Krifte
Wir wollen nun die Lagrange-Gleichungen auf geschwindigkeitsabhidngige Potentiale

V*(qla"‘aqsaqla"'aqs7t) .

erweitern, statt wie bisher konservative Felder mit (0V/d¢qx) = 0 anzunehmen. Diese Erweite-
rung ist wichtig fiir die Behandlung der Lorentz-Kraft (Kap. 3.13.1) und von Reibungskraften
(Kap. 3.13.2).

Von dem geschwindigkeitsabhangigen Potential V* fordert man, dass sich damit die verall-
gemeinerten Krifte Q; (siehe Gleichung (3.86)) schreiben lassen als

N
L OF; ov* dov*
- K, - —t=— 4+ - 3.228
Q] ; an 8%‘ dt 8qj ( )
Setzen wir dies in Gleichung (3.91)
d (0T oT
=y 2= . -1
dt (aq]) 8(]] Q] 9 .] 9 ) S
ein, so folgt i O—T — 8—T = i ov” — ov?
' & it \9q; )~ 9q; — dt \ 94 9q;
oder i 8(T_.V) _8(T—V) = 0,
dt aq]' aqj'
so dass mit L = T-V" (3.229)
d [OL oL
wieder i [8%] 8% 0, J > ) S (3 30)
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3 Analytische Mechanik

die Lagrange-Gleichungen 2. Art resultieren, die somit auch fiir Krafte giiltig sind, die sich
gemiB Gleichung (3.228) aus einem geschwindigkeitsabhdngigen Potential ableiten lassen.
Diese Erweiterung ist sinnvoll, wie das Beispiel der Lorentz-Kraft zeigt.

3.13.1 Beispiel: Lorentz-Kraft

Auf ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld wirkt die sogenannte Lorentzkraft
(im GauBschen MaBsystem)

7x B, (3.231)

C

wobei E die elektrische Feldstirke, B die magnetische Feldstarke, ¥’ die Teilchengeschwindig-
keit und c die Lichtgeschwindigkeit darstellen. In der Vorlesung Elektrodynamik wird gezeigt
werden, dass sich die Feldstarken

BevVxd, Fe-_vo_1%4 (3.232)

aus einem skalaren Potential ®(, ) und einem Vektorpotential A(7,t) ableiten lassen. Setzt
man die Gleichungen (3.232) in Gleichung (3.231) ein, so folgt fiir die Lorentzkraft

. - 104 1. /= =
F=ce <—V<I>—Cat+cv>< (VXA)> . (3.233)

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, betrachten wir die x-Komponente des letzten Terms:
. - o B 0A, 04, 0A, O0A,
Tg_[UX<VXA>L B vy<3x_8y>_vz<8z_8x)

0A,  0A, A,  0A,
—+ v, — Uy

P ar Y oy 0z
Nun addieren wir
0 0A,; 0A;
=Vp—— — Up——
Ox ox
und erhalten mit
dA,  0A; n 0A; n 0A; n 04,
a ot \"ar "Way "8, )
dass T - U@Ay_H}@AZ_H) (9Ax_v aAI—van—van
T oy “ Oz Y oz Y oz Y oy * 0z
0 -\ dA; 04,
= —(7-A)— .
Ox (U > dt + ot
Damit erhalten wir nach (3.233) fiir die z-Komponente der Lorentzkraft
F, ob 104, 10 /., = 1dA, 104,
e 77 - 2 (g - A) - = -
e ox c@t—i_c@x(v ) c dt c Ot
o 190 = 1dA
= —— + - (v-A) =2
ox + cOx (v ) c dt
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3.13 Geschwindigkeitsabhéingige Kréfte

Weil /Y(F, t) nicht von der Geschwindigkeit ¥ abhangt, gilt

0 d S
A = gy, W) = 5, (4-7)
x 0 1, 5 1d /0 [/~ .
so dass ~ = o [@ - A] o ((%x (A : v)) . (3.234)

Da das skalare Potential ®(7,t) ebenfalls nicht von der Geschwindigkeit ¢ abhdngt, diirfen
wir schreiben

F, = —g—g + Zggc ; (3.235)
mit dem generalisierten Potential
U=ed- ZE- 7. (3.236)
Entsprechendes gilt fiir die - und z-Komponente der Lorentzkraft, d.h.
d d
so dass allgemein F = —V:U+ % (ﬁgU) : (3.237)

Die Gleichungen (3.235) und (3.237) erfiillen genau die in Gleichung (3.228) gestellten An-
forderungen an das verallgemeinerte Potential V*.
Fiir die Lagrange-Funktion (3.229) folgt mit V* = U:

L=T—eb+ A 7. (3.238)
C

Fiir den zu ¢ kanonisch konjugierten Impuls erhalten wir dann

OL _ 0T e OF
C

bk = - = = + C—. 3.239
Pk Oqr, Oy O ( )

Liegen keine Zwangsbedingungen vor, so sind die verallgemeinerten Koordinaten g gleich
den natiirlichen Koordinaten zj. Es gilt dann fiir den zu x;, kanonisch konjugierten Impuls

oT e » OU
Pk E :

e
= A — = —-A .24

wobei py der lineare Impuls ist. Also ist der kanonisch konjugierte Gesamtimpuls des Teilchens

P=p+-4, (3.241)

ol

d.h. ein Teilchen im Magnetfeld dndert seinen Impuls um e/cff. Dies ist ein Beispiel dafiir,
dass der kanonisch konjugierte Impuls bei geschwindigkeitsabhangigem Potential nicht mit
dem mechanischen Linearimpuls iibereinstimmt.
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3 Analytische Mechanik

3.13.2 Reibungskrafte und Dissipationsfunktion

Reibungskrafte haben wir bereits in Kap. 2.5.1 kennengelernt.
Wir beginnen die Diskussion wieder bei Gleichung (3.91)

d (0T oT
) 2 g, j=1,...,s.

Nun spalten wir die verallgemeinerte Kraft

Qi=Q" +qQ'" (3.242)

in einen konservativen Anteil Q;k) und die verallgemeinerte Reibungskraft Qy) auf. Der
konservative Anteil

ldsst sich aus einem Potential ableiten. Fiir die verallgemeinerte Reibungskraft erhalten wir
gemiB Gleichung (3.86)

N
r (7 87?2
QY = ZF-( . (3.243)

und konnen diese aus den Reibungskraften ﬁir) in natiirlichen Koordinaten berechnen.
Mit der Lagrange-Funktion L =T — V folgt dann fiir (3.91)

dt(@qj) 5=l =l (3.244)

Damit kann man prinzipiell die Bewegungsgleichungen bestimmen; allerdings ist die Berech-
nung der verallgemeinerten Reibungskrafte oft aufwendig.
Verwenden wir den allgemeinen Ansatz (2.80)

FO = —Ki(w) 2, i=1,...,N, (3.245)
v
dann folgt fiir (3.243)
U 5 o
Qj _ZKz (Uz) : : aqj
i=1
Mit der Hilfsformel (3.83)
oy 07
an 8qj ’
" al 7 of,
folgt Q-T = — K; (v; . ‘Z .
; ; (v) a4;
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3.13 Geschwindigkeitsabhéingige Kréfte

Es ist
7 o _ li(ﬂ F) = 1 9v7 fv.%
' 0g; 2 Ogj Y7 20q;  'og;
N
q (r) _ 3.246
so dass Q; ; 8q] ( )
Trick: Sei F' die Stammfunktion von f, also
a(x)
| aviw = Faw) - Fo).
0
d [ d da(x)

il — = —|F - F = . .24
dangle o[ f) = TPl - FO) = fa@) G @20
Wenden wir diesen Trick auf Gleichung (3.246) an, dann gilt:

a [Y ov;
o dv; K; (v;) = K;(vi) o~
5 () = Kiw) 52
(r) 0 oL [ aD
und wir erhalten = / dv; K; (9;) = , (3.248
mit der Dissipationsfunktion
N
D= Z/ dv; K; (%) (3.249)
i=1"0
Damit wird dann aus (3.244)
d (0L OL 0D
) = g, =15, 3.250
dt <0qy> dq;  0q; ’ ( )

Beispiel: Im Fall der Stokesschen Reibung (2.81), ﬁi(T) = —K,4;, ist K;(v;) = K;v;, so dass
nach Gleichung (3.249)

N X N
v; o 1
D= E KZ/O dvi V; = 5 E Kivf . (3.251)
i=1 i=1

Diese spezielle Dissipationsfunktion wird als Rayleighsche Dissipationsfunktion bezeichnet.
Die vom System gegen die Reibung geleistete Arbeit ist

N N N
=1 i=1 i=1

d.h. die Leistung (dW/dt) = 2D ist gleich dem doppelten Wert der Dissipationsfunktion. Da
diese Energie in Warme umgewandelt wird und dem System dadurch verloren geht, spricht
man von Energiedissipation, was auch die Namensgebung fiir die Funktion D rechtfertigt.
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3 Analytische Mechanik

3.14 Der Virialsatz

Der Virialsatz ist oft sehr hilfreich, um das zeitliche Mittel einer physikalischen GroBe S(t)
zu berechnen.

Definition: Der Mittelwert (oder Erwartungswert) einer zeitlich veranderlichen physikalischen
GroBe wird durch

W) =W =+ / "Wt (3.253)
T Jo

definiert, wobei 7 ein zu wihlendes Zeitintervall kennzeichnet.
Fiir ein System von N-Massenpunkten in einem begrenzten Volumen, die sich mit endlicher
Geschwindigkeit bewegen (d.h. die Werte 7; und p; sind begrenzt), betrachten wir die GroBe

N
Z (3.254)

Dann gilt
as M. N .
=D BT ) BT (3.255)
i=1 i=1
Mit p; = m; folgt fiir den 2. Term:

N N N m

Z - Z Lo Z i .2 .
pi- T = min-ri:2 77"2-:211,

i=1 i=1 =1

mit p; = F folgt fiir den 1. Term:

N N
> pi-Ti=Y Fi-i,
=1 i=1

ds al
— =T+ > F-7. (3.256)

Wir mitteln nun diesen Ausdruck gemaB der Vorschrift (3.253) und erhalten

iV: <d5> T/O dfzz(s)dt 5(7);5(0) (3.257)

Im Grenzfall 7 — oo gilt wegen der angenommenen Beschranktheit von S:

tim 20 =50 _
T—00 T
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3.14 Der Virialsatz

so dass wir den Virial-Satz erhalten

N
(T) = =35> F;- . (3.258)
Dieser erweist sich als sehr niitzlich in der kinetischen Theorie der Gase.
Wir nehmen jetzt zwei zusatzliche Bedingungen fiir die Kraft F; an:
(a) Die Kraft ist konservativ: Fy = —V,;V.
(b) Das Potential ist eine homogene Funktion vom Grad k, d.h. V(\z) = \*V (z).
Dann gilt das Euler-Theorem (3.200):
N
S (Viv) m =k (3.259)
i=1

Mit Bedingung (a) und (3.259) erhalten wir fiir den Virialsatz (3.258)

N
1 - .k
(T) = 2; (viv) A= 5 (V) (3.260)
und fiir die Gesamtenergie folgt
k+2 k+2
E=(T)+(V)= 5 (V) = 5 (T) . (3.261)

Betrachten wir als Beispiel den harmonischen Oszillator (Kap. 2.4.4) mit dem Potential
V = ar2, d.h. vom Grad k = 2. In diesem Fall ist

(1) = (V)
und E = 2(V)=2(T) .

Im Beispiel des Gravitationspotentials V' = —b/r, d.h. vom Grad k = —1, ist
T = -

und EFE = -
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4 Das Zweikorper-Problem

Wir betrachten die Bewegung zweier Massenpunkte unter dem Einfluss einer wechselseiti-
gen Zentralkraft. Wir bezeichnen mit m; und mo die Massen der beiden Massenpunkte mit
den Ortsvektoren 7 und 7. Es ist aber ungiinstig, mit den sechs kartesischen Komponen-
ten der beiden Ortsvektoren zu arbeiten. Wir werden stattdessen neue Koordinaten suchen
mit dem Ziel, moglichst viele zyklische Koordinaten zu finden, um die Erhaltungssitze der
korrespondierenden kanonisch konjugierten Impulse auszunutzen.

4.1 Lagrange-Funktion des Zweikorper-Problems

Wir wéhlen als neue Koordinaten (siehe Abb. 4.1):

(a) den Abstandsvektor
F= 7y — 7 (4.1)

und

(b) den in Kap. 3.12.2 eingefiihrten Schwerpunktvektor

F o maritmary (4.2)
m1 + mg
m,
S
3 v
m
7

o

Abbildung 4.1: Abstandsvektor 7 und Schwerpunktvektor R beim Zweikorper-Problem

Fiir die Umkehrtransformationen gelten dann

o= R-—2 (4.3)
m1 + mg

und 7 = R+ S (4.4)
mi -+ mg
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4 Das Zweikérper-Problem

Wir merken an, dass bei der Planetenbewegung die Masse der Sonne m; = Mj sehr viel
groBer als die Masse des Planeten mgy = m,, ist. In diesem Fall M, > m,, folgt aus den
Gleichungen (4.3)—(4.4)

1

m - o 5
P_r~R, =R+

Fg=R— —L— TV
o M, +m, M, +m,

P~ R+7, (4.5)
so dass bei der speziellen Wahl des Schwerpunktsystems (ﬁ = 6) die Sonne im Urprung liegt
(¥s =~ 0) und der Planetenortsvektor mit dem Abstandsvektor 7, ~ 7 zusammenfllt.

Da die Massenpunkte gegenseitig Zentralkrafte ausiiben, kann das zugehdrige Potential nur
eine Funktion des Abstands r = || sein. Mit den Transformationen (4.3)—(4.4) erhalten wir
im allgemeinen Fall fiir die Lagrange-Funktion des Zweikorper-Problems

my-p M2

L = STy V(|rz —ril)
_om [§2_2m§.?+m%27§2]
2 m1 + mg (ml + mg)
., 2 5o 2 .
+12 [RQ + Ry mlﬁ] V()
2 my + my (m1 + ma)
_ M+t m2 2 | e (m1 + T;Lz)fg —V@r)
2 2(m1 +m2)
m1+ma 5o mims -9
= R+ ™ —=V(r). 4.6
Neben der Gesamtmasse
M =m1+ mso (47)

definieren wir die sogenannte reduzierte Masse zu

mimsa

=—. 4.8
hE (4.8)
Gleichung (4.8) lasst sich auch als Summe der inversen Massen schreiben:
1 1 1
—=—+—" (4.9)
1% mp M2
Fiir die Gesamt-Lagrange-Funktion (4.6) erhalten wir dann
M = .
L=’ + gﬁ —V(r) = Lsyp+ Lyer » (4.10)
die wir als Summe eines Schwerpunktanteils
M 5
Lsy, = ?R2 (4.11)
und eines Relativanteils '
Ly = gFQ —V(r) (4.12)
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4.2 Relativbewegung

schreiben kénnen, da die Gesamt-Lagrange-Funktion (4.10) keine Mischterme in Rund 7
enthalt. Offensichtlich lasst sich die Schwerpunktbewegung von der Relativbewegung sepa-
rieren, denn die Berechnung der Lagrange-Gleichungen ergibt

Schwerpunktbewegung: MR =0 (4.13)
. - JdV o
und Relativbewegung: '+ 57 = 0. (4.14)
g

Weil die Schwerpunktkoordinate R nicht in der Gesamt-Lagrange-Funktion (4.10) auftritt,
ist diese zyklisch, so dass nach Kap. 3.12 der kanonisch konjugierte Impuls

P = MR = const. (4.15)

erhalten bleibt in Ubereinstimmung mit Gleichung (4.13). Durch nochmalige Zeitintegration
erhalten wir fiir die Bewegung des Schwerpunktvektors

- — P

R(t) = Ro + Mt ) (4.16)
mit der Integrationskonstanten Ro.
Die Separierung (4.10) in Schwerpunktbewegung und Relativbewegung ergibt sich, weil
“zufallig” die richtigen Ortskoordinaten gewahlt wurden.
Die Bewegungsgleichung (4.14) fiir die Relativbewegung entspricht der Lésung des Gesamt-
problems (4.10) im Schwerpunkt-Ruhesystem (R = 0) aufgrund der Translationsinvarianz
des Gesamtsystems gegeniiber Verschiebungen des Schwerpunktvektors.

4.2 Relativbewegung

Aufgrund der Kugelsymmetrie des Potentials V () ist es naheliegend, sphérische Polarkoor-
dinaten zu wahlen.

Wir wissen bereits aus Kap. 2.3.6, dass bei Zentralkriften F||7 der Drehimpuls I'= const.
erhalten ist. Hier ist also der Drehimpuls der Relativbewegung eine ErhaltungsgroBe:

[ =7 x = const. . (4.17)

Aus Gleichung (4.17) folgt direkt, dass der Abstandsvektor 7 und der lineare Impuls p in
einer Ebene senkrecht zum Drehimpulsvektor fliegen, der fest im Raum liegt (siehe Abb.
4.2). Die Relativbewegung verlduft in dieser einen Ebene, und wir haben nur noch ein zwei-
dimensionales Problem. Die ebenen Polarkoordinaten r und ¢ reichen zur Beschreibung aus.

Wegen (siehe Beispiel Kap. 3.8.3 mit 6 = ¢) T = (1u/2)i% = (1/2)(72 + 12¢?) gilt fiir die
Lagrange-Funktion (4.12) der Relativbewegung

L= g (7'"2 + r2¢2> —V(r). (4.18)
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-

=l
ol

X r= |?|
Abbildung 4.2: Zur Illustration der Relativbewegung

Die Koordinate ¢ taucht nicht in dieser Lagrange-Funktion auf, ist also zyklisch, so dass der
dazugehorige kanonisch konjugierte Impuls

_ OLye _

99 pr?¢ =1 = const. (4.19)

D¢

eine ErhaltungsgroBe ist. [ ist der Betrag des Drehimpulses beziiglich des Schwerpunktsys-
tems. Natiirlich entspricht (4.19) der Lagrange-Gleichung der Relativbewegung beziiglich der
Koordinate ¢.

4.2.1 Flachensatz

Das Ergebnis (4.19) hat eine einfache geometrische Interpretation:

Abbildung 4.3: Zur Illustration des Flichensatzes

Wie in Abb. 4.3 skizziert, tiberstreicht der Radiusvektor #(¢) auf seiner Bahn im Zeitintervall
dt = ty—t; die Fliche dA = 1/2r?d¢ (Fliche des Dreiecks). Teilen wir durch dt, so erhalten
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wir mit Gleichung (4.19) fiir die "Flachengeschwindigkeit”
. dA 1 ,dop 1
A= T @ 2
Damit haben wir den Flichensatz oder das 2. Keplersche Gesetz bewiesen: Der Fahrstrahl
7 liberstreicht in gleichen Zeiten gleich groBe Flachen.

o1
r2p = o = const. (4.20)

4.2.2 Energieerhaltungssatz

Aus der Lagrange-Funktion (4.18) erhalten wir

6[/7-31 . 12 aV
or Hre ar
und 8L?“el . ; i aLrel —
o M a\ or )M
so dass fiir die Lagrange-Gleichung der Relativbewegung beziiglich der Koordinate r folgt
. oV
. 2
— —=0. 4.21
pit = prg” + - - =0 (4.21)
Nach Gleichung (4.19) ist
# o=
(n2rt)
.2 oV L0 (P
so dass ur—w—i—ﬁ = MT+3T<2MT2+V(T)>:O'

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7,

.. dr 0 12
MT’F—F%E (W—FV(T)) =0

und wenden die Kettenregel der Differentiation an, so erhalten wir

d<“f2+ - +V(r)> =0

dt \ 2 2ur?
s 2
oder 57’”2 + 2y +V(r)=E = const. (4.22)

Dies ist natiirlich der bekannte Energieerhaltungssatz
2

E=T+V = g (7’”2 + 'rquz) +V(r)= Birzy + V(r) = const.

2 2ur?
da wir ja von vorneherein ein nicht-dissipatives konservatives System betrachtet haben.
Mit der Definition des effektiven Potentials

l2
Verp(r) =V(r)+ 2 (4.23)
schreibt sich der Energieerhaltungssatz (4.22) als
gv'“z + Veps(r) = E = const. (4.24)
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4.2.3 Qualitative Aussagen zur Bewegung am Beispiel VV = kr?, k = const.

In Abb. 4.4 skizzieren wir die Variation des effektiven Potentials V. ;¢(r) als Funktion von r
mit dem Beispielpotential des harmonischen Oszillators V = kr2.

\]eff

Abbildung 4.4: Effektives Potential am Beispiel des harmonischen Oszillators

Aufgrund von Gleichung (4.24) entspricht die schraffierte Fliche in Abb. 4.4 der Diffe-
renz E — Vepp = (u/2)7%. Weil (u/2)7% > 0, sind nur Bewegungszustinde mit 7y, <
7 < Tyaz mOglich, wobei der minimale und maximale Abstand durch V¢ f(rmin) = E und
Ve ("maz) = E gegeben sind. Fiir die Bewegung erhalt man gebundene Zustinde mit den
in Abb. 4.5 skizzierten Bahnen.

Fiir I # 0 ist 7y, > 0, d.h. der Korper kann nur fiir verschwindenden Drehimpuls [ = 0 ins
Zentrum der Bewegung fallen. Fiir [ £ 0 ist an den Punkten r = r,;, und r = 1,4, zwar
7 = 0, aber (wegen ¢ = I/(ur?) # 0) nicht die gesamte kinetische Energie T' = 0, so dass
7'775 0 selbst bei rpin und Tz

4.2.4 Losung der Bewegungsgleichung

Wir berechnen jeweils 7(t) und ¢(t) als Funktion der Zeit ¢ und die Abhangigkeit ¢ = ¢(r).
Aus der Bewegungsgleichung (4.24)

Li? = B—=Vi(r)

dr 2
folgt sofort - = \/M (B = Vegp(r)),
oder dt = dr . (4.25)

V2 (B = Vigs(r))
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Abbildung 4.5: Resultierende Bahnkurven

Durch Integration erhalten wir

t—to—/todt _/m \/ = = (4.26)

Verr (r

Aus dem Flachensatz (4.19) folgt

: do 1
_ do _ 4.27
b= B- (4.27)
¢ to, 1 rtodt
oder b—do = /d¢:/dt,:/ . 4.28
5 PRI Rl e v (4.28)

wobei die Losung r(t) nach Gleichung (4.26) eingesetzt werden muss.
Wir kénnen aber auch Gleichung (4.27) umformen zu

pr*de

dt =
l

und dieses Ergebnis in Gleichung (4.25) einsetzen. Dann ergibt sich

l dr
d¢ - - 9
12 2 (B = Vers(r)
¢ / r d"f’/

so dass wir die formale Losung der Bahnkurve ¢ = ¢(r) oder nach Invertierung zu r = r(¢)
erhalten. Zur weiteren Reduzierung von Gleichung (4.29) miissen wir das Potential V() im
effektiven Potential (4.23) festlegen.
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4.2.5 Bewegungen im Zentralfeld

Gem3aB der allgemeinen Diskussion in Kap. 4.2.3 verlduft die Bewegung im Bereich 7, <
7(t) < Tmaz, wobei der minimale (7,3, ) und maximale (7,4, ) Abstand durch die Nullstellen
der Funktion
12
E=Vegg = E=V(r) =55 =0 (4.30)

gegeben sind. Fiir spezielle Werte von V' (r), E und [ hat Gleichung (4.30) nur eine Nullstelle:
in solchen Fallen gilt dann nach (4.22), dass 7 = 0 V¢ und r = const. Das Teilchen bewegt
sich dann auf einer Kreisbahn.

Ist die Bewegung im Potential V' (r) periodisch, dann verlauft die Bahn, wie in Abb. 4.6
skizziert, in geschlossenen Bahnen.

o

Abbildung 4.6: Geschlossene Bahnkurven

Die Anderung im Winkel ¢ bei der Variation von r von 7., bis 74 und zuriick lasst sich
aus Gleichung (4.29) berechnen:

A = d

Vers(r))

2l /Tmaz
M Tmin T2 \/2 (
m

(4.31)

E—
Tmazx
= 2 / - dr .
Tmin T \/QM (B = Vers(r))
Die Bewegung ist geschlossen, falls

Ap = 27r% , (4.32)

wobei a,b € IN beliebige ganze Zahlen sind. Dann wiederholt sich die Bahn nach b Perioden
weil sin(2ra) = 0. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), dass dies nur fiir Potentialverldufe
V(r) o< ™ mit n = —1 und n = 2 auftreten kann.

138



4.3 Kepler-Problem: Planetenbewegung

4.3 Kepler-Problem: Planetenbewegung

Wir betrachten jetzt das spezielle Wechselwirkungspotential
o

V(r)= o mit o = const. (4.33)

Dieser Fall ist von fundamentaler Bedeutung, da es sowohl fiir die Gravitationswechselwirkung
zweier Massen mit & = Gmyme als auch fiir die Coulombwechselwirkung zweier Ladungen
mit o = —q1¢2 gilt. Fiir das effektive Potential (4.23) erhalten wir dann

12 o
Vers = g2 = 5 (4.34)

Gleichung (4.29) reduziert sich in diesem Fall auf

¢ — d>o—l/ /2\/ ) (4.35)

zu E— 3l +

%\‘Q

Mit der Substitution u = 1/r" erhalten wir daraus mit

’

’ 1 dr 1
= — d - =
r n du

u
b—do = / E \/ e / s Yol (4.36)

l2

Das in (4.36) auftretende Integral 16sen wir mit dem in der Integraltafel von Gradshteyn und
Ryzhik (1965, Formeln 2.26 und 2.261) angebenen Integral

d 2 b
’ arcsin ——— crt . (4.37)

ﬁrﬁ

fir die Funktion

R(x) = a + bx + cx? mit A =4ac—b*<0.
In unserem Fall ist
2uk 2a
B ZT s b= ZT und c=-—1 s
8uE 4oy’ 4 o?
so dass A = —?—2— l4u :—;<2E+2'u><0.
Unter Verwendung von (4.37) erhalten wir dann fiir Gleichung (4.36)
o 1
- 2u Bou |
¢ — ¢o = — |arcsin L = |arcsin l—“ . (4.38)
b (1 22) )
70
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4 Das Zweikérper-Problem

Wir benutzen (Gradshteyn und Ryzhik 1965, Formel 1.623.1)

) T
aresing = 5 —arccos,
. . ™
so dass arcsin(—z) = —arcsin(x) = arccos(x) — )
und erhalten damit fiir (4.38)
1_ap -
r 12 0 l
¢ — ¢y = arccos —————— — arccos .
2uF a?pu? 2uF a?pu?
12 + 1% 12 + B

Wir wahlen als Anfangsbedingung

1 _op
ro 12
¢p = arccos ———,
2uF a?pu?
z Tt
so dass als Lésung folgt
1_ ap G
2 aur
¢ = arccos ———_ = arccos —&
o

[ouE | a2u? 2FEIZ
Rialaae s 1+ua2

Losen wir Gleichung (4.39) nach r auf, so erhalten wir iiber

12 2E1?
—=14+4/1+ 5 COS ¢
our o
die invertierte Losung
-1
12 EI2
r=— [1 1+ 5 COS qb]
o
Wir definieren jetzt zwei Parameter:
N 2EI1?
Exzentrizitat: e=4/1+ 3
o
l2
und Bahnparameter: p=—.
J7%e?
Damit schreibt sich die Bahnkurve (4.40) kompakt als
_ p
r(¢) = 1+ecosg

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Wie wir uns im nichsten Abschnitt iiberzeugen, ist Gleichung (4.43) die allgemeine Bestim-
mungsgleichung eines Kegelschnitts, d.h. des Schnittes einer Ebene mit einem Kreiskegel,
ausgedriickt in Polarkoordinaten, wobei ein Brennpunkt mit dem Koordinatenursprung von
r (1) zusammenfillt, also mit dem Schwerpunkt des Zweikdrperproblems, der bei der Plane-
tenbewegung praktisch mit der Position der Sonne zusammenfillt (siehe Gleichung (4.5)).
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4.4 Mathematische Zwischenbetrachtung iiber Kegelschnitte
in Polarkoordinaten

Die Gleichung (4.43) beschreibt im Allgemeinen

Kreise fiir e = 0,

Ellipsen fiir e < 1,

Parabeln fiir e = 1,

Hyperbeln fiir ¢ > 1.

4.4.1 Ellipse und Kreise

Unter einer Ellipse versteht man die Menge aller Punkte P in einer Ebene, deren Entfernun-

gen r und 7 von zwei festen Brennpunkten F(c,0) und F'(—c, 0) eine konstante Summe ist
(Abb. 4.7), d.h.

r4+7r =2, wobei 2a>FF =2c. (4.44)

2a

Abbildung 4.7: Ellipse

Fiir den in Abb. 4.7 eingezeichneten Punkt O; gilt

’

r=r = a,
also E+v? = o?,
so dass c = VVa?—-0b.

a und b werden als groBe bzw. kleine Halbachse der Ellipse bezeichnet.
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4 Das Zweikérper-Problem

Wir fiihren die Exzentrizitat € der Ellipse ein durch die Forderung, dass ¢ = €a sein soll, d.h.
also

b2
e=1/1-—<1. (4.45)

a? —

Fiir e = 0 ist dann @ = b und ¢ = 0, und die Brennpunkte F' = F' fallen mit dem
Koordinatenursprung zusammen: die Ellipse wird zum Kreis.
Wir benutzen den Kosinussatz (Kap. 1.6.3) fiir das Dreieck A(F'F'P) und erhalten mit

cos(m—¢) = —cos¢
P2 = (2¢)2 + 12 — 2r(2¢) cos (m — ¢) = 42 + 712+ 4rccos ¢ .

Zusammen mit Gleichung (4.44) folgt

r=2a—1 =142+ 12+ 4drccos ¢ .

Wir quadrieren diese Gleichung und benutzen ¢ = ea:

4a? —dar +1? = 4%a® +r? + dearcos é
so dass dar (1+ecosp) = 4a*(1-¢€) ,
1— 2
oder R Gt (4.46)
1+ e€coso

Mit p = a(1 — €2) ist diese Gleichung identisch mit Gleichung (4.43).
Verwenden wir die kartesischen Koordinaten x,y des Punktes P in Abb. 4.7, so gilt mit dem

Satz des Pythagoras:
=y’ +(c—2)?, r’=@+c)’+y>.

Damit folgt fiir Gleichung (4.44):

ViE+(c—2)2+ V2 + (x+c)2=2a

und nach Quadrieren:

Y4 (c—2)?+ 1P+ @+ +2V/ (2 + (c—0)?) (12 + (z+0)?) = 4d®
oder nach Ordnen und Division durch 2
(20 = *) - (P +2%) = VP +(c—2)?) 2+ (x+0)?)

- \/y4+2(:v2+c2)y2+(x2—c2)2.

Mit
R 2o
erhalten wir 20> — ¢ = a®>+b%,
so dass (a®>+b%) — (y* +2°) = \/y4 +2(22 + )y + (a2 — )2
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Das Quadrieren dieser Gleichung fiihrt auf

(@ +0°) + (22 +°)° =22 +0°) (2 +?) =y +2 (2 + ) * + (2 = &A)?
oder
(@ +0%) + 2 4yt +22%9% =2 (a® + 1?) (2 + %) = y* +a' + 2277 + 272 — 2202 ¢
Daraus folgt nach Ordnen

y? (ZC2 +2a% + 262) + 22 (2&2 +2b% — 202) = (a2 + b2)2 -

und mit A = a?-b

4a’y? + 4b%2? = (a2 + b2)2 — (a2 — b2)2 = 4a’v’ .

Dividieren wir durch 4a?b? so folgt die Normalform der Ellipsengleichung
22 g2
) + i 1. (4.47)

An dieser Gleichung erkennt man schon, dass in der Tat a und b die groBe bzw. kleine
Halbachsen der Ellipse sind. Fiir spatere Verwendung notieren wir, dass die Flache der Ellipse
durch A = wab gegeben ist

Im Sonderfall des Kreises (¢ = 1) ist @ = b = r und Gleichung (4.47) reduziert sich auf

2 +y? =12

4.4.2 Parabel

Unter einer Parabel versteht man den geometrischen Ort aller Punkte P einer Ebene, die von
einer festen Leitlinie L und dem festen Brennpunkt F'(c,0) gleichen Abstand haben (Abb.
4.8).

Bezeichne r den Abstand des Punktes P von F' und d den Abstand des Punktes P von der
Leitlinie L, dann muss nach Definition d = r sein. Es gilt die Beziehung (siehe Abb. 4.8)

2c = d+rcosg,
so dass mit d = r
folgt 2¢c = r(14-coso) ,
2c
d = —. 4.48
oder P e (1.48)

Mit p = 2¢ und € = 1 ist diese Gleichung identisch mit Gleichung (4.43).
Verwenden wir die kartesischen Koordinaten x,y des Punktes P so gilt:

ct+xr = d=r
und = Y+ =y +(c—1)?.
Die Kombination beider Gleichungen fiihrt auf die Scheitelgleichung

> =(c+x)?—(c—2z)? =4dcx. (4.49)
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4 Das Zweikérper-Problem

Abbildung 4.8: Parabel

4.4.3 Hyperbel

Unter einer Hyperbel versteht man den geometrischen Ort aller Punkte P einer Ebene, deren
Entfernungen von zwei festen Brennpunkten F(c,0) und F'(—c,0) eine konstante Differenz
ergeben (Abb. 4.9), d.h.

r—r =2, wobei 2a<FF =2 (4.50)
ergibt den einen Ast der Hyperbel, wahrend
r —r=2a (4.51)

den zweiten Ast der Hyperbel ergibt.
Der Kosinussatz im Dreieck A(F' PF) fiihrt auf
r? = %+ 4c% — drecos (m—¢) = r? 4+ 4c¢* + drccos ¢

’

oder o= /124 4c2 +4rccos g .

Eingesetzt in Gleichung (4.50) ergibt

r—2a=+/r2+4c®+ 4drccos¢ .
Durch Quadrieren dieser Gleichung erhalten wir
r? —dar +4a® = r?4+4c¢® +4rccos ¢,
oder r(a+ccosp) = a®—c2. (4.52)

Wir fiihren wieder die Exzentrizitdt mit ¢ = ea ein, jetzt aber mit € > 1 weil ¢ > a (siehe
Abb. 4.9). Dann erhalten wir aus Gleichung (4.52)

a? — 2 B a(1—62)

a+ccos¢ 1+ecosep

(4.53)
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Abbildung 4.9: Hyperbel

Mit p = a(1 — €2) < 0 ist diese Gleichung identisch mit Gleichung (4.43).
Verwenden wir die kartesischen Koordinaten x,y des Punktes P so gilt:

2 =y? +(c—x)?, r/2:y2+(c+x)2.
Eingesetzt in Gleichung (4.50) ergibt
20 =12+ (c—x)2 = /12 + (c+ )2 .

Quadrieren dieser Gleichung fiihrt auf

40> = P+ (c—2)’ +9y* 4+ (c+ )
/(P + =27 (P + (c+2) .
oder mit A = v +ad?
Va4 —2d® = P42 +02—d?

= V2 +(c—a)) (2 + (c+a)?).

Nochmaliges Quadrieren und Ordnen ergibt
22 (202 + 2% — 2a2) + 92 (2b2 —2a% — 202) =t - (b2 — aQ)2 .

Mit
ergibt sich 4b%2? — 4a?y? = 4ad®b?,
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4 Das Zweikérper-Problem

oder die Hauptachsengleichung der Hyperbel.

$2 y2

Gleichung (4.54) kann auch geschrieben werden als

2
X
y==2b\/ 5 -1, (4.55)

die fiir groBe Werte von x asymptotisch gegen die Asymptoten

b
y~+t-—x. (4.56)

a

verlauft.
Mit diesem Einschub ist die allgemeine Form von Gleichung (4.43) als Darstellung von Ke-
gelschnitten begriindet.

4.5 Fortsetzung des Kepler-Problems

4.5.1 Kilassifikation der Bewegungstypen
Als Loésung der Bewegungsgleichung erhielten wir nach Gleichung (4.43)

_ p
ri@) = 1+ecosg’
l2
mit dem Bahnparameter p = —
Jite
2E1?
und der Exzentrizitat € = 1+ —.
ite’

Die Form der Bahnkurve hangt iiber € von der Gesamtenergie E des bewegten Korpers ab:

a) fur eine Parabel: e =1, also £ = 0;

)
b) fiir eine Ellipse: 0 < € < 1, also negatives E < 0 zwischen —pua?/(21?) < E < 0;
)

(
(
(c) fiir einen Kreis: € = 0, also E = —pua?/(21?);
(d) fiir eine Hyperbel: € > 1, also E > 0.

Mit dem effektiven Potential (4.34) und dem Energieerhaltungssatz (4.24)

12 «

~Z (4.57)

K2 M2
F == V. = —
e+ eff(T) 27’ + 2M7’2 .

2

lassen sich dann die prinzipiellen Bahntypen klassifizieren.
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An den Umkehrpunkten der Bewegung (7 = 0) gilt aufgrund (4.57) die Bedingung

E=Vy;. (4.58)

Diese ergibt dann die Punkte mit dem groBten (r,,q4,) und kleinsten (7,i,) Abstand vom
Bewegungszentrum. In Abb. 4.10 haben wir die Bedingung (4.58) skizziert. Auf der Gesam-
tenergieachse E tragen wir die Energiebedingungen fiir die verschiedenen Bewegungsformen
auf und ermitteln die Umkehrpunkte der Bewegung aus Bedingung (4.58).

Vet

EHyperbeI’

EParabe|

EEIIipse’
E(reis’

Abbildung 4.10: Bewegungsformen beim Keplerproblem

Wir erkennen:

1.
2.

Fiir Parabel- und Kreisbewegungen gibt es nur eine endliche Lésung von (4.58).

Fiir Hyperbel- und Ellipsenbahnen gibt es je nach Wert von E unendlich viele Losungen
fir rppin < r < o0.

Fiir Parabel und Hyperbel liegen keine gebundenen Bewegungen vor. Die kinetische
Energie ist endlich (auBer am inneren Umkehrpunkt r,,;,); selbst bei unendlichem
Abstand r — oo ist die kinetische Energie noch endlich. Die Korper kommen aus
dem Unendlichen, werden bei rp bzw. rp reflektiert und verschwinden wieder im
Unendlichen. (Dies hat ebenfalls Bedeutung fiir die Coulomb-Streuung in der Atom-
und Kernphysik.)

Fiir Ellipsenbahnen gibt es gebundene Bahnen, dafiir muss aber die Gesamtenergie
E < 0 negativ sein. Gem3B Gleichung (4.43) gilt

P P 2p

re=0+r¢=m =T+ ~1-a
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4 Das Zweikérper-Problem

Aus der Abb. 4.7 entnehmen wir den Zusammenhang
20=r(¢p=0)+r(p=m).

Die Kombination beider Gleichungen ergibt mit (4.41)—(4.42) fiir den Wert der groBen
Halbachse der Ellipse:

12
. _ __ o _ Gmmy (4.59)

_ 2
1—e¢ pa [1_ (1+i€l5>} 2F 2F

Der Wert der groBen Halbachse a ist also nur durch die Gesamtenergie F bei gegebe-
nen Massen mq, ma bestimmt. (Dieses Ergebnis ist wichtig fiir die Bohr-Theorie der
Atome.)

Fiir die kleine Halbachse folgt

b = Va2 —c2=+/a2— a2

N ca [p|
= lalv1 T

(4.60)

e /2El2 A /2M|E \/ ua

4.5.2 Keplersche Gesetze der Planetenbewegung

Wir diskutieren jetzt die Ellipsenldsung fiir ein System, das aus der Sonne und aus einem
Planeten besteht. Als Bezugssystem wihlen wir das Schwerpunktsystem mit R = 0; aufgrund
von Gleichung (4.15) ist dies ein Inertialsystem. GemaB den Gleichungen (4.5) gilt wegen
my < M, im Schwerpunktsystem (R = 0) fiir die Ortsvektoren der Sonne und des Planeten:

., m, mp R
g = —— "7~ ~( 4.61
s T (4.61)

M
und 7, = +—" 77 4.62
P Mg +m, ( )

r ist aber auch der Abstand zu einem der beiden Brennpunkte der Ellipse. Sonne und Planet
durchlaufen gegenlaufige Ellipsenbahnen, wobei der gemeinsame Schwerpunkt in einem der
Brennpunkte der Ellipse liegt. Mit den Naherungen (4.61)—(4.62) fiir My > m,, erhalten wir
das

1. Keplersche Gesetz: Die Planetenbahnen sind Ellipsenbahnen mit der Sonne in einem
Brennpunkt der Ellipse.

Das 2. Keplersche Gesetz bezeichnet den in Kap. 4.2.1 bewiesenen Flachensatz:

2. Keplersche Gesetz: Der Fahrstrahl 7 tiberstreicht in gleichen Zeiten gleich grof$e Flichen,

d.h.
dA _ 1 ,d¢ _

Loy
- 2024 = 1 — const. 4.63
a2 a2l T g, T eoms (4.63)
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3. Keplersche Gesetz: Das Quadrat der Umlaufzeit T ist proportional zur dritten Potenz

der grofien Halbachse a:

T2

— = t. 4.64

3 = cons (4.64)
Zum Beweis benutzen wir, dass die Flache der Ellipse einerseits durch A = mab gegeben ist
und sich andererseits durch Integration des Flachensatzes (4.63) berechnen l&sst:

T

. T

A:ﬁab:/ th:—l.
0 2p

Mit Gleichung (4.60) erhalten wir dann

T — %Jab:%lau?/? ZZZQW\/ﬁai’)/?7
l l 7! @

oder 72 = 472He? (4.65)
o
Q.E.D.
Der Proportionalitatsfaktor ist mit der reduzierten Masse (4.8) gegeben durch
I 9 M 9 Mgm,, 472 472
4n?s =4n? ——— =dn = ~ 4.66
o GMgm,, (Ms +myp) GMsm), G (Ms+m,) GM; ( )

und ist fiir alle Planeten ndherungsweise gleich.

Reale Planetenbahnen zeigen Abweichungen von Ellipsenbahnen aufgrund von Gravitations-
kraften der Planeten untereinander, kleinen relativistischen Effekten und dem Quadrupolmo-
ment der Sonne, so dass es zu Abweichungen vom reinen 1/r-Potential kommt.

4.5.3 Kepler’'s Gleichung
Wir kennen gemé&B Gleichung (4.43) die Bewegungsgleichung in der Form

_ p
r(¢) = 1+ecose

Fiir astronomische Beobachtungen ist aber die Losung in der Form ¢ = ¢(t) wichtig. Des
Weiteren interessiert die Abhéngigkeit der Variation ¢(¢) von den zwei fundamentalen Kon-
stanten der Bewegung: die Umlaufzeit T" und die Exzentrizitat e.

Zur Ableitung benutzen wir wieder den Flichensatz (4.63) A = const. Fiir die gesamte, bei
einem Umlauf iiberstrichene, Flache galt

T
A:/ dtA = AT = mab ,
0

so dass in der Zeit ¢ die Flache wab(t/T') iiberstrichen wird, d.h.

t
= = A.
WabT /d
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Benutzen wir (4.63) fiir dA = (r%/2)d¢, so folgt mit ¢ = 0 fiir t =0

/

t 1 ¢ ’ ’ p2 ¢ d¢
b— =~ de r? =— —_— 4.67
T 2/0 ori@) 2/0 (1+ecosq5')27 (4.67)

wobei wir Gleichung (4.43) eingesetzt haben.
Wir benutzen die Integrale

/ dx -1 by sinx / dx
= —Qa B ——
(a1 + by cos g;)z a? —b? |a; + by cosz ! a1 +bycosz
d 2 Va2 —brtan
und / v = arctan ~—+———L1 =2
aj + by cosx a? —b? ai + by
und erhalten mit a; = 1, b; = € fiir das Integral in Gleichung (4.67)
/ dx B 1 esinx / dx
(1—|—€COS$)2 N 1—€?2 |1+4+e€ecosx 1+ ecoszx
1 2 . V1—€*tan§ esinz
= arctan -
1—€2 |/1=¢2 1+e€ 1+e€ecosz

1 2 V1 —etan 3 esinx
arctan — .
1—€e2 |1 V1+e 1+ ecosx

Damit folgt fiir Gleichung (4.67)

t p? 2 \/1—etan§ €sin ¢
Tab— = arctan — )
T 2(1-€)|Vi-¢& V1ite 1 +ecosg

Mit
ab = a? (1- €2>1/2 = p? (1- 62)_3/2

(vgl. Gleichung (4.46)) folgt

i

t
2r— = 2arctan

(4.68)

tan —
1+e¢ 2 1+ ecos¢

1—¢ qb]_e\/l—ezsingb

Dies ist eine komplizierte Gleichung fiir t = t(¢), die auch noch nach ¢ = ¢(t) aufgelost
werden muss.

Kepler hat das Problem durch geometrische Konstruktion geldst, obwohl er Gleichung (4.67)
nicht kannte: die Bewegung erfolgt auf der elliptischen Bahn mit dem Kraftzentrum im
Brennpunkt O, den Kepler als Ursprung des rechtwinkligen Koordinatensystems (z,y) wahlt
(sieche Abb. 4.11).

In diesem System lautet die Bahngleichung

2
(w+72ae)+y7:1' (4.69)
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Abbildung 4.11: Zur Ableitung der Kepler-Gleichung

Als ndchstes umschreiben wir die Ellipse durch einen Kreis mit dem Radius a, und projizieren
den Punkt P (definiert durch r und ¢) auf den Kreis im Punkt Q. Der Winkel Z(a,z) = v
wird als exzentrische Anomalie bezeichnet. Es gilt

x + ae

cos) = (4.70)

a

Mit Gleichung (4.69) folgt

2
sintp = /1 — cos? :\/1—@‘;6):,/1—(1—15):3;. (4.71)

Aus diesen Beziehungen folgt

x = afcosyh —e) (4.72)
und y = bsinYy =aV1—e2siny, (4.73)
so dass rP=2?+y? = a? {(cosw — )+ (1 - €) sin’ ¢]

= a? [cos2 Y — 2ecos ) + €% 4 sin? h — €2 sin’ 1/1]
= a? [1 — 2ecos 1) + € (1 — sin® w)]

= a*[1 —ecosy)? ,

oder r = a(l —ecos?). (4.74)
Jetzt bendtigen wir noch den Zusammenhang zwischen den Winkeln v und ¢. Aus
P a(l—é
@) = —el-c)
1+e€ecos¢p 1+e€coso
folgt ercosg = a(l— 62) —r. (4.75)

Wir addieren auf beiden Seiten er:

er(l+cosp) =(1—¢€)[a(l+¢€)—7]
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und setzen auf der rechten Seite Gleichung (4.74) ein:

er(l+cos¢p) = (1—€)a[l+e— (1 —e€cos) ,
oder r(l1+cos¢) = a(l—¢€)(l+cosv).

Ebenso subtrahieren wir auf beiden Seiten von Gleichung (4.75) er:
er(cosp —1) =a(l+e€)(1 —€) —r(1+¢)
und setzen wieder auf der rechten Seite Gleichung (4.74) ein:

er(cosp—1) = a(l+e€)[l—e— (1 —ecosv),
so dass r(l1—cos¢) = a(l+e€)(l—-cosy).

(4.76)

(4.77)

Dividieren wir Gleichung (4.77) durch Gleichung (4.76), erhalten wir unter Verwendung von

¢ T 1—cosz
an— = —_—
2 1+cosz
1
das Ergebnis tan ¢ = te tan ¥ .
2 1- 2

(4.78)

Diese Beziehung liefert direkt ¢ = ¢(t), wenn wir die Abhangigkeit ¢ (t) kennen. Dazu

transformieren wir Gleichung (4.67)

wab% - ;/j d¢'r? (¢) ,

in eine Gleichung fiir ¢)(¢). Nach (4.78) ist

d . o 1 1dg Lied 0

— tan — = _—— = — tan —

dt 2 Cos2g2dt 1—edt 2’
 [1+e 1 1dy
- 1_6(308277[}2 t

2
1 cos? &

oder do = 4/ te 2 )
1—60052%

Nach (4.76) ist

- (1_6)1+cos¢)_ _6)6082%
- 1+COS¢)_ COSQ%‘

Damit erhalten wir

2Y 29
= 1 b
r2de=rrdp = a(l—ecosz/))a(l—e)cos 2, Lo 2 0y

COSQ% 1- €cos2%

= a’V1—€2(1 —ecostp)di ,
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4.5 Fortsetzung des Kepler-Problems

wobei wir fiir das erste r Gleichung (4.74) eingesetzt haben, fiir das zweite r Gleichung
(4.80) und d¢ nach Gleichung (4.79).
Fiir Gleichung (4.67) erhalten wir damit

ﬂab% _ W?/qudw' (1 _ ecosw,) — az\/?(w — esina) .
Mit b = av/1 — €2 folgt Kepler’s Gleichung
M =) — esine (4.82)
fiir die mittlere Anomalie ot s3)
T :

die die Winkelabweichung eines Kérpers auf einer Kreisbahn mit der Periode T' anzeigt. Die
Inversion von Gleichung (4.82) liefert direkt ¢(M) = v (t), das dann mittels Gleichung (4.78)
zur gewiinschten Abhingigkeit ¢(t) fiihrt.

4.5.4 Niaherungslosung der Kepler-Gleichung

Um Genauigkeiten auf 1079 fiir ein typisches ¢ = 0.1 zu erzielen, ist Gleichung (4.68)
unbrauchbar. Von den mehr als 120 bekannten Methoden zur ndherungsweisen Losung der
Kepler-Gleichung besprechen wir hier nur die einfache Methode von E. Brown (1931, Monthly
Notices Royal Astronomical Society 92, 104), die gut bis O(e*) ist. Wir setzen

=M+n, (4.84)
mit dem Korrekturterm 7 in die Kepler-Gleichung (4.82) ein und erhalten
n = esin(M +n) . (4.85)
Mit der Reihen-Entwicklung der Sinus-Funktion folgt
o
sinn = —y—kg—--‘:sin(esin(M—i—n))
' . &3 &b
= esin(M +n) — gsin?’(M—&—n) + gsin5(M+77) ...
so dass
sinng —esin(M +1n) = sinn — e(sin M cosn + sinn cos M)
3 5
= —%Sin3(M+77)+%sin5(M—|—77)—... . (4.86)

Definieren wir die neuen GroBen « und G durch

Bsinae = esinM , Bcosa=1—ecos M ,
esin M
d = tan ———— 4.87
so dass a arctan ;———— (4.87)
und B2sin®a+ f2cos’a = (B2 =€*sin® M + 1 — 2ecos M + € cos> M
= 14+ —2cosM,
oder B = V1+e—2ecosM . (4.88)
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4 Das Zweikérper-Problem

Damit erhalten wir auf der linken Seite von Gleichung (4.86)

fBsinncosa — Bsinacosn = fsin(n — «a)
3 5
= —%sin‘g(M—i—n)—i—%sinS(M—l—n) -,
3 5
oder sin(n —a) = —g—ﬁsin3(M+n)+120Bsin5(M+n)—.... (4.89)

Gleichung (4.88) zeigt, dass 3 = O(1), so dass nach Gleichung (4.89) n — a ~ O(e?).
Vernachlissigen wir den Term proportional zu € in Gleichung (4.89) und schreiben « fiir
im ersten Term auf der rechten Seite dieser Gleichung, so folgt

3

sin(n — a) ~ —g—ﬂ sin®(M + a) . (4.90)

Dieser Ausdruck ist genau bis zur Ordnung O(e*). Fiir € = 0.1 ist der erste vernachlissigte
Term von der GréBe (€°/120) ~ 10~ 7.
Aus Gleichung (4.90) folgt direkt

3
1 = « + arcsin [—gﬂ sin®(M + 04)}
und mit Gleichung (4.84)
&3
Y ~ M + a + arcsin [_65 sin® (M + oz)] ) (4.91)

wobei gem&B Gleichung (4.87)

esin M

o = arctan ———— .
1—ecosM

4.6 Hyperbelbahnen

Unter dem Einfluss eines gegenseitigen Keplerpotentials bewegen sich die beiden Massen-
punkte auf Hyperbelbahnen, wenn (siehe Gleichung (4.41))

21°FE

> L

e=4/1+

Die Gesamtenergie E = V.¢s + pu/27? > 0 ist dann immer positiv (selbst bei r — o) und
dieser Fall fiihrt auf ungebundene Bahnen.
Wir schreiben Gleichung (4.43) als

r(¢) = —— mit f(¢) =1+¢€coso, (4.92)
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4.6 Hyperbelbahnen

f(¢) kann das Vorzeichen wechseln. Weil r(¢) > 0 V¢, missen wir verschiedene Fille
unterscheiden, je nach Vorzeichen des Parameters
l2

p= (4.93)

ap’
wobei (zur Erinnerung) p die reduzierte Masse ist und « der Proportionalitatsfaktor im
Keplerpotential

Vir) = — (4.94)

«
T

4.6.1 Attraktives Potential (o > 0)

Der Proportionalitatsfaktor « ist positiv fiir das Gravitationspotential oder fiir das elektro-
statische Potential mit entgegengesetzten Ladungen. In diesem Fall ist der Parameter p > 0.

f (@)
1+¢e

- R

o/ i

Abbildung 4.12: Variation der Funktion f(¢) im Fall p > 0

Aus der Forderung f(¢) = 1+€ecos ¢ > 0 ergibt sich die in Abb. 4.12 skizzierte Einschrankung
der erlaubten Werte von ¢ zu

r< << <, (4.95)

mit dem Grenzwinkel ¢ = arccos(1/¢). Fiir den Winkel ¢ = 0 wird der Abstand der Bahn
vom Kraftzentrum minimal, ry,:n, = p/(1 + €); fiir ¢ — £¢; folgt » — co. Die resultierende
Bahnkurve ist in Abb. 4.13 skizziert.

4.6.2 Repulsives Potential (o < 0)

Die Massenpunkte stoBen sich ab, wie etwa bei gleich geladenen Ladungstrdgern. Dann ist
p < 0, und es muss

f(@)=1+4¢€cos¢p <0

sein. Die erlaubten Werte von ¢ sind dann
T <P < —P und P <op<T. (4.96)

Die in Abb. 4.14 skizzierten Bahnkurven sind Hyperbeln, die nicht das Kraftzentrum ein-
schlieBen, sondern vor diesem zuriickweichen.
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// —
// r
ﬁp‘)/ verbotener Bereich
/</ m,
— (pl

Abbildung 4.13: Hyperbelbahn bei attraktivem Potential

Abbildung 4.14: Hyperbelbahn bei repulsivem Potential

4.7 Der Runge-Lenz-Vektor

Beim attraktiven Kepler-Potential mit € < 1 sind die Bahnkurven Ellipsen, insbesondere
geschlossene Bahnen. Es folgt weiterhin, dass sowohl der Ort, an dem die Masse mo der
Masse m; am nichsten kommt (Perihel), als auch der Ort, an dem die Masse mgy am
weitesten von der Masse m; entfernt ist (Aphel), nicht wandern, sondern zeitlich fest liegen
(siehe Abb. 4.15).
Diese Konstanz des Perihels bzw. Aphels ist mit einer ErhaltungsgroBe, dem sog. Runge-
Lenz-Vektor, verbunden.

Der Runge-Lenz-Vektor ist definiert durch

wobei

B = xl—-«

— .
l — —

der Drehimpuls der Relativbewegung ist.
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4.7 Der Runge-Lenz- Vektor

Aphel Perihel

Abbildung 4.15: Perihel und Aphel

Die totale zeitliche Ableitung dieses Vektors ist

E:?xﬁ—?xlﬁ—amﬂ;ﬁ:%xlﬁ_af.i_af%’
r r r
weil nach (4.17) I'= 0. Mit
r? = F.F und rr =77
25 .
r r
e -\ LRy,
= rxl—i—r—?)[ T r)—r(r 7“} (4.98)

Mit dem dreifachen Kreuzprodukt (1.22)

folgt fiir a = b="r
und ¢ = 7
die ldentitat
() =R = xR,
so dass B = ?xf+%[?x(7"x?)
r
= Pxlt Cni= (%ﬂg)xf. (4.99)
wr ur

. AV . aF
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4 Das Zweikérper-Problem

so dass die Klammer in Gleichung (4.99) verschwindet. Wir erhalten also

é:i[?xf—a:]zo, (4.101)
d.h. der Runge-Lenz-Vektor B ist bei der Keplerbewegung eine ErhaltungsgroBe.

Man iiberlegt sich leicht, dass der Runge-Lenz-Vektor B immer in Richtung des Perihels
zeigt: dazu betrachten wir den Ortsvektor 7 des Perihels (nichster Punkt). Dann liegt #* L 7
in der Ebene der Bahnbewegung und ['steht senkrecht auf dieser Ebene (siehe Abb. 4.16).
Somit zeigen 7 X ["und natiirlich auch 7/r in Richtung des Perihels. Weil B ErhaltungsgroBe
ist, andert sich der Ort des Perihels nicht.

Abbildung 4.16: Zur Richtung des Runge-Lenz-Vektors

Bilden wir das Skalarprodukt B - ¥ = Brcos ¢ mit ¢ = A(E, ), dann folgt mit Gleichung
(4.97) und der Spatprodukt-Regel (1.24)

E-F:Brcos¢ = F-(?xf—oﬁ)
”
= —ar+f"(?><l4)

. 12

= —ar+1 <F><77>:——047'
L
2 z
oder r o= u L P (4.102)

o+ Bceosg - 1+§cos¢ - 1+ ecos¢

wieder die Bahngleichung (4.43) unter Zuhilfenahme von ErhaltungsgroBen.

4.8 Das Streuproblem

Das Zweikorperproblem ldsst sich auch auf Streuexperimente der Kernphysik bei Coulomb-
wechselwirkung anwenden. Wir machen dabei die vereinfachende Annahme, dass die Masse
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4.8 Das Streuproblem

des Targetteilchens my sehr viel groBer als die Masse des gestreuten Teilchens my ist. Die re-
duzierte Masse ist dann durch p ~ my gegeben. In Abb. 4.17 skizzieren wir den Streuprozess
im Schwerpunktsystem, in dessen Ursprung das Target ruht.

2 P
¢ S
To o d S
1

Abbildung 4.17: Streuproblem

Das Teilchen 2 kommt mit der Geschwindigkeit vy aus dem Unendlichen und wiirde ohne
Wechselwirkung mit dem Teilchen 1 im Abstand s (sog. StofSparameter) vorbeifliegen. Aus
dem Drehimpuls der Relativbewegung | = uirp x vy berechnen wir dessen Betrag zu

I = |pury X 09| = marovg sin @ = mavgs , (4.103)

wobei oo = Z(79,v0). Ebenso ist die Gesamtenergie der Relativbewegung bekannt:
m2 2

E = 7’(/0 5 (4104)

wenn wir das Potential so normieren, dass es im Unendlichen verschwindet (V(+o0) = 0).
Aus der Kenntnis der ErhaltungsgroBen [ und E bestimmen wir nach (4.41)—(4.42) die

Bahnparameter
| 212F 12
e=4/1+—5, p=—". (4.105)
7% 7%

GemaB unserer Diskussion in Kap. 4.6 folgt aus der asymptotischen Bedingung fiir r — oo,
dass der Grenzwinkel durch cos¢g = —1/e gegeben ist. Damit gilt fiir den Streuwinkel
O =7—2¢q.
Bei elastischer Streuung ist der Betrag des Impulses nach der Streuung gleich dem Betrag
des Impulses vor der Streuung |pg| = |pa|, weil
(e.o] o N
A= g —fa = / F(t)dt = —/ YV (r(i)) dt =0
—00 —00
Betrachten wir nun einen Strahl von Teilchen (siehe Abb. 4.18).
Durch den linken Ring mit dem Radius s und der Dicke ds fliegen genauso viele Teilchen

(Nein) wie nach der Streuung durch den Raumwinkel df2 austreten (Naus). d€) entspricht
dem schraffierten Teil der Einheitskugel um m; mit Winkeln zwischen © und © + d©, d.h.

Nein2msds = NausdQ = Ngys2m sin ©dO . (4.106)
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— <
o
(7))

e A
[ <
s W

do

Abbildung 4.18: Zum differentiellen Wirkungsquerschnitt

Als differentiellen Wirkungsquerschnitt do bezeichnen wir das Verhaltnis der Anzahl der in
den Raumwinkel d€2 pro Zeiteinheit gestreuten Teilchen durch die Anzahl der einlaufenden

Teilchen pro Zeiteinheit und Eintrittsflache:

do_ Naus
a9~ Ny
Mit Gleichung (4.106) folgt
do = Na.us'dQ = 2msds .
Mit d€2 = 27 sin ©dO erhalten wir
do 2msds s |ds
dG:dTZ ~ 27sin©dO :sin(%‘d@ d.

Aus den Gleichungen (4.103)—(4.105) folgt

> = m3uvds® = 2myEs?
4E2 2
und € = 1+ 28 ,
«
1
so dass Ca = cos¢pg=—
1+ 4E252

2

a |1
Oder S — _ﬁ Cié—l

Es folgt
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4.8 Das Streuproblem

Benutzen wir

0 = 71— 2¢G )
© o
so dass Cqg = cospg = cos (g — 2> = sin 5
ds a?
dann folgt _— = —
g dCq 4E2ssin® %
ds ds dsin % 1 O ds a? cos %
und —_— = — = — COS — =
do dsin % do 2 2dCg  8E2ssin® %
und wir erhalten fiir Gleichung (4.109)
o2 cos %
do = - “—5d?
8E2sin O sin® 3
oder mit sin® = 2sin — cos —
2 2
do a® . _,0
70 = lggon 45 . (4.111)

Fiir die Streuung von Teilchen der Ladung g2 an Kernen der Ladung q; ist o = (q1q2)?,
und unser Ergebnis (4.111) stellt die Rutherford’sche Streuformel dar.
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5 Hamilton-Mechanik

Mit der Hamiltonschen Formulierung der Bewegungsgleichungen geschieht oberflachlich be-
trachtet nur eine mathematische Neuformulierung der Lagrange-Gleichungen 2. Art. Diese
Neuformulierung ist aber wichtig fiir das Verstdndnis der Quantenmechanik.

5.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Das Ziel unserer Uberlegungen ist der Ubergang von den Verinderlichen
(ort 7, Geschwindigkeit &', Zeit t) ~ (ort 7. Impuls 7, Zeit t) . (5.

Die Vektoren deuten an, dass es sich jeweils um die Anzahl s verallgemeinerter Koordinaten
handelt.

Nach Gleichung (3.195) ist der in Gleichung (5.1) eingehende kanonisch konjugierte Impuls
durch
oL

a—q_j (5.2)

pj =

definiert. Die Art des Ubergangs (5.1), in dem eine partielle Ableitung als neue Variable
auftaucht, geschieht elegant durch die sogenannte Legendre- Transformation.

5.1.1 Mathematischer Einschub: Legendre-Transformation

Wir betrachten den Ubergang von einer Funktion f(x,y) zur Funktion

g(x,u) = g<w,g§>,

mit g(z,u) = uy— f(z,y),
mit u = gzjj (5.3)

Die so gebildete Funktion g enthilt y nicht mehr als unabhingige Variable, wie man am
totalen Differential erkennt:

dr + ——d

dg:ydu+udy—df:ydu+udy—<af g]yt > .
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5 Hamilton-Mechanik

Fiir
i
= 3
folgt dg = ydu-+udy — a—fdx — udy = ydu — aidx
al’ 81‘
und es gilt % = 7% .

5.1.2 Ableitung der Hamilton-Gleichungen

Wir betrachten das totale Differential der Lagrange-Funktion:
L
dL = dqj + Z dq] dt . (5.4)

Mit Gleichung (5.2) und den Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.96) folgt

oL _ oL _
8qj N dt 8qj R
so dass dL = zs:p-dq- + zszp-dq' + 6—Ldt . (5.5)
T ot
Es gilt die Beziehung
d ijfb' = Zdjdpj + ijddj ; (5.6)
j=1 j=1 j=1
so dass wir mit Gleichung (5.5) erhalten:
S ) S ) S ) S ) S ) aL
Dopiti—L| = Y didpi+ ) pidd;— Y pide; =Y pidd; — S dt
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
s ‘ s . oL
= > dqidp; — Y pidg; — St (5.7)
j=1 j=1

Wir definieren die Hamilton-Funktion (siehe auch Gleichung (3.203))

H (p, gt Zpgqj ~L. (5.8)

Diese enthalt zwar iiber die Lagrange-Funktion L auch die Geschwindigkeiten ¢;, aber diese
stehen tiber Gleichung (5.2) in direktem Bezug zu den Impulsen p;, so dass wir ¢; = ¢;(q;, p;)
durch ¢; und p; ausdriicken kénnen. Der Vergleich mit Gleichung (5.3) zeigt, dass die
Hamilton-Funktion durch eine Legendre-Transformation aus der Lagrange-Funktion entsteht.
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5.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Offensichtlich ist die linke Seite von Gleichung (5.7) das totale Differential dH, das ebenfalls
auch durch

H
dH = d +Z dp] — (5.9)

gegeben ist. Durch Vergleich mit Gleichung (5.7) folgen die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen, die auch als kanonische Bewegungsgleichungen bezeichnet werden:

oH

— = —p; 5.10

8% bj ( )
OH

— = q; 5.11

3pj qj ( )
oH oL

i _E . (5.12)

Damit haben wir die s Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Lagrange-Formulierung auf
2s Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Hamilton-Formulierung reduziert.

Die kanonischen Gleichungen (5.10)—(5.11) zeigen sehr deutlich die Symmetrie und Gleich-
wertigkeit von Ort und Impuls auf. Die kanonischen Gleichungen zeichnen weder Ort noch
Impuls besonders aus.

5.1.3 Der Phasenraum

Der mit der neuen Darstellung aufgespannte 2s-dimensionale Raum heiBt Phasenraum. An-
schaulich kann der Phasenraum nur im Fall s = 1 dargestellt werden (Abb. 5.1).

Y

@®.p )

Abbildung 5.1: Illustration des Phasenraums fiir s = 1

Die in Abb. 5.1 skizzierte Kurve beschreibt die Zustdande von Ort und Impuls, die das Teilchen
als Funktion des Parameters ¢ (Zeit) durchliuft. Die Zustdnde sind durch die Variation der
Hamilton-Funktion bestimmt. Die Kurve stellt die Niveaufliche fiir H = const. dar. Das
gezeigte Beispiel entspricht einer periodischen Bewegung.
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5 Hamilton-Mechanik

5.1.4 Bedeutung der Hamilton-Funktion

Betrachten wir zunachst den Fall, dass die Kréfte zeit- und geschwindigkeitsunabhangig sind.
In Kap. 3.8.3 haben wir gezeigt, dass in diesem Fall die kinetische Energie T' eine homogene
Funktion 2. Grades in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ist. In Kap. 3.12.1 haben wir
bewiesen, dass in diesem Fall die Hamiltonfunktion H = E = T + V gleich der konstanten
Gesamtenergie des Systems ist.

Dies verdeutlicht auch die totale Ableitung der Hamilton-Funktion nach der Zeit:

dH SaH.+SaH,+aH
—— =) a4 2Pt 5
dt = 0q; = Op; ot

Mit den kanonischen Gleichungen (5.10) und (5.11) erhalten wir dafiir
dH OH Z [8H8H aHaH} _ 0H

- ot T = ot
7=1

— 5.13
8(]]' 8pj apj 8qj ( )

Falls die Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit abhangt (d.h. (0H/0t) = 0), ver-
schwindet die totale Ableitung, und die Hamilton-Funktion und damit die Gesamtenergie
sind konstant.

5.1.5 Beispiel 1: Der eindimensionale harmonische lineare Oszillator

Nach Kap. 2.4.4 ist die Hamilton-Funktion in diesem Fall gegeben durch

2 2
P kx
H=T+V=—+4+—. 5.14
+ 2m+ 2 ( )

Damit erhalten wir fiir die kanonischen Gleichungen (5.10)—(5.11)

OH k OH p
= —_—— = — KX xr= —— = —
b Ox ’ op m’
.. D k
so dass r = —=-——zx,
m
mit der Lésung z(t) = Acoswt+ Bsinwt, w=1/—.
m
Mit der Anfangsbedingung
z(t=0) = A folgt B=0,
so dass z(t) = Acoswt, p(t)=mi=—Amwsinwt.
Fiir die Gesamtenergie erhalten wir dann
2 k2?1 1 1
E=H= + T S mA%w? sin? wt + =kA?% cos? wt = =mA%W? .
2m 2 2 2 2
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Abbildung 5.2: Phasenraumdiagramm des eindimensionalen harmonischen Oszillators.

Die gestrichelte Kurve repriisentiert eine héhere Gesamtenergie H'

Weil die Hamilton-Funktion konstant ist, hat Gleichung (5.14) die Gestalt einer Ellipsenglei-

chung im Phasenraum, d.h. in den Koordinaten p und z, wie in Abb. 5.2 skizziert.

Die eingeschlossene Flache im Phasenraum ist durch

F:/pda:

(5.15)

gegeben und hat die Dimension einer Wirkung. Spalten wir das Integral in einen Teil oberhalb
und einen Teil unterhalb der z-Achse auf, oder transformieren wir auf das entsprechende

Zeit-Integral, so folgt

2w

w dx
F = dt p(t)— =
/O p(t)

5.1.6 Beispiel 2: Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

27
mA20? | ° dt sin?wt
0
T
mA%w? = = rmwA? = TA%Vmk .

w

Nach Gleichung (3.238) lautet die Lagrange-Funktion

1 -
L=-mi®—eb+-A.4.
2 c

Daraus erhalten wir den konjugierten Impuls zu

P

oder v

L o
0v c
1 ,

- S
m c

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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Nach der Definition (5.8) folgt dann fiir die Hamilton-Funktion

D ) 1 N 2 = R
H = ﬁ~U—L:£-<ﬁ—€A>——<ﬁ—gA> +e<1>—9A.(ﬁ—iA)
m C C

c 2m mc
_ em(ﬁ_fg). p_pP € p_ €y
c m 2m  2mc mce
! (* 6[1’)2+ s (5.20)
= — |p—- ed . .
2m p c

5.1.7 Beispiel 3: Das Pendel im Schwerefeld
Nach Kap. 3.2 gilt fiir die Lagrange-Funktion

L:T—V:%Z%Q—mgm—mw) .

Fiir den kanonisch konjugierten Impuls erhalten wir dann

oL

P ) ®
Die Hamilton-Funktion lautet dann
P2
H:T—}—V:E:%r?p—{—mgl(l—cosqb) . (5.21)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen sind dann

H . H
po=-2 _ _imgising, ¢=22 _ P

¢ T Opy  mi2

Die zweite Gleichung liefert )
Py = ml*¢

und das Gleichsetzen mit der ersten kanonischen Gleichung fiihrt auf die bekannte (vgl. mit

(3.27)) Bewegungsgleichung

é—l—%sinqﬁzo.

Aus Gleichung (5.21) erhalten wir fiir die Bahn im Phasenraum py = pg(¢)

pe = £1/2mi% (E — mgl + mgl cos ¢) . (5.22)

Wie in Abb. 5.3 skizziert, ist die sich ergebende Kurvenschar vom Wert der Gesamtenergie
E abhiangig.

Solange E < 2mgl, erhalten wir geschlossene, ellipsendhnliche Kurven; das Pendel schwingt
hin und her. Dies entspricht natiirlich dem in Kap. 3.2.2 diskutierten Schwingungsfall.

Fir £ > 2mgl hat das Pendel selbst in den Punkten ¢ = £m noch kinetische Energie
und schwingt ohne Richtungsumkehr weiter. Dies entspricht dem in Kap. 3.2.5 diskutierten
Rotationsfall.
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Abbildung 5.3: Phasenbahnen des Pendels im Schwerefeld

5.1.8 Ableitung der kanonischen Bewegungsgleichungen aus dem
Hamilton-Prinzip

Ersetzen wir im Hamilton-Prinzip (3.163)

to
05 =9 Ldt=0

t1
die Lagrange-Funktion
L=> pidi— H(g,pit)
i

durch die Hamilton-Funktion gem&B Gleichung (5.8), so erhalten wir das modifizierte Hamilton-
Prinzip zu

t2
58 = & [Zpi(_']i - H (qi,pi,t)] dt
t1 i
to to
i Ju t1

Fiihren wir die Variation mit der -Notation (Kap. 3.11.1) durch, so folgt

to
58 = Z

t1 i

[ oOH OH
Im zweiten Term vertauschen wir die Ableitung nach der Zeit mit der Variation, da die
Variationen bei festen Zeiten stattfinden sollen und integrieren anschlieBend partiell iiber die
Zeit
to ) to d . to ) to )
/ dtp;dg; = / dtpi— 0a; = [pidaily; —/ dtpidg; = —/ dtpidg;
t1 t1 t1

t1
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5 Hamilton-Mechanik

wobei wir ausnutzen, dass alle variierten Wege die gleichen festen Endpunkte haben (d¢;(¢1)
= 0¢i(t2) = 0). Fiir Gleichung (5.24) folgt dann

t2 0OH OH
1) = 0piG;i — Di0q; — —0q; — ——0p; | dt
5 / Zi:{pq piod 8Qiq 3pip}

_ /tzqq jépl ['#Z{]@Odt:@. (5.25)

Da die Variationen dg; und dp; unabhingig sind, kann das Integral nur verschwinden, wenn
die Koeffizienten einzeln verschwinden, d.h.

OH . OH
op; T T oy,

i = (5.26)
es folgen die kanonischen Bewegungsgleichungen.

Die Forderung nach unabhangiger Variation von ¢; und p;, die so wesentlich fiir die obige
Ableitung ist, beleuchtet den fundamentalen Unterschied zwischen der Lagrangeschen und
Hamiltonschen Formulierung:

Im Lagrange-Verfahren miissen die generalisierten Koordinaten ¢; und die generalisierten Ge-
schwindigkeiten ¢; am Anfang angegeben werden, um die Bewegung des Systems vollstindig
zu bestimmen. Aber die ¢; wurden stets als abhdngige Variablen betrachtet, eng verkniipft
mit den ¢; durch ihre zeitliche Ableitung. Bei der Herleitung der Lagrange-Gleichung wurde
die Variation d¢; durch die unabhangige Variation §g; mittels einer partiellen Integration nach
der Zeit ausgedriickt. Dies fiihrte auf eine zweite Ableitung der Lagrange-Funktion L und
folglich auf Bewegungsgleichungen 2. Ordnung.

Wir erhalten Gleichungen erster Ordnung aus dem modifizierten Hamilton-Prinzip nur des-
halb, weil die Variation dp;, anders als §¢;, als unabhdngig von dq; angesehen wird. Die Impul-
se mussten deshalb auf den gleichen Status wie die Koordinaten gehoben werden; beide sind
gleichberechtigte unabhingige Variablen, die nur durch die Bewegungsgleichungen selbst
und keine a-priori definierte Beziehung verbunden sind. Nur wenn die Menge der unabh&ngi-
gen Variablen von s auf 2s GroBen erweitert wird, sind wir in der Lage Bewegungsgleichungen
zu erhalten, die von erster Ordnung sind.

5.2 Poisson-Klammern

Es sei eine Funktion f = f(q,p,t) gegeben. Solche Funktionen stellen beispielsweise mess-
bare, physikalische GroBen (“Observable™) dar. Die totale zeitliche Ableitung lautet dann

% 8f Z(af pz>. (5.27)

Mit den Hamilton-Bewegungsgleichungen (5.10)—(5.11) folgt

ﬁ 0 f Z 0 f OH O0f OH
dt 0q; Op; api 0q; '

(5.28)
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5.2 Poisson-Klammern

Definition : Wir definieren die Poisson-Klammer von f und H durch

K [Of0H Of 0H
= ; (3% dpi  Op; 8(]i> ' (5.29)

Damit schreibt sich Gleichung (5.28) als

df _of
= TULH] (5.30)

Falls f nicht explizit von der Zeit abhangt ((0f/0t) = 0), gilt

df

%:[f’H] :

Es liegt also ein Integral der Bewegung oder eine ErhaltungsgréBe vor, d.h. die MessgroBe
ist zeitlich konstant, df /dt = 0, wenn

[f,H] =0 (5.31)

die Poisson-Klammer von f mit der Hamilton-Funktion H verschwindet.
Analog zur Definition (5.29) fiihren wir die allgemeine Poisson-Klammer fiir ein beliebiges
Paar von Funktionen ein durch

_~~(0fdg Of g
[f9=) (aqiapi ~ % a%) . (5.32)

i=1

5.2.1 Eigenschaften der allgemeinen Poisson-Klammer

Seien die Funktionen f1, fo, f, g, h und die Konstante ¢ = const. gegeben. Aus der Definition
(5.32) beweist man sofort durch Einsetzen folgende Eigenschaften der Poisson-Klammer:

(a) Antisymmetrie (f.g] = —lg.f], (5.33)

mit der Folgerung if,f] = =1, f1=0 (5.34)

(b) f.d = 0 (5.35)

(c) Bilinearitit [f1+ 291 = [f1.9]+[f2, 9] (5.36)

(d) [fi-fe9] = filf2 9]+ f2lf1,9] (5.37)

0 of Jg

(© sl = |+ [ 5] (5.38)
(f) Schwieriger zu beweisen ist die Jacobi-Identitdt:

[fv [ga h]] + [97 [h7 f]] + [h7 [fa g]] =0. (5.39)
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5 Hamilton-Mechanik

5.2.2 Spezielle Fille von Poisson-Klammern

Es ist

L [f ] = — 4k weil (52) =0

N

. Ebenso gilt [f,pr] = 687];:

>

[pispk) =0

i

Ops Oqi _ Opi Ok ) _ _ _
[pir ak] = >0 (35n o~ o %) =0~ =1 0indkn = —di und [g;, pj] = di5,

wobei d;;, das Kronecker-Symbol (1.6) bezeichnet.
Die kanonischen Bewegungsgleichungen ergeben sich dann mit (5.10)—(5.11) als

°. (Op, OH Opy OH oH
H == _—  _ — = —— =
[pk’ ] 1;1 <aQn Opn Opn aQn> Oqx Pr>
also b = [pk, H] (5.40)
s
8qk oH 8qk 8H) oOH .
und JH) = AR IR T ) = 2 g,
[Qk ] ngl (8%1 Opn Opn, Oqn, Opy; I
also a = lax, H] . (5.41)

5.2.3 Poisson-Theorem

Das Poisson-Theorem ist hilfreich, bei bekannten Bewegungsintegralen weitere zu finden.
Poisson-Theorem: Fiir alle f und g mit

¥ do_,
. dt

gilt [f,g] = const., (5.42)
d.h. [f, g] ist Bewegungsintegral.
Beweis: Nach (5.30) gilt

d 91/, 9]

— = H| .

g hal=—5— +f.d H]

Nutzen wir die Beziehungen (5.33), (5.36), (5.38) und (5.39) auf der rechten Seite dieser
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Gleichung, so folgt
o

%Uﬂ — ﬁwé+{ﬂ& %EUM]
— Y o]+ [ 2] om0 1)
= Y o]+ 1Y o my 4 1.1 )
:?ZHMﬂ4+V%+m@
— %o+ |2 %] ~ g+ 1m0 =0,

also [f, g] = const. Q.E.D.
Sind also zwei Bewegungsintegrale gefunden, kann man so weitere Bewegungsintegrale kon-
struieren.

5.3 Kanonische Transformationen

Unsere bisherige Erfahrung lehrt uns, dass fiir die Losbarkeit mechanischer Probleme die
Wahl der Koordinaten entscheidend ist. Wir suchen daher nach einer Darstellung, in der
moglichst viele (oder sogar alle) Koordinaten zyklisch sind. Diese liefern dann jeweils kon-
stante konjugierte Impulse als ErhaltungsgroBen, so dass sich das mechanische Problem
enorm vereinfacht.

Definition: Integrables System: Bei einem integrablen System sind alle Ortskoordinaten
zyklisch. Dann gilt fiir alle konjugierten Impulse

pr = ai = const. . (5.43)

Sei auBerdem die Hamilton-Funktion eine Konstante der Bewegung. Die Hamilton-Funktion
ist dann weder eine explizite Funktion der Zeit noch der zyklischen Koordinaten, d.h.

H=H (ai,...,op) . (5.44)

Als Folge erhalten wir fiir die kanonische Gleichung (5.11)

. _OH 0H
T T da;

=w; =w; (a1, ...ay) . (5.45)

Die wj; sind wieder zeitlich konstant, da sie nur von den «; abhdngen. Als Lésung der Bewe-
gungsgleichung (5.45) ergibt sich
g = wit + B , (5.46)

wobei die Integrationskonstanten 3; aus den Anfangsbedingungen folgen.
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5 Hamilton-Mechanik

Wir suchen also eine Transformation fiir die Koordinaten, die es erlaubt, die Lésung so einfach
wie in Gleichung (5.46) zu formulieren:

Q = Q@1 . (5.47)
P, = Pi(@51) - (5.48)

Anders als frither (Kap. 3.6.3) andert sich die Anzahl der unabhingigen Koordinaten nicht
mehr (keine neuen Zwangsbedingungen). Die einzige Bedingung an die Transformationen
(5.47)—(5.48) ist, dass sie die Form der kanonischen Bewegungsgleichungen beibehalten,
d.h.

: 0H

P = — 4
. 0H

Q = P, - (5.50)

Allerdings kann sich die Hamilton-Funktion bei der Transformation dndern
H(g,p,t) — H (Q, Pt) . (5.51)

Diese Transformationen heiBen kanonische Transformationen, weil sie die Form der kano-
nischen Gleichungen invariant lassen.

5.3.1 Erzeugende Funktion

Die Forderung, dass die Form der kanonischen Gleichungen und nicht die Hamilton-Funktion
invariant bleiben, ist darauf zuriickzufiihren, dass die Bewegungsgleichungen das Aquivalent
zu den Lagrange-Gleichungen sind und sich damit aus dem Hamilton-Prinzip herleiten lassen.
Das Hamilton-Prinzip der stationdren Wirkung muss weiterhin giiltig sein und zwar in beiden
Formulierungen (7, 7,t) und (@, P, ).

Nach Gleichung (5.8) ist

L=> peie— H(3,D:t) - (5.52)
k

Damit erscheint das Hamilton-Prinzip (5.23) mit dgx = gxdt in der Form

to

to _
b > pjdg; — Hdt| = 5Z/t > PidQ; — Hdt| =0. (5.53)
J J ! J

t1

Wegen der festgehaltenen Randwerte der Integration kdnnen sich beide Integranden nur um
die totale Zeitableitung einer beliebigen Funktion F(q, p, @, P,t) unterscheiden,

dF

L-L = ol (5.54)
denn SIF (k) — F(t)] = 0,
weil 5{/;“;5@ — S[F(ty) — F ()] =0
wegen SF(t) — OF (t)=0.
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Aus den Gleichungen (5.52) und (5.54) folgt also

S pyda; — H (@) dt = ZdeQj ~ 0 (Q.Pt)at+dF (7.G.t) . (5.55)
: .
mit dF = dt+z d +Z (5.56)

Die erzeugende Funktion F ist im Allgemeinen eine Funktion F' = F(q,p, @,ﬁ,t) der
“neuen” und “alten” Koordinaten, also von 4n Variablen. Die konjugierten Impulse sind
aber iiber ihre zeitliche Ableitung gemaB den kanonischen Gleichungen durch die Ableitung
der Hamilton-Funktion (aus der bekannten Lagrange-Funktion) nach ¢ und Q schon implizit
durch Fy (7, @, t) gegeben. Von den 4n Variablen sind nur 2n unabhingig voneinander, daher
konnen wir die erzeugende Funktion in einer der folgenden vier Formen schreiben:

(a) F1(qiQist)
(b) Fa(qi Pist)
(c) Fs(pi, Qist)
(d) Fi(pi, P;,t)

je nach Art des Problems.
Ist zum Beispiel die erste Form F geeignet, so folgt aus Gleichung (5.56)

% _ 8;;1 aquj Z 3F1
Setzen wir dies in Gleichung (5.55) ein, erhalten wir
> pid; — H(G.p.t ZPQ] (th)Jr@ ZaFl ZaFl
J
oder nach Umstellen
; (pj ?91;1) 4 = ; (P + gf;) Q;+ H(@.50)— 1 (3. P.t) +8;;1 . (5.57)

Da die alten (g;) und neuen (Q;) Koordinaten hier als unabhéngig angesehen werden, miissen
die Koeffizienten der ¢; und Q; einzeln verschwinden, d.h.

oFy
= L=y t :
Dy 0qj Dby (QaQa ) , (5 58)
0F,
P = —2L_p(q,0,1), 5.59
J aQ] J (q Q ) ( )
_ F}
so dass H = H-+ 81(;);@@ (5.60)

175
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uibrig bleibt.

Man kann die 2n Gleichungen (5.58)—(5.59) nach ¢ = ¢(Q, P,t) und p = p(Q, P, t) auflésen.
Setzt man diese auf der rechten Seite von Gleichung (5.60) ein, so folgt die neue Hamilton-

Funktion H(Q, P, ).

Als nichstes behandeln wir die Transformationsgleichungen fiir eine Erzeugende vom Typ
F5(q, P,t). Diese lasst sich durch eine Legendre-Transformation aus F} ableiten, da nach

Gleichung (5.59) P; = —(0F1/0Q);) ist; es gilt also

Py (q,P,t) = Fi (¢,Q,t) + > _ PQ; .
j

Dann erhalten wir fiir Gleichung (5.55)

> pigi - H(@pt) = Y PQ, —ff(@,ﬁ,t
J J

_|_7

)+

d
Daraus folgt

> pigi—Y PQi-H+H
; 7

ot
oder ijq'jJrZPij—H—FH
J J

OF, < 0F; . OF, .
— 22 gr2 . “T2p
o "2y U 2 op

Der Koeffizientenvergleich ergibt

R 8F2 (Qa P7 t)
o aFQ (Qa Pa t)

aFQ (CbP)t)

Ahnlich verfihrt man mit den Erzeugenden F3 und F; (Ubungsaufgaben).

F5(p,Q,t) erhdlt man aus Fi(q,Q,t) durch die Legendre-Transformation

Fs(p,Q,1) qup; +Fi(q, Q1)

176

ZPQJ

6F2 8F2J+28F2P ZPQJ ZPij
J

(5.61)

(5.62)

(5.63)
(5.64)

(5.65)

(5.66)



5.3 Kanonische Transformationen

weil nach Gleichung (5.58) p; = (0F1/0q;). Damit erhalt man als Transformationsgleichun-

gen
8F3 (p7Q>t) 8F3 (pvat) [ aF‘3 (pant)

J 8;0]' J 8QJ ot ( )

Fy(p, P,t) erhdlt man aus Fi(q,@,t) durch die doppelte Legendre-Transformation
Fy(p, Pt) =Fi(q, Q)+ Y _PiQ; = > ap; . (5.68)

J J
Als Transformationsgleichungen ergeben sich in diesem Fall
8F4(papvt) 8F4(p,P,t) I 8F4(p7P7t)

o Pl b 2 Rl Rl H=H4+ —2 7 5.69

In Tabelle 5.1 haben wir die Transformationseigenschaften der vier Erzeugenden zusammen-
gefasst. In allen Fallen ist

_ I
H:H+&7

i —1,2,3.4.
ot !

(5.70)

Tabelle 5.1: Transformationseigenschaften der erzeugenden Funktionen

Q P
q FI(Q7Q7t> FQ(q7P7t)
_ OF . _ _dF ___ OF
Pi= a5 i = —a0; =9 Qi = op,
p F3(p7Q>t) F4(p7 Pat)
OF: OF: OF. OF,
45 = 8pj Py = a@j a4 = Bpj’ Q; = j
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5.3.2 Beispiele kanonischer Transformationen

(a) Identische Transformation:

Die Transformation

(g, ;1) qu (5.71)

heiBt identische Transformation, denn nach den Gleichungen (5.63)—(5.65) sind dann

8F2 (Q7P7t)
by = dq; =5
aFZ (q7P7t) .
QJ 8Pj =qj

die neuen und alten Koordinaten gleich, ebenso wie die alte und neue Hamilton-Funktion
H=H.

Ubungsaufgabe:
A5.3.1) Zeigen Sie, dass auch F3 = — Zj p;jQ; die identische Transformation ergibt.

(b) Punkttransformation:

Sei
FQ(qa'Pvt):ka(qlv"‘7QS7t)Pk‘ (572)

k

Nach den Transformationsgleichungen (5.63)—(5.64) ergibt sich

o 0F, (q, P,t) 8fk
Py = (9qj Z@qj

und Qj = fj((le---aant) ’

d.h. hier hangen die neuen Koordinaten nur von den alten Koordinaten und der Zeit ab, nicht
aber von den alten Impulsen. Solche Transformationen bezeichnet man als Punkttransfor-
mationen. Da die fi beliebig sind, folgt, dass alle Punkttransformationen kanonisch sind.
Nach Gleichung (5.65) enthélt die neue Hamilton-Funktion die Zeitableitung (0f/0t) der
Funktionen fj,.

(c) Vertauschungstransformation:

Die Transformation

(0.Q.0)=>_4Q (5.73)
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vertauscht die Rolle von Impulsen und Koordinaten, denn aus den Transformationsgleichun-
gen (5.58)—(5.59) folgt

oF;
pb; = 8%‘ = Q]
oFy
und P, = ——+=—¢q,.
J aQ] qJ

Dieses Beispiel zeigt sehr schon die Gleichwertigkeit von Begriffen wie Koordinaten und
Impulsen in der Hamilton-Mechanik.

Ubungsaufgabe:
Ab.3.2) Zeigen Sie, dass auch F; = — Ej pjP; die Vertauschungstransformation ergibt.

(d) Spezielle Transformation:

Fiir spatere Diskussion betrachten wir die Erzeugende
mo 9
Fl (Q7 Q7 t) = qu cot Q ’ (574)

wobei m und w Konstanten bezeichnen.
Aus den Transformationsgleichungen (5.58)—(5.59) erhalten wir dann

oF
p = —lzqucotQ
dq
OF,  m o, 1 mwq?

d P == —_—— = — =
un 0Q 9 —sin?Q  2sin?Q

2P
oder q = \/—st (5.75)

und damit p = mw\/ QCOSQ V2mwP cos Q) . (5.76)

SIH

Da die Erzeugende (5.74) die Zeit nicht enthilt, folgt aus Gleichung (5.60) fiir die neue
Hamilton-Funktion

H(Q,P)=H(¢(Q,P),p(Q,P)) . (5.77)

Wir wenden diese spezielle Erzeugende auf den Fall des linearen harmonischen Oszillators an.

5.3.3 Anwendung: linearer harmonischer Oszillator

Mit V = (k/2)q¢? gilt fiir die Hamilton-Funktion des linearen harmonischen Oszillators

m . 2
H=T+V=—@+L -2 ™
V=gl =t
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Mit k = mw? folgt
2 2 2
p mw-q
H=—
2m + 2

Wir transformieren jetzt auf neue Variablen (@, P) mittels der Erzeugenden (5.74). Setzen
wir die Gleichungen (5.75) und (5.76) gemaB Beziehung (5.77) ein, so erhalten wir eine
besonders einfache neue Hamilton-Funktion:

(5.78)

mw? 2P

_ 1
H=H=—"—"2mwPcos®Q + = sin?Q =wP [cos2 Q + sin® Q] =wP. (5.79)
2m 2 mw

Die neue Hamilton-Funktion ist zyklisch in @. Aus der kanonischen Gleichung (5.49)

. oH
P = -Z==0
oQ
E
folgt P = const. = FPy=—.
w
Gleichzeitig folgt aus der kanonischen Gleichung (5.50)
. OH
© = 9T
so dass sich Q) = wt+a

als allgemeine Losung ergibt. Aus Gleichung (5.75) erhalten wir damit

q(t) =1/ % sin (wt + a) = 4/ Ti—fQ sin (wt + «) (5.80)

die bekannte Lésung (2.66) (mit a = \/2E/k = \/2E/mw?). Die Frage, wie wir auf die
Erzeugende (5.74) gekommen sind, werden wir spiter beantworten (siehe Kap. 5.4.3).

5.3.4 Kriterien fiir Kanonizitat

Wie erkennt man nun, ob eine Transformation

P; =P (q,p,t) , Qj=Q;(qpt) (5.81)

kanonisch ist, wenn die zugehdrige erzeugende Funktion nicht explizit bekannt ist?
Satz: Die Phasentransformation (5.81) ist genau dann kanonisch, wenn die fundamen-
talen Poissonklammern in den neuen Variablen

Qi, Pl = dij, (5.82)
Qi Q;] = [P, P]=0 (5.83)
erfillt sind.

Den Beweis fiir nicht explizit zeitabhéngige erzeugende Funktionen findet sich im Band 2
des Mechanik-Buches von Nolting (Ubungsaufgabe).
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5.4 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Auf welche Weise muss eine Hamilton-Funktion H transformiert werden, damit die Lésung
eines moglichen physikalischen Problems mdoglichst einfach wird?

Eine mogliche Transformation besteht darin, so zu transformieren, dass in den neuen Varia-
blen (Q, P) die transformierte Hamilton-Funktion H ein bekanntes, bereits geldstes Problem
darstellt (z.B. den harmonischen Oszillator).

Noch einfacher wird die Losung, wenn die neue Hamilton-Funktion ginzlich verschwindet.
Dann ist die Lésung der neuen kanonischen Gleichungen (5.49)—(5.50) trivial, namlich

oH

Pj = _TQ]‘_O’ — Pj=aj=const, j=1,...,s, (5.84)

: oH

Qi = 5 =0, —Qj=pj=const, j=1,...s. (5.85)
oF,

Deshalb bestimmen wir hier diejenige kanonische Transformation F', fiir die die neue Hamilton-
Funktion verschwindet. GemaB Gleichung (5.70) muss dann gelten

_ OF
Diese Bedingung fiihrt zu einer partiellen Differentialgleichung fiir ', der Hamilton-Jacobi-

Gleichung.
Es ist zweckmiBig, aber keinesfalls notwendig, die Erzeugende vom Typ Fy = Fy(q, P,t) zu
wiahlen. Dann gilt nach den Transformationsgleichungen (5.63)—(5.64):

_aFQ(q7P7t) _8F2(Q7P7t)

j = 24, ;o Q5= op, (5.87)

Setzen wir dies in die rechte Seite von Gleichung (5.86) ein, so ergibt sich die Hamilton-
Jacobi-Differentialgleichung (HJD) zu

=0. (5.88)

OF: OF: OF:
H(le"'aQS7 2 2t> 2

g’ dgs ot

Es ist manchmal einfacher, diese HJD anstatt der Bewegungsgleichungen zu I6sen.

5.4.1 Anmerkungen zur Hamilton-Jacobi-Gleichung und L6sungsverfahren

(1) Wir berechnen die totale Zeitableitung von F:

dFQ . 8F2 ZS: |:8FQ . 8F2 : :|

i o ¢, 9 " 9P,

Mit den Gleichungen (5.84) und (5.87a) ergibt sich

S

dFy  OF R
E:W+ZPij:ZPij_H(qap,t):L’ (5.89)
j=1 j=1
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wobei wir die Gleichungen (5.86) und (5.8) verwendet haben. Integrieren wir Gleichung
(5.89), so erhalten wir

F = /dtL (p,q,t) + const = S + const . (5.90)

Bis auf eine Konstante ist die erzeugende Funktion F5 gleich der Wirkungsfunktion
S = [dtL, die beim Hamilton-Prinzip minimiert wurde. Deshalb heiBt

F2(Q7P7t):S(Q7P7t) (591)

Hamiltonsche Wirkungsfunktion.

(2) Die HJD (5.88) ist eine nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir F5 in den (s+1)
Variablen ¢, ..., qs, t. Sie ist nichtlinear, da H im Allgemeinen quadratisch von den Impulsen
p;j und damit von (0F»/0q;) abhidngt. Es treten nur partielle Ableitungen 1. Ordnung nach
den ¢; und nach ¢ auf.

(3) Die HJD enthilt (s + 1)-verschiedene Ableitungen der gesuchten Funktion F5. Nach der
Integration der Gleichung erhalten wir demnach (s+ 1) Integrationskonstanten. Da die HJD
F5 nur in der Form (0F»/0q;) oder (0F,/0t) enthilt, ist mit Fy auch stets Fy + const.
Losung. Von den Integrationskonstanten ist also eine trivial additiv. Die vollstindige Losung
hat also die Gestalt

Fy(qi,...gs,t]at,...,as) + asql (5.92)

Qg4+ ist unwichtig, da die Transformationsformeln (5.87) nur die Ableitungen von Fh ent-
halten.

(4) Die HID bestimmt nur die g;- und t-Abhangigkeiten der Lésung Iy = Fi(q;, Pj,t) und
macht keine Aussagen iiber die Impulse P;. Wir wissen aber aus Gleichung (5.84), dass die
Impulse konstant sind, und haben deshalb die Freiheit, die Integrationskonstanten mit den
neuen Impulsen zu identifizieren:

Pj:aj, jzl,...,s. (593)
Aus diesen Uberlegungen konstruieren wir das folgende Ldsungsverfahren:
(a) Man formuliere H = H(q,p,t), setze p; = 0F5/0q; ein und stelle die HJD auf.
(b) Man lése die HID fiir Fy:

F2 - S(qla“'7q87t|a17"'7a8)

und identifiziere die Integrationskonstanten mit den neuen Impulsen:

Pj:aj, j:1,...,8.
(c) Man setze nach Gleichung (5.87b)

_05(q.t]a)
N aOéj
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5.4 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Das sind s-Gleichungen, die nach den alten Koordinaten ¢, ..., qs aufzulésen sind:

qj:Qj(t‘ﬁla"'aﬁ&alw"aaS)ZQj(t 570_2> ) j:]-v"'as' (595)

(d) Man berechne die alten Impulse aus Gleichung (5.87a)

_ 095(q.t]a)

j 94, =pi(@tla), j=1....s (5.96)

und setze die Koordinaten aus Gleichung (5.95) ein:

pj:pj(t|ﬁ1,...,ﬁs,o¢1,...,as):pj(t 5,07) , j=1,...,s. (5.97)

(e) Die Anfangsbedingungen

) =qit=to), p=pi(t=t)), j=1l...s

liefern iiber (5.95) und (5.97)
s (0. 0) = (]f.0)

die dann wiederum in (5.95) und (5.97) eingesetzt werden, womit das mechanische Problem
vollstindig geldst ist.
Wir illustrieren das Verfahren am Beispiel des linearen harmonischen Oszillators.

5.4.2 Beispiel des Lésungsverfahrens: Der lineare harmonische Oszillator

(a) Nach Gleichung (5.78) ist die Hamilton-Funktion mit & = mw? durch

2 2 2
mw
H=2 q

“om T2

gegeben. Wir setzen p = (05/9q) und erhalten als HJD nach Gleichung (5.88)

1 [/0S\? mw?¢® S
(6() 2 =0. (5.98)

2m 2 ot

(b) Wegen der t-Abhingigkeit nur im letzten Term von Gleichung (5.98) machen wir den
Ansatz

mit der Integrationskonstanten « und erhalten die Gleichung

1 <dT/V>2 N mw?q?

2m \ dq 2

=«
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5 Hamilton-Mechanik

fir die Funktion W (q|P). Es folgt

und nach Integration

2
W:mw/quaQ—qQ—Fconst.

Fiir die Losung der HID (5.99) folgt

S(q,a,t) = mw/dq\/—q — at + const

2
arcsin <q %)] — at + const . (5.100)
«

w[Q mw2 q mw2

Der neue Impuls ist
P=q«. (5.101)

(c) Wir setzen

Q—as—ﬂ:const

und erhalten mit der Lésung (5.100)
1 2 —i/2
w mw

1
oder B+t = —arcsin (qw, / m) . (5.102)
w 2a

Wir [6sen diese Gleichung nach ¢ auf:

qz%“%sinw(?ﬁ—l—ﬁ) . (5.103)

Offensichtlich hat die neue Ortskoordinate () = 3 die Dimension Zeit.

(d) Den alten Impuls berechnen wir aus

os dW 2a
_95 _dw _ 2a e 5.104

und setzen das Ergebnis (5.103) fiir ¢ ein. Mit

2a 2_ 20 [1—sin*w(t+pB)] = 7232 cos’w (t + ) (5.105)

——5 — q
mw? mw?

erhalten wir
p=+V2amcosw (t+ ) . (5.106)
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5.4 Hamilton-Jacobi-Gleichung

(e) Mit den Anfangsbedingungen bei t = to = 0: p(9) =0, ¢(© = gy # 0 folgt aus Gleichung

(5.104)

1
a= imw2q8 =FE. (5.107)

Da wir zum Zeitpunkt ty = 0 nur potentielle Energie haben, ist nach Gleichung (5.107)
a gleich der Gesamtenergie E des Systems. Gleichung (5.102) fiir ¢ = 0 liefert dann mit

(5.107)
1 1
8= » arcsin <qow‘ /m;q8> = arcsin(1) = % . (5.108)

(f) Setzen wir die Ergebnisse (5.107) und (5.108) fiir & bzw. 3 in die Lésungen (5.103) und
(5.106) ein, so folgen als vollstandige Lésungen der Bewegungsgleichungen

1 /2F . T 2F
q(t) = —y/—sin <wt + —) =/ —w?coswt ,
wV m 2 m

p(t) = V2Emcos (wt v g) — V2Emsinwt . (5.109)

5.4.3 Zusatziiberlegung

Die Losung (5.100) ist eine Erzeugende vom Typ Fy(q, P, t). Mit Hilfe der Ergebnisse kénnen
wir auch die entsprechende Erzeugende vom Typ Fi(q,@,t) aufstellen. Dazu erinnern wir
uns, dass nach den Gleichungen (5.58)—(5.59):

- on

OF
und P, = ——.
J an

Mit den Gleichungen (5.101) und (5.102) folgt mit 5 = @

B mw?q? B mw?q?
C2sinfw(t+3)  2sinfw(t+Q)

P=«

Setzen wir dies in Gleichung (5.59) ein, erhalten wir

2 2
F
p=_——"*~9 __ _oh (5.110)
2sin“w (t + Q) oQ
Dann folgt daraus mit Gleichung (5.106)
t F
p=V2amcosw (t+ Q) = V2Pmcosw (t + Q) = mwgeosw(t+ Q) Ok (5.111)

sinw (t+ Q) Jq

nach Gleichung (5.58). Integrieren wir diese Gleichung beziiglich ¢, so folgt

Fi (0:@.1) = gmwd? coteo (1 Q)+ 1 Q1)

185



5 Hamilton-Mechanik

Leiten wir dieses Ergebnis nach @ ab:

0Q PR sin?w (t + Q) +®

und vergleichen mit Gleichung (5.110), so folgt

of
aQ — "
so dass Fi(q,Q,t) = %quQ cotw (t+ Q)+ fi(t) . (5.112)

F1 muss auBerdem die HJD (5.98) des harmonischen Oszillators erfiillen, d.h.

1 0F; 2 n mw?q? n 0F; 0.
2m \ 0q 2 ot
Mit den Gleichungen (5.111) und (5.112) folgt dann
af1 mw?q® mw?q? mw?q?
S2 o Y o?w(t+ Q) + -
ot g v (t+Q) 2 2sinw (t+ Q)

mw?q> [ B cos?w (t + Q)
2 sinfw(t+Q)  sinfw(t+Q)|

so dass bis auf eine unwesentliche additive Konstante
1
Fi(q,Q,t) = iqu2 cotw (t+ Q) . (5.113)

Damit haben wir die Herkunft der Transformation (5.74) begriindet.

5.5 Hamiltonsche charakteristische Funktion

Das Beispiel in Kap. 5.4.2 konnte so einfach geldst werden, weil die Erzeugende S (siehe
Ansatz (5.99)) in zwei Teile separiert werden konnte: der eine enthielt nur die Variable g,
der andere nur die Zeit t. Eine solche Separation ist immer dann moglich, wenn die alte
Hamilton-Funktion H die Zeit nicht explizit enthilt, (0H/0t) = 0, H also ein Integral der
Bewegung ist. In solchen Fillen lautet die HJD (5.88)

L 9S  as\ 05

und die gesamte Zeitabhangigkeit wird durch den zweiten Term beschrieben. Mit dem Ansatz

S(cf,ﬁ,t) - W(cj’ﬁ)—Et (5.115)

ow oW
folgt (g2 2N - g 5.116
& <q Oq1 8qs> ( )
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Die Konstante F ist in der Regel, namlich bei skleronomen Zwangsbedingungen, die Gesam-
tenergie des Systems. Die Funktion W(cﬂﬁ) wird Hamiltonsche charakteristische Funktion
genannt.

Die Konstante F ist von den neuen Impulsen P; = «; abhangig:

E=F(ay,...,as) . (5.117)

Die durch die Funktion (5.115) erzeugte kanonische Transformation ist nach den Gleichungen
(5.63)—(5.64) gegeben durch

as oW
o _ 11
W L
Q; = 05 _ 05 _ oW 0 t (5.119)

OPJ 80éj 80éj 80@'

5.6 Separation der Variablen

Ist das Hamilton-Jacobi-Verfahren iiberhaupt hilfreich? Man ersetzt schlieBlich 2s gewdhn-
liche (Hamiltonsche) Differentialgleichungen durch eine partielle Differentialgleichung. Letz-
tere sind aber im Allgemeinen schwieriger zu 16sen. Die Hamilton-Jacobi-Methode ist nur
dann ein machtiges Verfahren, wenn sich die HJD separieren |3sst.

Betrachten wir den Fall einer alten Hamilton-Funktion, die nicht explizit von der Zeit ¢
abhéngt, so dass nach Gleichung (5.116)

oW oW\

Wir nehmen an, dass ¢; und (0W/9q1) in H nur in der Form

ow
f <q17 3(]1>

erscheinen, wobei die Funktion f keine anderen ¢; und (OW/0g;) mit j > 1 enthilt. Dann
reduziert sich die HJD (5.120) auf

ow ow ow
H g .\ qey—1. .., —, — )] =FE. 5.121
<q2 1 g2 0qs f<(h 8q1>> ( )

Es empfiehlt sich der Ansatz

W(J‘ﬁ) :W<q2,...,qs

13) + W <q1 ‘13) . (5.122)

Einsetzen in Gleichung (5.121) liefert

OW OW 8W1>>
Hq,. . qs,— .., —, —1))=E. 5.123
<q2 % 5 9. f <q1 2. ( )
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5 Hamilton-Mechanik

Nehmen wir an, wir hatten die Losung fiir W bereits gefunden. Dann muss Gleichung (5.123)
zur ldentitdt werden, d.h. insbesondere fiir alle ¢; erfiillt sein. Eine Anderung von ¢ darf
sich beziiglich H nicht bemerkbar machen. Da ¢ aber nur in die Funktion f eingeht, muss
f selbst konstant sein, d.h.

d
f<Q17VV1>=C1 = const, (5.124)
dq,
ow ow
d H{qo o gy, C1) = E. 5.125
so dass <Q2; ,q Er 94 1) ( )

Da die neuen Impuse P; nach Konstruktion simtlich konstant sind, ist Wy nur von ¢
abhéngig und wir durften in (5.124) die partielle Ableitung 0W1/0q; = dW;/dq; durch die
totale Ableitung ersetzen. Gleichung (5.124) ist damit eine gewdhnliche Differentialgleichung
fiir W1; Gleichung (5.125) nach wie vor eine partielle Differentialgleichung fiir T, aber mit
einer um eins kleineren Zahl unabhangiger Variablen.

In manchen Fillen lassen sich so sukzessive alle Koordinaten abtrennen und die vollstandige
Losung der HJD in Verallgemeinerung von Gleichung (5.122) ansetzen als

W =Y Wj(glan,... o) . (5.126)
j=1

Dadurch wird die HID in s gewdhnliche Differentialgleichungen der Form

dW;
H] <Qj7dqj]7a17"'7as> = Qj (5127)

zerlegt, d.h. die HJD ist in den Koordinaten g; separabel.
Fiir den Spezialfall, dass nur eine Koordinate nicht zyklisch ist, ist eine Separation immer
moglich: sei g1 nicht-zyklisch, g; fiir j > 1 zyklisch. Dann folgt nach (5.118)

Welcher Ansatz fiir W ist hier sinnvoll? Nach Konstruktion erzeugt W eine Transformation
auf ausnahmslos zyklische neue Koordinaten. g9, ..., qs sind aber bereits zyklisch. Fiir diese
sollte W die identische Transformation (5.71)

S
j=2
sein. Mit P; = o bietet sich als Ansatz fiir W an:

W =Wi(q)+ Y ¢P;. (5.129)
j=2
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Die HJD (5.120) wird damit zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung fiir W}

dW.
H <q17 7170[270437 o ,OZS> =5. (5130)
dq

Gleichung (5.130) lasst sich verallgemeinern, so dass man generell jede zyklische Koordinate
q; durch einen Ansatz der Form

W=w (qa',#i

ﬁ) + aigi (5.131)

separiert.
Fiir nicht-zyklische Koordinaten gibt es kein allgemeines Verfahren zur Separation.

5.6.1 Beispiel: Ebene Bewegung eines Teilchens im Zentralfeld

Zentralfeld bedeutet fiir das Potential V() = V(r). Generalisierte Koordinaten sind hier
die Kugelkoordinaten, wobei die ebene Bewegung fiir § = const. sorgt (vergl. Kap. 4.2). Es
bleiben also

n=r, @=9¢. (5.132)
Wir stellen zunichst die Hamilton-Funktion H auf. Aus der Lagrange-Funktion der Relativ-
bewegung (4.18)

L=5 (i +r%?) - V()

2
erhalten wir fiir die konjugierten Impulse
oL . . Dr
= —_—= T s r=—
oL 2 ; %)
Und = - = T s —
Py 06 prse ¢ ur?

und erhalten nach Gleichung (5.8)

- PP P P
H = Y pigi—L=pi+psp—L="C+-"5— [+ —V(r)
T 2 2ur?
; T T

1

2p

p2
2422 V(). (5.133)

r2

Die Koordinate ¢ ist zyklisch und damit ist pg = oy = I = const. (vergl. Gleichung (4.19)).
Nach Gleichung (5.131) wahlen wir fiir die charakteristische Funktion W den Ansatz

W = Wi(r) + asé . (5.134)

Weil (0H/0t) = 0 und ferner die Zwangsbedingung (Bewegung in der Ebene) skleronom ist,
lautet die zu l6sende HJD (5.120)

1| /oWw\? 1 fow\?
o (m)*ﬂ(w)

+V(r)=FE,

189



5 Hamilton-Mechanik

wobei E/ die Gesamtenergie des Systems ist.
Mit dem Ansatz (5.134) erhalten wir

1| faw\? o}

il _® - E

24 [( dr ) + r2 +Vir) ’

1/2
dW; aj
so dass — 2u(E—-V(r)) — 2
o212

und W= a¢¢—|—/dr QM(E—V(T))—Tg)] . (5.135)

GemaB Gleichung (5.94) sind die neuen Koordinaten konstant Q; = ;. Gleichzeitig gilt die
Transformation (5.119), so dass

ow  OF

=0 =——— — =—t. 1
Qj =B 9o aajt (5.136)

Identifizieren wir ¥ = a; mit der zweiten Konstante des Systems, so folgt fiir j = 1 aus

Gleichung (5.136)
oW aEt_ (‘?W_t
N 8&1 80[1 B 8E ’

61

oder mit Gleichung (5.135)

o= [dr . (5.137)
0(2
2u(E—=V(r) - 3%
Die Umkehrung dieser Gleichung liefert
r=r(t o, o fr) .
Fiir j = 2 liefert Gleichung (5.136)
ow 1
52280%:¢a¢/dr 27172
r? {2;1 (E—-V(r)) — r‘f}
Mit B2 = ¢ und = 1/r folgt
d
v (5.138)

¢ =do— 75
/[%E—v@))—ﬂ]/

Die Umkehrung dieser Gleichung liefert die Bahngleichung r» = r(¢). Die Anfangsbedingun-
gen legen die Konstanten (31, ¢¢, £/ und | = oy fest.
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5.6.2 Beispiel: Teilchen im Schwerefeld
Die Hamilton-Funktion H =T +V = E ist

1

Die Koordinaten x und y sind zyklisch, so dass p, = a, = const., p, = o, = const. Nach
Gleichung (5.131) wahlen wir fiir die charakteristische Funktion W den Ansatz

W =Wi(z) + azx + oy
und erhalten fiir die HJD in diesem Fall

o [(dz ) +oag + oy

+mgz=F,

sodass  Wi(z) = /dz [2m (B — mgz) — a2 — o2 1/2

Yy
_ 1 om (E 2 213/2
= _Sng [ m ( —mgz)—ax—ay]
d W o= - fom(E 2 o232 5.139
un = 73m29 [ m(E —mgz) — a; fozy] + 0 + ayy . (5.139)

Wir setzen wieder E = «; und erhalten aus Gleichung (5.136) die drei Gleichungen

@ @ = =55 :_m*g[Qm(E—mQZ)—ai—aZ]l/z—t,
oW i
(b) Q2 = 52=aax—x+ 5 [Qm(E—mgz)—ai_az]l/Q
oW
und () @s = ﬂ?’:aay:“772?9[2”1(]3—”%9@—&3—@5]”2. (5.140)

Die erste Gleichung (5.140a) liefert iiber

2mE — 2m2gz — a2 — 043 = m?¢? (t + (1)?

die Beziehung
2mE — (%% + 0412/)

1 2
t) = ——qg(t 141
2(t) = —59(t+ )" + ImiZg (5.141)
Setzen wir dies in die Gleichungen (5.140b) und (5.140c) ein, folgt
fo ay
z(t) =P+ = (t+01),y(t) = fs+ 2 (t+ B1) - (5.142)

Als spezielle Anfangsbedingungen fiir t = 0 wahlen wir z(0) = y(0) = 2(0) und p,(0) = po,
py(0) = p-(0) = 0.
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GemiB Gleichung (5.118) folgt dann

ow
Pr = —=— =gz =const. =pg,
oz
Dy = 8—W =aqa, =const. =0
Y ay Y . ’
ow 2 9711/2
und p: = 5= 2m (E —mgz) — af — o)

= [2m(E —mygz) —pg]l/Q .

Letztere Gleichung fiir z = 0 liefert

0 = [2mE—p%]1/2 ,
2
oder E = P
2m
Damit folgt
Pr=P0=p3=0
und die Bewegungsgleichungen (5.141)—(5.142) reduzieren sich auf
L o Po
t) = —=gt t) = —t t)=0. 5.143
A= ot aB="20, () (5.143)

5.7 Satz von Liouville

Der Satz von Liouville hat grundlegende Bedeutung fiir die statistische Mechanik, d.h. der
Beschreibung von Systemen mit groBer Teilchenanzahl O(1023). Der Satz macht Aussagen
tiber das Verhalten der Teilchendichte im Phasenraum als Funktion der Zeit ¢.

p p

G,

t=t, q t>t q

Abbildung 5.4: Bewegung eines Volumens im Phasenraum

Wie in Abb. 5.4 skizziert, betrachten wir die Lage von f Massenpunkten zur Zeit ¢; in einem
Gebiet GG1 im 2 f-dimensionalen Phasenraum mit dem Volumen

AV = Aqr -~ AqpApy - Apy .
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Bezeichnen wir mit AN die Anzahl der f Massenpunkte, dann gilt fiir die Teilchendichte

AN
p= AV
Mit Ablauf der Bewegung entsprechend den Hamiltonschen-Bewegungsgleichungen (5.10)-
(5.11) fiir alle f Teilchen transformiert sich das Gebiet G} in das Gebiet Go.

Satz von Liouwville: Das Volumen irgendeines beliebigen Gebiets des Phasenraums bleibt
erhalten, wenn sich die Punkte seiner Bewegung entsprechend den kanonischen Glei-
chungen bewegen.

Oder anders formuliert: Die Dichte der Punkte im Phasenraum p in der Umgebung eines
mitbewegten Punktes ist konstant.

Beweis: Wir betrachten die Bewegung von Systempunkten durch ein Volumenelement des
Phasenraums. Die Projektion des 2 f-dimensionalen Volumenelements auf die g — pi-Ebene
ist gleich der Flache ABCD in Abb. 5.5.

Py

Ok

Abbildung 5.5: Zum Beweis des Satzes von Liouville

Der Fluss von Punkten durch die Seitenflache, deren Projektion auf die g; — px-Ebene gleich
AD ist, ist durch

PakdprdVy

gegeben, weil sich in Richtung g alle Punkte mit der Geschwindigkeit ¢, bewegen und
dpidV}, die GroBe der Seitenflache ist. Dabei ist

/
V=[] dgadpa
a=1,a#k

das (2f — 2)-dimensionale Restvolumenelement.
Fiir den Fluss der bei BC austretenden Punkte ergibt die Taylor-Entwicklung

) a , .
[PQk + Dor (pdr) ko] dprdVy, .
qk
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Analog berechnen wir den Fluss in pg-Richtung:

Eintritt durch AB : PPLAqrd Vi

S— 0
Austritt durch CD : [ppk + oo (ppr) dpk] dgidVy, .
k

Aus der Differenz der ein- und austretenden Fliisse berechnen wir die Anzahl der in dem
Volumenelement vorhandenen Punkte zu

a , . o .
—dV [aqk (pdk) + Ern (Ppk)] :

Durch Summation iiber alle k = 1,..., f erhidlt man die Anzahl dV 0p/0t der steckengeblie-
benen Punkte, also

f
dp 0 ) 0 )
5 = E [aqk (pdr) + n (Ppk)]
f . .
p . 04, . Op . 8}%]
= N |G 9P L O 5.144
; [ PR v R (5.144)

Mit den Hamiltonschen-Bewegungsgleichungen (5.10)—(5.11)

Lo 0
gk Opr ; Pk D
O 0*H Opr, 0*H
folgt = = , == 7
Oqx 0q,.Opx Opi, OprOqy,
0qr . Opx
so dass — 4+ — = 0.
dqr  Opy

Gleichung (5.144) reduziert sich dann auf

f
op . ap . dp dp
PR —_— — T e— -14

kzzl [8%% * 3pkpk] o Tar (5.145)

oder p = const. Q.E.D.

5.8 Integralinvarianten von Poincare

Kanonische Transformationen sind so definiert, dass die Form der kanonischen Bewegungs-
gleichungen bei der Transformation erhalten bleibt. Gibt es andere Ausdriicke, die gegeniiber
kanonischen Transformationen invariant sind? JA: die von Poincare gefundenen Integralin-
varianten haben diese Eigenschaft.

Wir betrachten den 2n-dimensionalen Phasenraum q1,...,qn,P1,- .., Pn.
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Satz von Poincare: Das Integral

le/S/quidpi:/S/Zkode (5.146)
) k

ist gegeniiber kanonischen Transformationen invariant, wobei S anzeigt, dass das Integral
liber eine beliebige 2-dimensionale Flache im Phasenraum zu erstrecken ist.

Beweis:

Zwei Parameter v und v kennzeichnen die Lage eines Punktes auf der 2-dimensionalen Flache
S vollstandig. Dort sei g¢; = ¢;(u,v), p; = pi(u,v). Dann kann ein Flachenelement dg;dp;
mithilfe der Jacobi-Determinante

. 9qi  Opi
a(ua U) 87% 8%

auf ein Flachenelement dudv transformiert werden:

9 (qi,pi)
(u,v)

Somit ist die Behauptung (5.146) &quivalent zu

o B = [ e

Da das Integrationsgebiet .S beliebig ist, konnen die Integrale nur dann gleich sein, wenn die
Integranden identisch sind

0 (qi»pi) 9 (Qw, Pr)
; 78(% o) dudv = ; 78(11, o) dudv

Wir fassen die kanonische Transformation von den (g, p) zu den (@, P) so auf, als hatten wir
sie aus einer Erzeugenden vom Typ F5(q, P, t) erhalten. Mit Gleichung (5.63) p; = 0F»/0q;

ist
ou  Ou dq; )

Die GroBe in der Klammer ist wegen ihrer Argumente ¢ und P eine Funktion von w und wir
erhalten

dg;dp; = dudv

8p, Z 8 FQ q,P t 8Pk Z 82F2 (q,P, t)%
0q;0P, Ou 0¢;0q,  Ou

Ebenso gilt

Op; Z 0*F, (q, P,t) 0P 9*F, (g, P,t) Oy,
— + Z bl ARl A i

Ov 0q;0P, Ov - 0q;i0q,  Ov
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Damit erhalten wir mit (5.147) mit den Rechenregeln fiir Determinanten (2 Summanden,
Faktoren in einer Spalte herausziehen)

% 9?2 Fz(q,Pt 6Pk 02 F2 Q7Pt 8(116
Z q“pz _ Z 8ul Zk 8q%8P;c + Zk 3%8% Ju
8 Jq; Z 92 FQ((],Pt 8Pk + Z 02 F2 (IaPt 8‘1k
i ov k  0q;0Py k= 0q;0q;, Ov
szﬁ%Pt%f%
9qi OB,
8qzapk ov ov

0?Fy (q,P,t) | %4 Yax
PO | B g

ov ov

Die Terme der zweiten Reihe sind antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung der Indizes 7
und k, da dabei die zwei Spalten der Determinante vertauscht werden. Der Wert der Summe
darf aber nicht durch Vertauschen der Indizes beeinflusst werden; demnach muss die zweite
Reihe identisch verschwinden. Wir diirfen an ihre Stelle eine dhnlich konstruierte Reihe setzen,
deren Summe ebenfalls Null ist:

Z Qva’L Zza Fy (¢, P t) 8qui %iuk
O(u 0qi0P, | 9 Ofk
%y ( q,Pt P Of

S | &

Die Operation der Entwicklung der Determinantensumme kann nun umgekehrt werden, al-
lerdings soll in der Determinante jetzt die Summe iiber ¢ und nicht iiber k gebildet werden.
Z.B. in der 1. Spalte der Determinante tritt die Summe auf:

SRR s IRl _ b (0000

9q; 0P, oP,0P, Ou Ou \ 0P, ou

wobei wir im letzten Schritt Gleichung (5.64) benutzt haben. Damit reduziert sich die De-
terminantensumme auf

0u OB 0(Qu P

Q17pl m w | ky L'k

yoen x| @ B |-x U
v v k )

Q.E.D.
Auf dhnliche Weise — der Beweis ist jedoch komplizierter — kann man die Invarianz von

Jo = / /5 / / > dgidpidaqrdpy
ik

bei kanonischer Transformation zeigen, wobei S eine beliebige vierdimensionale Flache des
2n-dimensionalen Phasenraums ist. Diese Kette von Integralinvarianten kann schlieBlich er-
weitert werden auf die Invarianz von

Jn:/---/dQ1---dQndpi---dpnv
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5.8 Integralinvarianten von Poincare

wobei das Integral iiber ein beliebiges Gebiet des Phasenraums ausgedehnt werden kann.
Die Invarianz von J, ist der Feststellung gleichwertig, dass das Volumen im Phasenraum
gegeniiber kanonischen Transformationen invariant ist. Daraus folgt, dass das Volumen im
Phasenraum zeitlich konstant ist, da wir die zeitliche Entwicklung durch infinitesimale kano-
nische Transformationen darstellen kdnnen (fiir mehr Details siehe Goldstein, Kap. 8.6).
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6 Bewegung des starren Korpers

6.1 Kinematik

Bisher haben wir nur die Bewegung von diskreten Massenpunkten betrachtet. Hier untersu-
chen wir jetzt Kérper mit bestimmter, nicht vernachlassigbarer Ausdehnung.
Wir denken uns einen solchen Kérper als ein System von Massenpunkten, wobei die Anzahl
der Massenpunkte sehr grofB3 ist. Des Weiteren sollen sich die Korper nicht deformieren lassen,
so dass die Abstdnde zwischen den einzelnen Massenpunkten konstant sind. Es gelten also
die Zwangsbedingungen

|Ti — T%| = il = const . (6.1)

Damit ist auch die Oberflache des Kérpers starr, was die Bezeichnung starrer Korper recht-
fertigt.

Dreht man einen starren Korper, so dndert er im Gegensatz zum Massenpunkt seine Lage.
Also muss man zur vollstindigen Beschreibung eines Korpers im Raum auch seine Orien-
tierung angeben. Es stellt sich die Frage: wie viele Koordinaten beschreiben die Lage eines
starren Korpers vollstandig? Wie viele Freiheitsgrade besitzt der starre Kérper?

Die Lage eines starren Korpers wird durch die Ortsvektoren dreier fester Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen, vollstindig beschrieben:

t) = (z1(t),n(t),z1(t)) ,

ma(t) = (z2(t),v2(t), 22(t)) ,

r3(t) = (x3(t),y3(t), 23(t)) - (6.2)
Man braucht also 9 Koordinaten. Da es sich um einen starren Korper handelt, sind die

Abstande der drei Punkte konstant und man hat zusétzlich nach Gleichung (6.1) noch die
drei Bedingungen

| — T2 = c2,
| — 73] = a3,
[T — 73] = ca3. (6.3)

Dadurch wir die Anzahl der Freiheitsgrade auf f = 9 — 3 = 6 eingeschrankt. Sechs Ko-
ordinaten reichen zur Beschreibung vollstandig aus: drei beschreiben die Translation eines
Massenpunktes des starren Korpers, drei zur Rotation um diesen Punkt (Theorem von Chas-
les). Welche Wahl der sechs Koordinaten ist zweckmaBig? Wir erinnern uns, dass zyklische
Koordinaten auf Erhaltungssatze fiihren und damit die Bewegungsgleichungen vereinfachen.
Die Translationsbewegung des starren Kérpers lasst sich durch die Koordinaten des Ortsvek-
tors 7 = 7(t) eines beliebigen festen Punkts des starren Korpers wiedergeben. Eine spezielle
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6 Bewegung des starren Korpers

Wahl dieser drei Koordinaten ist der Schwerpunktvektor R = E(t) der die Translations-
und Rotationsbewegung entkoppelt, wie im Kap. 4.1 fiir das Zwei-Korper-Problem gezeigt
wurde.

Jetzt muss noch durch die restlichen drei Koordinaten die Orientierung des Kérpers im Raum
wiedergegeben werden. Man fiihrt hierzu ein korperfestes Koordinatensystem ein, indem
man an den ausgezeichneten Punkt des starren Kérpers (z.B. Schwerpunkt) gedanklich ein

Koordinatensystem anheftet. Dieses soll alle Bewegungen des starren Korpers mit ausfiihren
(siehe Abb. 6.1).

Abbildung 6.1: Raumfestes und korperfestes Koordinatensystem

Durch die Beschreibung der Bewegung des korperfesten Koordinatensystems im raumfesten
Koordinatensystem wird dann die Rotationsbewegung des starren Korpers wiedergegeben.
Im Folgenden gehen wir davon aus, dass der Ursprung des korperfesten Koordinatensystems
und des raumfesten Koordinatensystems zusammenfallen (siehe Abb. 6.2), d.h. wir betrach-
ten nur noch die Drehung des Korpers, so dass sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf drei
reduziert.

Die Lage eines beliebigen Massenpunktes des starren Kérpers P lasst sich in beiden Koordi-
natensystemen angeben:

o _,/ ror
T = (.’El,.ﬁlﬁ'g,.’rg) 5 r = <$17$27:C3> . (64)

Da der tatsichliche Vektor unverdndert bleibt, egal in welchem Koordinatensystem man seine
Komponenten angibt, muss der Betrag des Vektors in beiden Systemen derselbe sein:

3 3
2
_/ 2 =12 2
T :in = |z :Z:BZ». (6.5)
i=1 i=1
Durch die Transformationsmatrix A = (a;x) lassen sich die Koordinaten im raumfesten
System in die Koordinaten im kdrperfesten System iiberfiihren:
i = AZ . (6.6)
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6.1 Kinematik

Abbildung 6.2: Raumfestes und korperfestes Koordinatensystem mit gemeinsamem Ko-
ordinatenursprung

oder komponentenweise

zg:“"? = 23: iaz‘j%‘ (23: aikark> = 23: (Zg: (g aijaik> a:k) T = ix? .

J=1

Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn
3
> again =05, k=123 (6.8)
i=1

ist. Transformationen mit dieser Eigenschaft heiBen orthogonale Transformationen.

Das Vertauschen der Indizes k& und j in dieser Herleitung fiihrt auf dieselbe Gleichung.
Deshalb fiihren die neun Gleichungen (6.8) auf sechs Bedingungen fiir die Wahl der Matri-
xelemente a;;. Damit bleiben drei Parameter iibrig, um die Orientierung des kdrperfesten
Koordinatensystems im raumfesten Koordinatensystem anzugeben, z.B. die drei Eulerschen
Winkel (siehe Kap. 6.7).

Der einfachste Fall einer Drehung ist die ebene Rotation (vergl. Kap. 1.5). Dreht man den
starren Korper z.B. um die raumfeste Achse &, so gilt 23 = x3 und z} und ., miissen aus
dem Drehwinkel ¢ bestimmt werden. In diesem Fall ist nach Gleichung (1.30)

cosp sing 0
A= |—sing cos¢ 0] . (6.9)
0 0 1
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6 Bewegung des starren Korpers

Eine konkrete Wahl der drei die Rotation eines starren Korpers beschreibenden Koordinaten
waren die Drehwinkel um die drei festen Raumachsen. Jeder dieser drei Drehungen wird
durch eine Matrix der Form (6.9) beschrieben. Drehungen, bzw. die zugehdrigen Matrixmul-
tiplikationen, sind aber im Allgemeinen nicht kommutativ, so dass es auf die Reihenfolge der
Drehungen ankommt. Deshalb betrachten wir zundchst Drehungen, die sich als kommutativ
erweisen werden.

6.2 Infinitesimale Drehungen

Wir betrachten die Verkniipfung zweier Drehungen, die durch die Drehmatrizen A und B
wiedergegeben werden:

a=A%, b= BZ.
Die zwei Moglichkeiten der Reihenfolge ¢, = BAZT und ¢; = ABZ sind fiir endliche Drehun-
gen im Allgemeinen verschieden ¢; # ¢, wie man am Beispiel einer Streichholzschachtel,

die man in verschiedener Reihenfolge um 2 raumfeste Achsen jeweils um neunzig Grad dreht,
leicht feststellt (Abb. 6.3).

Ausgangslage 90° um z gedreht 90° um y gedreht
Z

x y . Y

Ausgangslage 90°um y gedreht 90° um z gedreht

Abbildung 6.3: Endliche Drehungen eines starren Korpers

Fiir die Transformation einer Koordinate gilt nach Gleichung (6.7)

3
T = Zaikxk . (6.10)
k=1

Wir betrachten den Fall, dass es sich bei den Matrizen A und B jeweils um eine nahezu
identische Transformation handelt, d.h.

aip = Ok + €k , (6.11)
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6.2 Infinitesimale Drehungen

wobei € infinitesimal klein sein soll. Damit folgt fiir (6.10)

3
mo= > (0 + i) T (6.12)
k=1
und somit i = (I+E)&, (6.13)
1 00
wobei I = (010 (6.14)
0 01

die Matrix der identischen Abbildung ist, und E eine Matrix mit infinitesimalen Eintragen
ist.

Wir zeigen jetzt, dass solche infinitesimalen Drehungen kommutativ sind: mit A = I + E4
und B = I + E; folgt

BAZ = (I—I—Eg)([—i—El)f:(I+E2+E1+E2E1)fzcl
ABY = (I—I—El)(I—FEQ)f:(I—I—El—l-EQ—i-ElEQ)f:EQ

Da es sich um infinitesimale Drehungen handelt, vernachlissigen wir Terme hdherer als 1.
Ordnung in E; und Es, so dass

Co = (I+ E, + Eg) r=7a, (615)

also sind infinitesimale Drehungen kommutativ.
A=l =T —E, ist die zu A = I + E; inverse Drehung, denn

AA =T +E)(I-E|)=I+E —E, —EE =1. (6.16)

Fiir die infinitesimale Drehung um die é3-Achse erhalten wir aus Gleichung (6.9) fiir kleine
¢ = dps << 1 mit cos¢p ~ 1 und sin ¢ ~ dos

1 dos 0
A=1+ E3 = —d¢3 1 0
0 0 1
dos 0 0 1 0
so dass Es = |—d¢s 0 0] =dgs|—-1 0 0 (6.17)
0 0 0 0 0O
Diese Matrix ist antisymmetrisch (ﬁij = —eﬂ). Es lasst sich zeigen, dass die Matrix jeder

infinitesimalen Drehung antisymmetrisch ist.
Die Matrizen fiir die infinitesimale Drehung um die €;- bzw. é>-Achse haben die Form

0 0 0 0 0 —doo
Et=(0 0 dé|Ea=]0 0 o0 |. (6.18)
0 —d¢1 O dp2 0 0
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6 Bewegung des starren Korpers

Dabei vertauschen sich die Vorzeichen je nach Definition der Richtung der Drehung um die
jeweilige Achse.
Eine allgemeine infinitesimale Drehung wird durch die Matrix

1 dgz  —doz
dga  —dgr 1

beschrieben, also ist
0 dos  —dopo
E=| —dg¢s 0 dor (6.20)
dpa —dp1 0

eine Matrix mit insgesamt drei Parametern do1, d¢o und d¢ps. Kann man diese zu einem Vek-
tor zusammenfassen? Dazu betrachten wir den Vektor 2’ nach einer infinitesimalen Drehung:
# = (I + E)x und berechnen die Anderung des Vektors dZ = ¥ — & = (I + E)X — % = EX,
d.h.

dxy 0 dps  —dp2 x1 Todp3 — x3dd2 ~
dro | = | —dos 0 do1 xo | = | —x1dos + xz3ddy | =T x dS2 (6.21)
dxs dps  —doy 0 x3 r1dp2 — xaddy

d.h. di = 7 x d) kann als Kreuzprodukt von Z mit s dargestellt werden, wobei
_ [dn
dQY= [dos | . (6.22)
dos
dS) ist ein “Pseudovektor”, da er fiir Spiegelungstransformationen invariant ist (Beweis siehe
Goldstein, Kap. 4.7).

Betrachten wir als Beispiel noch einmal die Drehung um die €3-Achse (siehe Abb. 6.4). Mit
dQ = (0,0,dg¢s) folgt

dZ = (x1,22,23) X (0,0,d¢3) = (xadep3, —x1des3,0) .

Mit x1 = psin ¢3, xo = pcos ¢3 folgt

|dZ| = \/p2 cos? p3dd3 + p?sin® gp3dg? = pdes .

Damit haben wir nachtraglich Gleichung (3.214) zur Darstellung infinitesimaler Drehungen
bewiesen.

Wir betrachten jetzt die infinitesimale Bewegung eines beliebigen Vektors G im korperfesten
Koordinatensystem. GemaB unseren Ausfiihrungen in Kap. 6.1 setzt sich diese zusammen
aus der Bewegung des Kdrpers im raumfesten System und der Anderung der Koordinaten
von G aufgrund der Drehung der Kérperachsen:

(dé) korperfest - (dé?> raumfest + (dé) rot (6:23)
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6.2 Infinitesimale Drehungen

Abbildung 6.4: Infinitesimale Drehung um die e3-Achse

Die Anderung der Komponenten von G aufgrund der infinitesimalen Koordinatendrehung
betrégt analog zu Gleichung (6.21)

(dé) — Gxadf, (6.24)
rot
7 = (dG OxG. (62
so dass (dG> raumfest (dG) korperfest T x G (6:25)
Fiir die Anderung des Vektors G erhalten wir damit die Beziehung
dG dG .
raumfest korperfest

mit der Winkelgeschwindigkeit des Kdorpers

5o @ (A dY dOy\ _ (ddy doy doy (6.27)

Tdt \dt’dt’dt ) \dt’dt’dt)’ '

Da der Vektor G beliebig ist, konnen wir Gleichung (6.26) auch als Operatorgleichung

d d
(%) - (%) Fax . (6.28)
dt ) yaumfest dt korperfest
schreiben. Wenden wir diese Operatorgleichung auf die Winkelgeschwindigkeit & selbst an,
so folgt
dod dwd
(“’) = (“’) . (6.29)
dt ] vaumfest dt korperfest
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6 Bewegung des starren Korpers

6.3 Scheinkrafte

Scheinkrdfte sind Krafte, die ein Korper im rotierenden Bezugssystem zusitzlich zu den
duBeren Kraften erfdhrt. Aufgrund der Erddrehung ist die Erdoberfliche ein Beispiel fiir ein
rotierendes System.

Wenden wir die Operatorgleichung (6.28) auf den Ortsvektor 7 an, so erhalten wir fiir die
Geschwindigkeit im raumfesten Koordinatensystem

gR:<‘Z>R:(Z>K+&xF:UK+J)xF, (6.30)

wobei die Indizes R fiir das raumfeste und K fiir das korperfeste (d. h. rotierende) Koordi-
natensystem stehen.
Wenden wir die Operatorgleichung (6.28) nochmals auf ¥z an, so folgt fiir die Beschleunigung

B \at ), \Udt )y R

und nach Einsetzen von Gleichung (6.30)

v d
in = ($>K+<dt@xf)>K+waK+wx(a)xf)

. da L. ar R

= dxg+ | — XTF4+0x [ — + I X Tg+d X (D x7),
dt ) dt ) .

also ip = A +@XF+20 X T +& % (3 x7) . (6.31)

Fiir die duBere Kraft gilt im raumfesten Inertialsystem Fr = mipg; also erhalten wir mit
Gleichung (6.31)

Fr = mix + md X 7+ 2m@ X Tk +md x (3 x 7) . (6.32)

Der mit dem korperfesten System mitbewegte Beobachter misst also die Kraft

Fr = mig =Fr—md X F—2m@ X T —md x (3 x 7)
= Fp+F Bahnbeschleunigung + F Coriolis T F Zentrifugal » (6.33)
wobei wir drei verschiedene Scheinkrifte oder Trigheitskrifte einflihren:
7 Bahnbeschleunigung = —m X 7 (6.34)
Feoriolis = —2mid x U , (6.35)
ﬁZentrifugal = —mdx (&x7) . (6.36)

Die Scheinkrifte auf der Erdoberfliche kénnen oft vernachlassigt werden, weil der Betrag
der Winkelgeschwindigkeit der Erde mit T" = 24 Stunden = 86400 s

" _ 2£ _ 2w
Erde = "7 ™~ 86400

=727-107° s! (6.37)

klein ist.
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6.3 Scheinkréifte

ey

Abbildung 6.5: Zur Zentrifugalkraft auf der Erde

Die Bahnbeschleunigungskraft (6.34) resultiert aus einer zeitlichen Anderung der Win-
kelgeschwindigkeit im rotierenden System.

Die Zentrifugalkraft (6.36) steht senkrecht auf der Drehachse und wirkt radial nach
auBen. Fiir das Beispiel der Erdoberflache ist in Abb. 6.5 die Richtung der Zentrifugal-
kraft skizziert. Mit dem korperfesten Koordinatensystem auf der Erdoberflache finden
wir in Abhangigkeit vom Breitengrad 6 fiir den Betrag der Zentrifugalkraft:

Fentrifugal| = me?r cos . (6.38)

Diese ist also am Aquator (# = 0) am stirksten. Fiir die maximale Zentrifugalbeschleu-
nigung ergibt sich mit rx = 6370 km und Gleichungen (6.37)—(6.38)

~, 2 —5\2 6 m cm
@ entrifugal, max‘ — WP = (7.27-107)" (6.37-10°) = 0.0347; = 3.4}
(6.39)

der mit dem Wert der Gravitationsbeschleunigung g = 9.81 ms~2 zu vergleichen ist.

Die Breitenwinkelabhangigkeit (6.38) der Zentrifugalkraft fiihrt zur Abplattung der
Erde.

Die Corioliskraft (6.35) tritt erst bei Bewegung (vix # 0) der Masse m im rotieren-

den Koordinatensystem auf. Sie steht senkrecht zur Drehachse & und senkrecht zur
Bewegungsrichtung v der Masse.

Bewegt sich die Masse entlang eines Langengrads auf der Erdoberflache, so bewirkt die
Corioliskraft auf der Nordhalbkugel eine Rechtsabweichung und auf der Siidhalbkugel
eine Linksabweichung (siehe Abb. 6.6).

Der Betrag der Corioliskraft

FCoriolis‘ = 2mugw |sin 0| (6.40)

verschwindet am Aquator und hat an den Polen sein Maximum.
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6 Bewegung des starren Korpers

AN\

Abbildung 6.6: Zur Wirkung der Corioliskraft bei Massenbewegung entlang eines
Langengrades auf der Erde

Bewegt sich die Masse entlang eines Breitengrads auf der Erdoberflache, so ist die
Coriolisbeschleunigung zur Zentrifugalbeschleunigung parallel gerichtet. Falls sich die
Masse dabei entgegengesetzt zur Rotationsrichtung bewegt (siehe Abb. 6.7), so gilt
fiir die Summe der Beschleunigungswerte

20K

> . (6.41)

— — 2 —
a= aZentrifugal+aCoriolis = w"rcos § —2wvg = wrcosf <w ~ i eosd

Abbildung 6.7: Zur Wirkung der Corioliskraft bei Massenbewegung entlang eines Brei-
tengrades entgegengesetzt zur Rotationsrichtung der Erde
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6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen des starren Korpers ist es hilfreich, den soge-
nannten Trdgheitstensor einzufiihren. Dazu erinnern wir uns, dass der Drehimpuls L; eines
Massenpunktes m,; beziiglich des Koordinatenursprungs durch

Li =i X pj = m;T X U;

definiert ist. Hat man ein System von N Massenpunkten, so ist der Gesamtdrehimpuls

N
Z (7 X T;) . (6.42)

H
i Mz

6.4.1 Tragheitstensor

GemaB unserer Diskussion in Kap. 6.1 und 6.3 ist jede Bewegung des starren Korpers zu-
sammengesetzt aus der Translation des Schwerpunkts und der Drehung mit der Winkelge-
schwindigkeit . Setzen wir das kdrperfeste Koordinatensystem mit dem Schwerpunktsystem
gleich, so gilt nach Gleichung (6.30) fiir die Geschwindigkeit des i-ten Massenpunktes

U=V +&x7, (6.43)

wobei V die Translationsgeschwindigkeit des Schwerpunkts des Systems ist. Fiir die gesamte
kinetische Energie des Systems von N Massenpunkten erhalten wir dann

| N
T = 3 msz

i=1
1 L N2

= 3 mZ(V—I—wxrz)
i=1
1 N N N

= §Zle2—|—ZmZV (B x 7))+ = mZ(JJXTZ)2
=1 =1 =1

finden wir, dass der zweite Term aufgrund der Schwerpunktbedingung (sieche Kap. 3.12.2)
verschwindet, d. h.

N N
S miV (@ x ) = (Vx@)zmm:o.
i=1 =1
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6 Bewegung des starren Korpers

Damit setzt sich die gesamte kinetische Energie aus zwei Anteilen zusammen

T = Ttrans+Trot7 (644)
M
mit Tirans = 7V2 (6.45)
1 N
und Trot = B m; (0 X F})z . (6.46)
i=1

Wenden wir erneut die Spatproduktregel (1.24) auf die Rotationsanteile der kinetischen
Energien an

(@x7) - (@xr) = - [Fx(@xi)],
. N
w Do
so folgt Trot = 2-Elmmx(wxm). (6.47)
1=

Setzen wir gemaB Gleichung (6.43) ¥ k = & x 7 in den Gesamtdrehimpuls (6.42) ein, so
erhalten wir

N
L= mfi x (& x 7) . (6.48)
i=1
Damit lasst sich Gleichung (6.47) schreiben als
1 -
Trot= 5L (6.49)
Mit der Identitat (1.22) fiir das dreifache Kreuzprodukt in der Gleichung (6.48) erhalten wir
N
L= mf@(F - 7) = -@) - (6:50)
i=1

Fiir die drei Komponenten folgen dann

N

L, = Zmz [u}xr? — Ty (xiwx + YiWwy + Zin)]
=1
N

= > mi [(r] = 2]) we — viyiwy — wiziws]

=1
N

Ly = Y milwyr] — i (iws + yiwy + 2w
=1

N
= Zmi [—fﬂiyiwx + (7‘12 - %2) Wy — yiziwz] ;
i=1

N

Lz = Z my; [(,UZT’IZ —Z (xiwx + Yiwy + Zin)]
i=1
N
= m; [—xiziwm — YiZiwy + (7"22 — 222) wz] ,
i=1
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6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

lineare Abhangigkeiten von den Komponenten der Winkelgeschwindigkeit w;. Mit Hilfe des
Trdgheitstensors

2 2

R Oz @acy Oz N Ty — Iy —TiYi —TiZi
©=|0Oy Oy O,]|= Zmz —xiyi T2 -yl =2y (6.51)
©.: 6. O i=1 —T; % —ViZi 7“12 — ZZ-2
schreibt sich Gleichung (6.50) dann kurz als
L=63. (6.52)

Da die Komponenten des Tragheitstensors reell und symmetrisch (0;; = ©j;) sind, kann
die Matrix (6.51) durch eine Drehung des Koordinatensystems auf Diagonalgestalt gebracht
werden:

/61 0 0
6=(0 o, 0. (6.53)
0 0 O3

Die neuen Koordinatenachsen, die mit den Richtungen der Eigenvektoren dieser Matrix
ibereinstimmen, heiBen Hauptachsen oder Haupttrdigheitsachsen, die Diagonalelemente ©;
Haupttrdagheitsmomente.

Geht man vom Vielteilchensystem zu einer kontinuierlichen Massenverteilung mit der Dich-
teverteilung p(7) liber, so berechnen sich die Komponenten des Tragheitstensors in Analogie
zu (6.51) aus

@ij = / de (F) (7’2(5@']' — ’I“Z‘T‘j) . (654)
\%4

Als Beispiel zur Berechnung von Tragheitstensoren betrachten wir einen homogenen (p =
const) Wiirfel der Masse M mit der Kantenldnge b, der mit einer Ecke im Ursprung liegt
(siehe Abb. 6.8).

X3

Abbildung 6.8: Homogener Wiirfel mit einer Ecke im Ursprung
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6 Bewegung des starren Korpers

Nach Gleichung (6.54) erhalten wir fiir
b b b
O = p/ dxg/ dxg/ dry [(x%+:r%+x§)
0 0 0

b b b
= p/ dxg/ dxg/ dxrq (33%+CL‘§)
0 0 0

weil M = pb3. Ebenso folgt

b b b
@12 = —,0/ dl’3/ dl’z/ d.rll‘lxg
0 0 0

b b 1
= —pb/ dxgxg/ drix1 = —fpb5
0 0 4

2 2
= Zpb® = ZMb?
377 T30
1
= MV .
4

Alle anderen Nichtdiagonalkomponenten sind gleich ©12 und alle Diagonalkomponenten

gleich ©47.

6.4.2 Tragheitsmoment

Mithilfe von Gleichung (6.52) schreibt sich die kinetische Energie der Rotation (6.49) als

Rotiert der starre Kérper um eine feste Drehachse 7i (siehe Abb. 6.9), so gilt

@ = wi ,
und wir erhalten fiir Gleichung (6.55)

~ wz
Ty = ~wi - (@M) =265,

N —

mit dem skalaren Trdgheitsmoment beziiglich der Achse 7@

3

Or=1- (éﬁ) = Z 23: O;min; .

=1 j=1
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6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

Abbildung 6.9: Drehung um eine feste Drehachse 7
Benutzen wir Gleichung (6.56) in Gleichung (6.47), so gilt ebenfalls

" N
Trot = 5%5 miwr; X (7 X T;)

w N
= S>m [rg — (7 - ﬁ)Q] . (6.59)

Durch Vergleich der Gleichungen (6.57) und (6.59) erhalten wir fiir das Trégheitsmoment
den Ausdruck

N
0, = z;m [rf (7 - ﬁ)ﬂ . (6.60)

6.4.3 Satz von Steiner

Der Tragheitstensor und das Tragheitsmoment hdngen von der Wahl des Ursprungs des
korperfesten Achsensystems ab. Es existiert ein einfacher Zusammenhang zwischem dem
Tragheitsmoment um eine gegebene Achse @ mit dem Triagheitsmoment um eine parallele
Achse b, die durch das Massenzentrum des starren Kérpers verlsuft (siehe Abb. 6.10).
Nach den Gleichungen (6.59) und (6.60) ist

N N
Oz = Zmz [7”12 — (7% - ﬁ)z] = Z:mZ (7 x @)%, (6.61)
i=1 i=1
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6 Bewegung des starren Korpers

)
ol

A

Abbildung 6.10: Zum Satz von Steiner

wobei wir die Spatproduktregel (1.24) fiir

(7 x 1)? =

= ’)"Z--

ausgenutzt haben. Nach Abb. 6.10 gilt 7% = R + 7, und wir erhalten fiir Gleichung (6.61)
N 2
Or = Yomi|(R+7) 1l
i=1
N 5 N ) N
= Zmz(ﬁxﬁ) +Zml<ﬁxﬁ) +2(ﬁ><ﬁ) 'Zmi (Fixﬁ) .
i=1 1=1 i=1

Der letzte Term verschwindet aufgrund der Definition des Massenzentrums Zz mzfi = 6

denn
N N
(i) 3o () =2 (i) (7 3ot ) 0.
i=1 =1
Dann ergibt sich der Satz von Steiner:
. 2
0z = O; + M (R X ﬁ) . (6.62)

]ﬁ x 71| ist der senkrechte Abstand des Schwerpunkts von der Achse @ durch den Ursprung
(siehe Abb. 6.10).
Analog verfahren wir mit dem Tragheitstensor (6.51):

N
QU = Zma [széij - Ta,ira,j] . (663)
a=1
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6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

Mit
o = R+7,

oder Ta; = IRi+ 7’;,1'

N 3 , 2 , /
folgt O, = Z Maq [5@' Z (Rk + Ta,k) - <Ri + Ta,z‘) (RJ' + Ta,j)]

a=1 k=1

N 3 3 3

SN SEES SIENE) ST
a=1 k=1 k=1 k=1
— Rilj —1oiTa — Rita; — RjTa

N N 3
= Z me |:61]7:(042 — ’l“;’i’l“:x7j:| + Z me [(52] Z Rz - RiRj

a=1 a=1 k=1
N 3
+ Z me [25@' Z era,k — Rﬂ‘aﬂ- — Rjra’i (6.64)
a=1 k=1

Die erste Summe in Gleichung (6.64) identifizieren wir mit dem neuen Tragheitstensor
beziiglich des Schwerpunkts,

N
L= ma [%r{f — 1] (6.65)
a=1

Man beachte, dass dieser Tensor die gleiche formale Struktur wie der Tensor (6.63) hat.

In der dritten Summe von Gleichung (6.64) treten immer Summen der Art 3°, mor, auf,
die aufgrund der Schwerpunktsbedingung > mofla = 0 alle verschwinden.

Damit verbleibt

0 = I+ M (3R - RiR)) (6.66)
oder IZ" = ®z’j - M ((52']'R2 — RiRj) s (6.67)

was oft als Verallgemeinerung des Steinerschen Satzes bezeichnet wird.

6.4.4 Beispiel des Wiirfels

Zur lllustration des Steinerschen Satzes behanden wir noch einmal den in Kap. 6.4.1 be-
trachteten homogenen Wiirfel mit einer Ecke im Ursprung (siehe Abb. 6.8).

Im Folgenden bezeichnen wir mit X; die alten Achsen und mit x; die Schwerpunktachsen
(siehe Abb. 6.11)
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X3
X3

X1/6 b Xz

X3

Abbildung 6.11: Alte Achsen X; und Schwerpunktachsen x; des homogenen Wiirfels mit
einer Ecke im Ursprung

Der Schwerpunktvektor ist in diesem Fall

b

d. h. Ry = Ry=Rs=3
> 3

d 2= ) R =0
un R kile A

In Kap. 6.4.1 haben wir die Komponenten des alten Tragheitstensors zu

2
©11 = O =033 = gMb2

1
und Oz = O13= 0 =~ MV”
berechnet.
Nach dem verallgemeinerten Steinerschen Satz (6.67) erhalten wir
2 1 1
i = 61 -M (R*-R}) = gMb2 - 5Mb2 = 6Mb2
1. b?
und Iy = @12—M(—R1R2)=—1Mb —i—MZ:O
1
und analog IQQ = 133 = [11 = gsz
und 113 = 1232112:0.

Der neue Tensor ist also diagonal

1 1 1
I=-Mb1l==-Mv1{0
6 6 0

O = O
= o O
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6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

6.4.5 Hauptachsentransformation

Wir haben bereits in Kap. 6.4.1 vermerkt, dass die Komponenten des Tragheitstensors (6.51),
(6.54) und (6.63) reell (©;; = ©};) und symmetrisch (©;; = ©;) sind, d.h. die Matrix )
ist hermitesch oder selbstadjungiert. Jede reelle und symmetrische Matrix ldsst sich durch
eine orthogonale Koordinatentransformation auf Diagonalform bringen. Durch die Einfiihrung
eines neuen, gedrehten Koordinatensystems kann der Triagheitstensor stets auf Diagonalform
— wie in Gleichung (6.53) — transformiert werden. Die neuen Koordinatenachsen heiBen
Hauptachsen oder Haupttrigheitsachsen.

Bezeichnen wir den resultierenden diagonalisierten Tragheitstensor mit
I;; = I;0;5 , (6.68)

so erhalten wir nach Gleichung (6.52) sehr einfache Ausdriicke fiir die Komponenten des
Drehimpulsvektors

3 3
Li = Zjijwj = Zliéijwj = 1;W; (6.69)
7j=1 j=1

und die Rotationsenergie (6.49)

1 3 1 3 3 1 3 3 1 3
Trot = 5 ZwiLi = 5 Z Z Iijwiqu = 5 Z Z Ii5ijwiwj = 5 Z I,w? . (6.70)
i=1 i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Das Ergebnis (6.69) impliziert, dass bei Rotation um die €,,-Hauptachse, d. h. & = wé,,,
dann auch der Drehimpuls parallel zu dieser Achse ist, d. h. L || & || &,. Rotiert ein starrer
Korper um eine solche Haupttriagheitsachse und bezeichnet I das Haupttragheitsmoment
um diese Achse, so gilt nach Gleichung (6.69)

3
Li = Iwz- = ZI‘SU%‘ . (671)
j=1

Andererseits gilt fiir den alten (nicht-diagonalen) Trigheitstensor © nach wie vor Gleichung
(6.52), d.h.

-

3
L= é(ﬂ s oder Li = Z @Z-jwj . (6.72)
j=1

Das Gleichsetzen der Gleichungen (6.71) und (6.72) liefert sofort fiir i = 1,2,3 das Glei-
chungssystem
3

(G)ij — I(Sij)wj =0. (6.73)
=1

J
Ausgeschrieben lautet das Gleichungssystem (6.73)

(a) (011 —I)wi + O1pwa + O13w3 =
(b) O19w1 + (@22 — I) w9 + Og3wz =
(C) O13w1 + Oo3wo + (@33 — I) w3 = 0. (6.74)
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6 Bewegung des starren Korpers

Fiir nicht-triviale Losungen &) # O miissen wir fordern, dass die Koeffizientendeterminante
verschwindet:
©11—1 O12 O13
det (@” — ](5@‘) = O19 Ogy — 1 O93 =0. (675)
©13 O3  O33—1

Gleichung (6.75) ist eine kubische Gleichung fiir I mit den drei Lésungen Iy, I und I3. Jede
dieser Losungen ist das Haupttragheitsmoment um eine der Hauptachsen.
Offensichtlich kénnen drei Fille auftreten:

(a) Sind alle Haupttragheitsmomente verschieden Iy # Iy # I3 # I, so handelt es sich
um einen unsymmetrischen Kreisel.

(b) Beim symmetrischen Kreisel sind zwei Haupttragheitsmomente gleich groB, z. B.
I =1 # Is.

(c) Beim Kugelkreisel sind alle drei Haupttragheitsmomente gleich groB, d. h. I; = I, =
I3. Der in Kap. 6.4.4 betrachtete Wiirfel bei Drehung um den Schwerpunkt ist ein
Beispiel fiir einen Kugelkreisel.

Rotiert der starre Korper um die Achse, die dem Haupttragheitsmoment I entspricht, dann
ist nach Gleichung (6.71) L = I;&, und beide Vektoren & und L sind entlang dieser Haupt-
achse gerichtet. Die Richtung von & in Bezug auf das korperfeste Koordinatensystem ist
dann identisch mit der Richtung der zu I; gehérenden Haupttragheitsachse. Deshalb kénnen
wir die Richtung dieser Hauptachse bestimmen, indem wir [ fiir I in das Gleichungssystem
(6.74) einsetzen, und damit das Verhéltnis der Komponenten der Winkelgeschwindigkeit
w1 : wo : ws berechnen; dies entspricht der Bestimmung der Richtungskosini.

Ebenso verfahren wir mit Io und I3, um die Richtung der entsprechenden Hauptachsen zu
bestimmen.

Mit der Bestimmung des Verhiltnisses w; : wy : w3 sind die Richtungen der Vektoren &(*)
eindeutig festgelegt. Natiirlich sind diese Vektoren gerade die Eigenvektoren der Matrix in
Gleichung (6.73).

Wir illustrieren dieses Verfahren am Beispiel des in Kap. 6.4.1 betrachteten Wiirfels mit einer
Ecke im Ursprung. Mit A = 2Mb?/3, B = Mb?/4 lautet der Trigheitstensor

A -B -B
6,=|-B A -B
B -B A

und die Determinante (6.75) ist
A-I -B —B
det (©;j —I6;))=| —B A—-I1 —B|=(A-1®-3B*(A-1)-2B*>=0,
—-B -B A-1

mit den drei Lésungen I} = A — 2B = Mb?/6 und I3 = A+ B = 11Mb?/12.
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6.5 Das Tragheitsellipsoid

Setzen wir die Losung I = I; in das Gleichungssystem (6.74) ein, so folgt das System

2w1 — W2 — W3
—w1 + 2wy —w3 =

—w1 —w2 42wy = 0,

mit der Lésung w1 = ws = w3 und damit fiir den normierten Eigenvektor 717, = 3_1/2(1, 1,1),
der in Richtung des Schwerpunktes zeigt. Ebenso verfahrt man mit der zweiten entarteten
Losung I 3, die auf die drei identischen Gleichungen

w1 +wy +w3 =0

fiihrt. Eine mogliche Wahl des Eigenvektors ist 7y = 6~ /2(2, —1, —1).

6.5 Das Tragheitsellipsoid

Zur Veranschaulichung der Richtungsabhingigkeit des Tragheitsmoments ©; dient das soge-
nannte Tragheitsellipsoid. Wie in Abb. 6.12 skizziert, geben wir eine beliebige Rotationsachse
durch den Einheitsvektor 7 = (cos «, cos 3, cosy) mit den Richtungskosini vor.

= 12

s

Abbildung 6.12: Zum Trigheitsellipsoid
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6 Bewegung des starren Korpers

GemaB Gleichung (6.58) ist das Tragheitsmoment um diese Achse

X Ozz Ozy Oy CoSs a
O=0;=n- (@ﬁ) = (cosa,cosf3,c087) | Oy Oyy Oy cos 3
@z:c @zy @zz Cos 7y

Oy cOs @ + Oy cos B+ O, cosy

= (cosa,cosf3,co87) | Oyzcosa+ Oyycos [+ Oy, cosy

O, cosa+ O,y cos B+ O, cosy

= O,y cos’a+ Oyy cos® 3+ O, cos’ v
+20,, cos a cos 3 + 20, cos avcosy + 20, cos Fcosy , (6.76)

wobei wir die Symmetrie des Triagheitstensors ) ausgenutzt haben.
Fiihren wir den neuen Vektor

L0 <cos a cosf3 COS’Y) (6.77)
W= —F== y y .
0 Vo ' Ve ' Ve
ein, so schreibt sich Gleichung (6.76) als
@mwg + @yng + @Zzwg + 20,y wawy + 20 waw, + 20, wyw, = 1. (6.78)

Gleichung (6.78) stellt in den Koordinaten (wg,w,,w;) ein Ellipsoid dar, das sogenannte
Trdagheitsellipsoid.
Der Abstand w vom Drehpunkt 0 in Richtung 7 zum Tragheitsellipsoid ist

1

w= s (6.79)

Durch Drehung des Koordinatensystems kdnnen wir das Ellipsoid in seine Normalform iiberfiihren,

wi w w

@1wf + @210% + @5’[0% =1= +

1 )2 * 1 )2 1 \?
(&) &) &)
ohne die in Gleichung (6.78) auftretenden Mischterme. Gleichung (6.80) entspricht dem
Tragheitsellipsoid im Hauptachsensystem. Nach Gleichung (6.79) ist der Radiusvektor zu

einem Punkt auf diesem Tragheitsellipsoid umgekehrt proportional zum Haupttragheitsmo-
ment bei Rotation um diesen Vektor.

(6.80)

6.6 Die Eulerschen Gleichungen
Wir betrachten die Bewegungsgleichung des starren Korpers mit einem festgehaltenen Punkt,

d.h. V =0 in Gleichung (6.43).
Im raumfesten Koordinatensystem gilt gemaB Gleichung (2.39) der Drehimpulssatz

<d> L=0D, (6.81)
t) »
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mit dem HuBeren Drehmoment D = 7 x F. Mit der Operatorgleichung (6.28) folgt im
korperfesten Koordinatensystem der Drehimpulssatz zu

dLl L oL
(dt)K—i—u?xL_D. (6.82)

Wahlt man die korperfesten Achsen als die Haupttragheitsachsen des starren Koérpers, dann
ist nach Gleichung (6.69)

L1 = @1&)1 y LQ = @2&)2 und L3 = @3(,03
und Gleichung (6.82) fiihrt auf
O,w; + eijk@kijk =D, (6.83)

oder komponentenweise geschrieben auf das gekoppelte Gleichungssystem

(a) @1&11 - (@Q - @3) wWoawsg — D1
(b) @2@2 — (@3 — @1) w3w1 = DQ
(C) @3@3 — (@1 — @2) wWiwy = D3 . (684)

Dies sind die Eulerschen Gleichungen des starren Korpers. Die Losungen @(t) gelten im
korperfesten Koordinatensystem. Die Schwierigkeit besteht zunichst darin, die Komponenten
des externen Drehmoments D im Hauptachsensystem zu bestimmen.

Wir betrachten daher zunichst den Fall des krdiftefreien starren Korpers , d. h. F=0so
dass D = 0. In diesem Fall vereinfachen sich die Eulerschen Gleichungen (6.84) auf

(a) @1@1 = (@2 — @3) Wows3
(b) Oy = (O3 —0O1)wsw;
(c) Ozw3 = (01— O2)wiws . (6.85)

6.6.1 Beispiel 1: Kraftefreier Kugelkreisel

Mit D = 0 und ©; = Oy = ©3 folgt aus den Gleichungen (6.85) sofort G =0, d. h.
@ = const, d. h. starre Rotation.

Dies entspricht der Bewegung des in Kap. 6.4.4 betrachteten kréftefreien Wiirfels um seinen
Schwerpunkt.

6.6.2 Beispiel 2: Kraftefreier symmetrischer Kreisel

Mit D = 0 und ©; = Oy = O erhalten wir fiir Gleichung (6.85c) fiir die Symmetrieachse €3:

Ozwz = 0,

so dass w3 =w3 = const. (6.86)
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6 Bewegung des starren Korpers

Eingesetzt in Gleichung (6.85a)

Ouw; = (@ . @3) W3w9
folgt w1+ Qs = 0, (6.87)

mit der Konstanten Q

Il
N
o|P
|
—_
N———
ISR
o3

Gleichung (6.85b) ergibt ebenso
(1:)2 — le =0. (6.88)

Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit ¢ = +/—1 und addieren wir die resultierende
Gleichung mit Gleichung (6.87), so folgt
w1 + twg + Qwy — 1Qwy = 0.
Fiir die GroBe n = wy + iws folgt die Gleichung
mit der Losung
nt) = Ae® = A(cosQt +isinQt) |
so dass wi(t) = AcosQt, wa(t) = AsinQ, (6.89)

mit der Konstanten A. Die Gleichungen (6.86) und (6.89) sind die vollstandigen Losungen.
Fiir den Wert der Winkelgeschwindigkeit folgt

5] = w =1/ A? + &3 = const . (6.90)

Wie in Abb. 6.13 skizziert, beschreibt die Projektion des Rotationsvektors & auf die €1-é5-
Ebene senkrecht zur Symmetrieachse €3 einen Kreis mit der Frequenz €2 um die Symme-
trieachse des symmetrischen Kreisels. Die gesamte Winkelgeschwindigkeit & ist dem Betrag
nach konstant und prézessiert mit der gleichen Frequenz um die é3-Achse.

Die Integrationskonstanten w3 und A (die Amplitude der Prazession) kdnnen durch die iibli-
chen Konstanten der Bewegung ausgedriickt werden, namlich durch die kinetische Energie
des Kreisels

1 1
Trot = 5@/12 + 5@3@% = const
und das Quadrat des Drehimpulses
L? = ©%A% + O35 = const .

Man sollte erwarten, dass die Drehachse der Erde diese Prézession ausfiihrt, denn die duBe-
ren auf die Erde wirkenden Drehmomente sind so schwach, dass die Rotationsbewegung als
kraftefrei angesehen werden kann. Der Erdkérper hat niherungsweise die Gestalt eines ab-
geplatteten Rotationsellipsoids mit der Elliptizitdt (Abplattungsverhiltnis) (03 — ©)/0 ~
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ST

@ w0~/

Abbildung 6.13: Kriftefreie Bewegung eines symmetrischen Kreisels

1/300. Die Winkelgeschwindigkeit seiner Rotation ist w ~ @3 = 27/86400, die Prazessi-
onsfrequenz daher Q = &3/300, was einer Periode von 300 Tagen entspricht. Diese ist im
Wesentlichen identisch mit der Chandler-Periode der Polschwankungen von 429 Tagen, bei
denen der Abstand der Drehachse vom Nordpol im Mittel um etwa 4 m auf der Erdoberflache
schwankt.

6.6.3 Beispiel 3: Kraftefreier asymmetrischer Kreisel

Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass ©1 < O < O3 ist.
Als erstes multiplizieren wir jede der Eulergleichungen (6.85) mit w;,

O1wiwr = (02 — O3)wiwaws
@2&)2&)2 = (@3 - @1) wiwows
Oswzws = (01 — O2)wiwows ,

und addieren die drei Gleichungen mit dem Ergebnis

3
Z Owiw; = wiwaws[O2 — O3+ 03 —O1 + O — O]
i—1

d
— o_&

)

1 3
52 O
i=1

3
1
oder 3 Zl @iwg = Tyot = a = const , (6.91)
1=

was der Energieerhaltung entspricht.
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6 Bewegung des starren Korpers

Als zweites multiplizieren wir jede der Eulergleichungen (6.85) mit ©;w;,

@%d)lwl = @1 (@2 — @3) wWiwows
Oinwy = O3 (03— O1) wiwyws
@%d)g(x)g = @3 (@1 - @2) wWiwaws ,

und addieren diese drei Gleichungen mit dem Ergebnis

3
D Olww; = wiwaws[010 — 0103 + 0,03 — 0,01 + 0,03 — 0,03] |
=1

3
_ g 1td 2 2
= 0=3 ;@iwi :
3
oder Z Q%w? = L?=10b=const. (6.92)
i=1

Gleichung (6.92) besagt, dass der Betrag des Drehimpulses eine Konstante der Bewegung
ist.
Wir I8sen die Gleichungen (6.91) und (6.92) jeweils nach w3 auf und setzen beide Ausdriicke

gleich:

1 1

ws = o, [2a — ©1w] — O3w3] = 52 [b— Owi — O3w]] . (6.93)
2 2
Es folgt
05 O3] o _ b=20y [61 67} ,
02 O, * 02 0, ezt
oder Wi = 41—y, (6.94)
. 2&@2 —-b @1 (@2 — @1)
mit - 2T — 227 PU (6.95
" 03(0:-03) " *7 9;(02— 03) (6.95)
Setzen wir Gleichung (6.94) in Gleichung (6.93) ein, so erhalten wir
ws = Pi— Pt (6.96)
. 2&@3 —b @1 (@3 — @1)
mit = — =—" = 6.97
o 02 (03 — ©2) P 02 (03 — O2) (6.97)
Die erste Eulergleichung (6.85a)
w1 . Oy — @3
wowz O

liefert nach Einsetzen der Gleichungen (6.94) und (6.96) das elliptische Integral 1. Gattung

_ w1
©2 03, _ / dw . (6.98)
61 w1(0) v/ B1 — Bow?y/y1 — Yow?

Die Losungen w;(t) fiihren dann auf Jacobische elliptische Funktionen.
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6.7 Die Eulerschen Winkel

Fiir nicht-verschwindende 3uBere Drehmomente D +£ (0 miissen wir die Orientierung des
korperfesten Koordinatensystems relativ zum raumfesten Koordinatensystem mit Hilfe von
drei unabhangigen Parametern beschreiben. Nur wenn man solche generalisierten Koordina-
ten gefunden hat, konnen wir auch den Lagrange-Formalismus im raumfesten Inertialsystem
auf den starren Korper anwenden. Eine spezielle Wahl dieser Koordinaten sind die Eulerschen
Winkel ¢, 6 und 2.

Gesucht ist eine Transformationsmatrix fl((b,@,w), die einen Vektor in den raumfesten Ko-
ordinaten (x,y, z) in die kérperfesten Koordinaten (z',, 2') transformiert, d.h.

(g;y z’) — A(¢,0,) (6.99)

IS IS

ailp a2 ais
mit A = as1 @92 G923 mit Qjj = Qjj (¢, 0, 1/)) . (6100)
azr a3z2 as3

Man kann die Transformation mittels dreier aufeinanderfolgender Drehungen ausfiihren, wo-
bei vorher genau festgelegt wird, welche drei Drehungen in welcher Reihenfolge ausgefiihrt
werden sollen. Jede dieser Drehungen kann durch einen Drehwinkel festgelegt werden, z. B.
ist nach Gleichung (6.9) die Drehmatrix fiir eine Drehung um einen Winkel ¢ um die z-Achse

cos¢ sing 0
A, (¢p)=[—sing cos¢ 0
0 0 1

Die Eulerschen Winkel sind die Drehwinkel dreier spezieller einparametriger Drehungen, die
hintereinander geschaltet werden:

1. Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse:
cos¢ sing 0
D(¢)=|—sing cos¢ 0
0 0 1

Dadurch ergibt sich das in Abb. 6.14 gezeigte Koordinatensystem (£, 7, x) durch

(&n,x) =D (9)

ISR

2. Drehung um den Winkel 6 um die {-Achse (neue z-Achse):
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6 Bewegung des starren Korpers

Abbildung 6.14: Ergebnis der 1. Drehung

Dadurch ergibt sich das in Abb. 6.15 gezeigte Koordinatensystem (fl,n',xl) durch

N
(ﬁ,n,x) = CO)(n],
X
1 0 0
mit C@H = [0 cos® sind

0 —sinf@ cos6

3. Drehung um den Winkel ) um die x'-Achse (2. neue z-Achse):

Dadurch ergibt sich das in Abbildung 6.16 gezeigte Koordinatensystem (x',y,,z/) durch

!/ ’ / A 5/
(x,y,z“> = BW){n |,
X
costy siny 0
mit B’(zp) = —siny cosy 0
0 0 1

Fiir die Transformationsmatrix A, die einen Vektor von raumfesten in kérperfeste Koordinaten
transformiert, erhalten wir dann

A=A(¢,0,0) =B () C(0)D(9) . (6.101)
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Abbildung 6.15: Ergebnis der 2. Drehung

Fiihren wir damit die Operation (6.99) nacheinander aus:

cosp sing 0 T T cos ¢ + ysin ¢
ﬁ(d))a?’ = —sing cos¢p 0 y| =|—zsing+ycos¢ | ,
0 0 1 z z

A ) 1 0 0 T cos @ + ysin ¢
CO)D(p)Z = [0 cosf sind —xsing +ycosg |

0 —sinf cosf z

= (—xsin ¢ + y cos ¢) cos O + zsin f
(zsin¢ — ycos¢)sinf + z cos b

x cos ¢ + ysin ¢ )

B()C(0)D
cosy siny 0 x cos ¢ + ysin¢
= (smdj cos 0) ((xsin¢+ycos¢)cos€+zsin0)
(

1 xsing — ycos@)sinf + z cos b

xcosqﬁ—i—ysm@cosv,/}+zsm1/151n€+sm¢cos€[ xsin ¢ + y cos @]
— [z cos ¢ + ysin @] sin) + z cospsinf + cosh cos O [—x sin ¢ + y cos @]
(zsin¢ — ycos @) sinf + z cos

GemaB Gleichung (6.101) folgt dann fiir die gesamte Drehmatrix
A ( €os ¢ cos 1 — sin ¢ sin 1 cos 6 sin ¢ cos 1 + cos ¢ sin 1 cos 6 sind;sin@)
A=

—cos¢siny —sin¢gcosy cosf —singsiny + cospcoscosf cossind
sin ¢ sin 0 —cos¢sinf cos 6

(6.102)
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6 Bewegung des starren Korpers

Abbildung 6.16: Ergebnis der 3. Drehung

A ist wieder eine orthogonale Matrix, weil sie aus der Multiplikation orthogonaler Matri-
zen entsteht. Deshalb ist die inverse Matrix A=! = AT, die Vektoren von kérperfesten in
raumfeste Koordinaten transformiert, d.h.

T=A"'% = A"% | (6.103)

gleich der transponierten Matrix AT | die man durch Vertauschen von Zeilen und Spalten aus
A erhilt.

6.8 Lagrange-Mechanik des starren Korpers

6.8.1 Lagrange-Funktion des Kreisels

Als korperfeste Achsen wihlen wir die Hauptachsen des starren Kérpers. Nach Gleichung
(6.70) erhalten wir dann fiir die Rotationsenergie
O1 5  ©2 5 O3 5
TT‘ot = 7&)93/ + 7wy/ + 7WZ/ . (6104)
Die zur Winkelgeschwindigkeit & gehdrende allgemeine infinitesimale Drehung kann so auf-
gefasst werden, als bestiinde sie aus drei aufeinanderfolgenden infinitesimalen Drehungen mit
den Winkelgeschwindigkeiten wy = ¢, wy = 6 und w,, = v, so dass

S = ¢+0+9, (6.105)
oder komponentenweise (a) wy = (z;$l + 9‘$/ + q/}x/
(b) wy/ = ¢yl + Hy/ + wy/

(c) wy = ¢s+0+P,. (6.106)
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6.8 Lagrange-Mechanik des starren Korpers

Es miissen also die Projektionen der Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Drehungen auf

die korperfesten Achsen bestimmt werden. Dabei ist nach Kap. 6.7 ¢ || zur raumfesten

z-Achse, 0 || zur € = £'-Achse und ¥ || zur 2'-Achse, d.h.

. /0
AN Y
z
Mit ¢ || (0,0, z) = AT(0,0,2") folgt aus Gleichung (6.102)

sin v sin 0

q? = ¢ cossinf |

cos 6
so dass q.SQC/ = gﬁsinq/)sine , d)y/ = qﬁcos¢sin9 , d}z/ = d)COSG .
Mit 6 | &'-Achse folgt wegen
§/ X z costy —siny 0 z
0|l=B"t[0|=|siny cosy O 0
0 0 0 0 1 0

aus der Inversion der Matrix B

- [ cosy
0 = 0| —siny | ,
0
so dass éx/ = fcos, éyl = —fsiny , 92/ =0.
Mit den Gleichungen (6.107)—(6.109) folgt fiir die Gleichungen (6.106)
(a) wy = $sintsinf + 0 cos |
(b) wy = deosthsing — fsinp |
(c) wy = ¢cost+1.
Wir erhalten sofort
wi, = $*sin®Ysin® 0 + 62 cos® o + 240 sin ) sin O cos Y |
wi, = gﬁQ cos? 1 sin? 0 + 6 sin® P — 2¢9 cos 1 sin 0 sin Y
und wi, = d)Q cos® 0 + ¢2 + 2¢>1/) cosf .

Fiir die Rotationsenergie (6.104) folgt dann

O r. . ..
Trot = ?1 [¢2 sin? 1) sin? § + 62 cos? ¢ + 2¢ sin 1) sin @ cos w}

—i—% [gz52 cos? ¢ sin’ 0 + 6? sin? Y — 2¢9 cos v sin 6 sin w]

—i—% [(bQ cos? 0 + 1® + 21 cos 9] .

(6.107)

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)
(6.112)

(6.113)

(6.114)
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6 Bewegung des starren Korpers
Bei festgehaltenem (VSP = 0) Schwerpunkt gilt dann fiir die Lagrange-Funktion des Kreisels

L=Tou—V(4,0,7) = % {gbZ sin? ¢ sin? 0 + 62 cos® ¢ + 200 sin@bsin@cosw}
2

—i—% [¢2 cos® ¢ sin® 0 + 6% sin® ¢ — 2¢0 cos ¥ sin O sin w]
—l—% [(bz cos® 0 + 1® + 21 cos 9] —V(p,0,)
— L(d.6.9,0.0,0) . (6.115)
Die Lagrange-Gleichungen lauten
d OL oL

(a) a% = 90’
(> -5
(©) igz - gi . (6.116)

6.8.2 Beispiel: Schwerer, symmetrischer Kreisel

Die Symmetrieachse ist natiirlich eine der Hauptachsen und soll als z'-Achse des kérperfes-
ten Systems gewdahlt werden. Die Nullpunkte des raumfesten und korperfesten Koordinaten-
systems seien in den Unterstiitzungspunkt des Kreisels gelegt (siehe Abb. 6.17). [ ist der
Abstands des Schwerpunkts vom Unterstiitzungspunkt.

Abbildung 6.17: Schwerer, symmetrischer Kreisel
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6.8 Lagrange-Mechanik des starren Korpers

Fiir den symmetrischen Kreisel ist @1 = ©9 und mit
w? +w? = ¢%sin® 6 + §?
z y
reduziert sich die Lagrange-Funktion (6.115) auf

L= % [¢2 sin? 6 + 92] + % [(bQ cos® 6 + 1/}2 + 2¢w cos 9] -V (¢,0,v) , (6.117)

wobei ©1 und O3 die Haupttragheitsmomente beziiglich des gewahlten Ursprungs des korper-
festen Koordinatensystems sind.
Die potentielle Energie ist einfach

V =Mglcost , (6.118)
wobei M die Masse des Kreisels ist. Dann erhalten wir fiir die Lagrange-Funktion (6.117)
O 21 O3 .2 . -
L= 5 ¢“sin“ 0 4+ 67| + > ¢° cos” 0+ ° + 2¢pcosB| — Mglcosb . (6.119)

Die Koordinaten ¢ und % sind zyklisch, so dass py und py ErhaltungsgréBen sind:

Py = gz = O1¢sin’0 + Oy <¢ + ¢ cos 9) cos = const (6.120)
Py = gi = O3 (1p + écos 0) = const . (6.121)

Setzen wir Gleichung (6.121) in Gleichung (6.120) ein, so folgt

Py = O1hsin’ 6 + py cost , (6.122)
. D¢ — Py cOS O
d = — 6.123
ocer ¢ O;sin%0 ’ ( )
o() ¢ pg—pycosh (t)
mit dem Integral  ¢(t) — ¢ (to) = / do= [ dt 5 , (6.124)
#(to) to ©1sin” 6 (1)

falls die Lésung 6(t) bekannt ist.
Nach Gleichung (6.121) ist ebenfalls
Dy

. . — 0
¢:%_¢0059:7_6089w
3

6.125
@3 91 sin2 0 ( )

wobei wir Gleichung (6.123) eingesetzt haben. Die Integration dieser Gleichung liefert

h(t) t Do — Dy COS 0 (t/>
’ p¢ ’
t) = (tg) = dy = dt |— —cosf (t ; , 6.126
¢( ) T;Z) ( 0) /w(to) d} to 3 ( ) @)1 SiIl2 9 (t ) ( )

bei bekannter Lésung 6(t).
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6 Bewegung des starren Korpers
Da das System konservativ ist, ist die Gesamtenergie ebenfalls eine ErhaltungsgroBe:
_ _ O 0] L 9372 9 2 P
E=T+V = 5 ¢“sin“ 0+ 67| + > ¢° cos” 0 4+ ° + 2¢pcos | + Mgl cosd

@1 ) @1 Py — Dy cos 2 p?p
= 0"+ — Mgl cosf . 6.127
SRR ( 6.smg ) Tag, THgICos (6.127)

wobei die Gleichungen (6.121) und (6.123) verwandt wurden. Es folgt

2 pi 1 D¢ — Py cos b 2
0>’=_—|E—- - — Mglcost | . 6.128
o, ( 20; 20, ( sin 6 > greos ) (6.128)
Zur Losung substituieren wir u = cos 8, oder § = arccos u, so dass
w_ 1
dt - V1 —u2dt
und sin? @ = 1 — u2. Dann erhalten wir fiir Gleichung (6.128)
> 2 v}, (P — pyu)’? _ 2Mglu
1—wu? ©1 203 07 (1 —u?) 0,
2 2
. 2 D 2M glu Dy — Dyl
d 2 = (1-?) | [E-22 ) - — () L (6129
oder U (1—u?) o ( 2@3> o, < o, ( )

Gleichung (6.129) fiihrt auf das Integral

u(t)
t—ty = i/ du , (6.130)
u(to) 2 o 2
%gl (1—u2) < — 2 Mglu> — (Peghet)

das die formale Losung w(t) und damit 6(t) ergibt. Das Polynom unter der Wurzel von
Gleichung (6.130) ist 3. Grades in u, so dass wir auf elliptische Integrale als vollstindige
Losungen kommen.

Allerdings ist eine qualitative Diskussion der moglichen Lésungen leicht moglich. Dazu defi-
nieren wir die Funktion

2 ) Py po — pyu\*
f(u)z@—(l—u) (E—Qes—Mglu> _<@1) . (6.131)

1
Damit lautet Gleichung (6.129) einfach
w? = f(u) . (6.132)

Offensichtlich brauchen wir fiir reelle Werte von 1, dass f(u) > 0 zwischen [u[ < 1. An
den Nullstellen der Funktion f wechseln 7 und damit 6 ihr Vorzeichen, d.h. diese Nullstellen
definieren gerade die Umkehrpunkte der Bewegung von 6.
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6.8 Lagrange-Mechanik des starren Korpers

Fiir sehr groBe Absolutwerte von |u| — oo verhilt sich f asymptotisch wie

+oo fiir v — o0

—oo fiir v — oo

2Mgl
Fllul>1) =~ 222908 {
©1

Fir die Werte u = %1 ist

2
f(u:il):—<p¢gp¢> <0
1

negativ, so dass eine der drei Nullstellen u3 > 1 von f im Gebiet u > 1 liegt. Qualitativ
ergibt sich das in Abb. 6.18 gezeigte Verhalten der Funktion f(u).

Sf()

I
u; M,Z\/u_g u

Abbildung 6.18: Qualitatives Verhalten der Funktion f(u)

Die beiden anderen Nullstellen liegen zwischen —1 < u; < ug < 1. Der Winkel © lauft dann
zwischen den Grenzwerten
arccosuq < 0 < arccosus . (6.133)

Diese Neigung der Figurenachse wird Nutation genannt.

Es ist uiblich, die Bewegung des Kreisels dadurch zu beschreiben, dass man die Schnittkurve
der Figurenachse auf einer Kugel mit Einheitsradius um den festgehaltenen Punkt auftragt.
Diese Kurve wird Locus der Figurenachse genannt. Die Kugelkoordinaten der Punkte auf
dem Locus sind mit den Eulerschen Winkeln ¢ und 6 identisch. Nach Bedingung (6.133)
liegt der Locus zwischen den Kreisen 61 und 05. Der Verlauf des Winkels ¢ richtet sich nach
den Werten von Gleichung (6.123):

q'S— D¢ — Py COS O
~ ©;sin?6

fiir die moglichen Werte von 6.
Je nach den Werten vom Zahler py — py, cos 0 dieses Ausdrucks kann man vier Fille unter-
scheiden:
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6 Bewegung des starren Korpers

Abbildung 6.19: Nutation des schweren symmetrischen Kreisels

(a) pp—py cos By # 0 hat das gleiche Vorzeichen wie py — py, cos B2 # 0. Dann ergibt sich
die in Abb. 6.19a skizzierte zeitliche Variation der Figurenachse.

(b) pg — pycosBy # 0 hat von py — py cos by # 0 verschiedene Vorzeichen, so dass die
Richtung der Prazession an den Grenzkreisen verschieden ist. Es entstehen Schleifen
(Abb. 6.19b).

(c) Py — pycostr = 0 verschwindet am oberen Kreis, so dass é und 0 gleichzeitig Null
werden. Die Bahnkurve enthilt Spitzen (Abb. 6.19c). Dieser Fall tritt immer dann ein,
wenn die Symmetrieachse z° am Anfang festgehalten wird, so dass sich der Kreisel
anfangs nur um seine Symmetrieachse dreht. Die Anfangsbedingungen lauten dann
$(0) = 6(0) = (0) = 0 und 6(0) = 6s.

(d) Fiir 8(0) = 0 und bestimmte Anfangsbedingungen fiihrt der schwere Kreisel eine nu-
tationsfreie Prazession (Abb. 6.19d) durch, fiir die exakt # = const # 0 gilt. Diesen
Fall diskutieren wir etwas ausfiihrlicher.

6.8.3 Nutationsfreie Prazession des schweren, symmetrischen Kreisels

Wir gehen von den Lagrange-Gleichungen fiir die Winkel 8, ¢ und % aus und setzen dort
0 = 0y = const ein.
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6.8 Lagrange-Mechanik des starren Korpers

Aus der Lagrange-Funktion (6.119) folgt

d OL -
dt 96 910,
und % = O1¢*sinfcosh + Oy <¢+q§cos9) (—(iﬁsin9> + Mglsin

= sinéf {Mgl + ¢% (0] — O3) cosf — @3&1&} ,
so dass die erste Lagrange-Gleichung lautet
©:0 — sind [(@1 — ©3) $2 cos b — O3th + Mgl} =0.
Mit 8 = 6y = const folgt & = 0 und diese Lagrange-Gleichung liefert
(0 — O3) ¢% cos By — Oztpp + Mgl = 0 . (6.134)

Ebenso erhalten wir aus der Lagrange-Funktion (6.119)

oL
— =0
¢
oL . . .
und % = O;sin?6p + O3 (¢+¢Cos€> cos 6
= O;sin®6y¢ + O <w +  cos 90> cosby ,
so dass ) o
O sin? Hy¢ + O3 cos by (1/1 + ¢ cos 90> =0. (6.135)
SchlieBlich erhalten wir aus der Lagrange-Funktion (6.119)
oL
o 0
oL .
und % = O3 (w + ¢ cos 9)
= O3 (zﬁ—kécos@o) ,

so dass aus der Lagrange-Gleichung beziiglich v folgt
O3 (W + deosty) =0. (6.136)
Setzen wir Gleichung (6.136) in Gleichung (6.135) ein, so folgt sofort ¢ = 0 und damit

¢ = ¢o = const. Damit ergibt sich gemiB Gleichung (6.136) ¢ = vy = const. Beide
Konstanten miissen Gleichung (6.134) erfiillen; d.h.

(@1 — @3) CcOs 90¢(2) — @3(1')01&0 + Mgl =0. (6.137)
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6 Bewegung des starren Korpers

(a) 1. Fall: fir g = 7/2 oder ©; = ©3 muss gerade

Myl

= — . 6.138
O30 ( )

do

erfillt sein.

(b) 2. Fall: fiir 6y # 7/2 und ©; # O3 hat die quadratische Gleichung (6.137) fiir ¢ die
beiden Losungen

éf; _ 1
0.1,2 = 2 (@1 — @3) COS 90

[@3% + \/9§¢8 —4Mgl (©1 — ©3) cosfy| . (6.139)

Reelle Losungen existieren nur, wenn das Argument der Wurzel nicht negativ ist, d.h.

4Mgl (91 - @3) COS 00

g >
0 @%

O3

ergibt Gleichung (6.139) gerade eine Prézessionsfrequenz

0~ (@1 - @3) COS 00 ’

Yo = <2> \/Mgl (01 — ©3) cos by

mit 6y # 71'/2. Fiir

Yo > (2> \/Mgl (01 — ©3) cos by
O3

ergeben sich die zwei Prézessionsfrequenzen (6.139).

Zusammenfassend: Die nutationsfreie Prazession wird nur erreicht, wenn der Kreisel durch
einen geeigneten anfanglichen StoB eine Anfangsgeschwindigkeit ¢(0) = ¢ erhilt, die gleich
den in den Gleichungen (6.138) und (6.139) errechneten Werten ist.
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7 Spezielle Relativitatstheorie

Eine groBe Anzahl von Untersuchungen, besonders die beriihmten Experimente von Michelson
und Morley, haben gezeigt, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen Richtungen immer gleich
ist, und dass sie unabhangig von den relativen gleichférmigen Bewegungen des Beobachters,
des iibertragenden Mediums und der Lichtquelle ist. Die Galileische Transformation (2.16)
kann deshalb nicht richtig sein (siehe Kap. 7.1.2) und muss durch eine andere, die Lorentz-
Transformation, ersetzt werden, die die Lichtgeschwindigkeit in allen Systemen erhalt.

Einstein zeigte, dass eine solche Transformation die Revision der in der Newton-Mechanik
gewohnten Begriffe von Zeit und Gleichzeitigkeit erfordert. Er ging noch weiter: aus der
experimentellen Tatsache, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen Systemen konstant ist, ver-
allgemeinerte er als grundlegendes Postulat, dass alle Erscheinungen der Physik in allen
gleichférmig bewegten Systemen gleich erscheinen. Dieses sogenannte A quivalenzpostulat
behauptet, dass es im Sinn einer physikalischen Messung unmdglich ist, ein Koordinaten-
system als wirklich stationdr oder gleichférmig bewegt zu kennzeichnen; man kann nur
schlieBen, dass sich zwei Systeme relativ zueinander bewegen. Somit miissen Messungen,
die vollstindig innerhalb eines Systems gemacht werden, ungeeignet sein, das System von
allen anderen zu unterscheiden, die sich ihm gegeniiber gleichformig bewegen. Das Aquiva-
lenzpostulat fordert, dass alle physikalischen Gesetze fiir alle gleichférmig bewegten Systeme
in identischer Weise ausgedriickt werden miissen. Die Behauptung zum Beispiel, dass die
Lichtgeschwindigkeit iiberall ¢ ist, bedeutet, dass eine skalare Wellengleichung der Form

V2 — ——— =0 (7.1)

die Lichtfortpflanzung in allen Systemen beschreibt.

Das Programm der speziellen Relativitdtstheorie besteht deshalb aus zwei Teilen. Zuerst
muss eine Transformation zwischen zwei gleichformig bewegten Systemen gewonnen wer-
den, die die Lichtgeschwindigkeit erhilt. Zweitens miissen die Gesetze der Physik beziiglich
ihrer Transformationseigenschaften gegeniiber dieser Lorentz-Transformation liberpriift wer-
den. Die Gesetze, deren Form nicht invariant ist, sind so zu verallgemeinern, dass sie dem
Aquivalenzpostulat geniigen (sog. kovariante Formulierung physikalischer Gesetze).

7.1 Die Lorentz-Transformation

7.1.1 Ableitung der Transformationsgleichungen

Man denke sich zwei Bezugssysteme K und K, die sich in z-Richtung mit einer konstanten
Relativgeschwindigkeit V' zueinander bewegen (Abb.7.1). Aufgrund der Isotropie des Raums
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7 Spezielle Relativitétstheorie

V4 Y4

O X 0} X
Abbildung 7.1: Die Bezugssysteme K und K’

ist keine Richtung besonders ausgezeichnet, so dass wir die x-Achse parallel zu V wihlen
konnen.

Zur Zeit t = 0 fallen die Urspriinge der beiden Koordinatensysteme zusammen. Zu diesem
Zeitpunkt strahle eine im Ursprung des ungestrichenen Systems befestigte Lichtquelle einen
Lichtblitz aus. Ein Beobachter, der sich beziiglich dieses Systems in Ruhe befinden, wird
eine sich ausbreitende Kugelwelle sehen, die mit der Geschwindigkeit ¢ fortschreitet. Die
Gleichung der beobachteten Wellenfront lautet:

2+t 2= (7.2)

Das experimentelle Faktum der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit bedeutet, dass auch ein
Beobachter im bewegten System K~ das Licht auch so sieht, als breite es sich als Kugelwelle
um seinen Ursprung aus. Die entsprechende Gleichung der Wellenfront lautet:

R T (7.3)

Wie miissen die Transformationen von (z,y,z t) auf (z',y, 2 ,t") gewshlt werden, damit
die Gleichungen (7.2) und (7.3) erfiillt sind?

Nach Voraussetzung liegt die Relativgeschwindigkeit Vin z-Richtung. Man kann daher davon
ausgehen, dass die Komponenten y und z bei der Transformation unangetastet bleiben, d.h.

y =y, 2z =2. (7.4)
Fiir 2’ und t setzen wir lineare Transformationsgleichungen der Art
(a) T = ax+bt

/

(b) t = ex+ ft (7.5)

an, wobei a, b, e, f Konstanten sind, die von V und ¢ abhangen.
Mit den Gleichungen (7.2)—(7.5) folgt

2? — M2 =22 — M = d®a? 4 2abat + V*? — 2 (e*2? + 2efat + f21?) (7.6)
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Die Gleichung (7.6) gilt fiir unabh&ngige Werte von x und ¢, so dass die Koeffizienten vor
22, t2 und zt einzeln verschwinden miissen:

a® —c*e? = 1, (7.7)
e (7.8)
und ab—c*ef = 0, (7.9)

so dass wir drei Gleichungen fiir vier Unbekannte (a, b, e, f) haben.

Die vierte Bestimmungsgleichung folgt aus der Bedingung, dass zur Zeit t = 0 die Nullpunkte
der Koordinatensysteme zusammenfallen. Dies impliziert, dass die Position des Ursprungs O’
durch =’ = 0 oder & = V't gegeben ist. Nach Gleichung (7.5a) heiBt das

0 = aVt+bt,
oder b = —Va. (7.10)

Ebenso ist die Position des Ursprung O durch = 0 oder ' = —V't' gegeben, so dass nach
den Gleichungen (7.5)

~Vt = 0+bt, =0+ ft,
woraus sofort folgt b = =Vf. (7.11)
Der Vergleich der Gleichungen (7.10) und (7.11) liefert dann
a=f. (7.12)

Setzen wir das Ergebnis (7.11) in Gleichung (7.8) ein, so erhalten wir

V2f2 o 62f2 _ _02
2
2 _ ¢ I
oder fFo= a_yr _%22—’7 )
. v\ 2

mit N o= <1 - c2> : (7.13)
und mit Gleichung (7.12) gilt

a=f=r. (7.14)

In der Definition (7.13) haben wir die positive Wurzel gewahlt, damit wir fiir kleine (V < ¢
so dass y =~ 1) Relativgeschwindigkeiten aus den Transformationen (7.5) wieder die Galilei-
Transformation (2.16) erhalten.

Aus den Gleichungen (7.11) und (7.14) folgt weiterhin

b=—-V~. (7.15)

und Gleichung (7.9) liefert
e=—=——. (7.16)
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Mit diesen Werten ist Gleichung (7.7) dann ebenfalls erfiillt, denn

V2 2 V2
a2—0262:’)/2—0272/ :72<1—2>:1.
c c

Fiir die Transformationsgleichungen (7.5) erhalten wir somit

!

(a) r o= y(@-Vi)
’ Va
Als Umkehrtransformation ergibt sich
(a) xr = 7 <x/ + Vt/>
v
(b)  und t = 4 (cf +t> . (7.18)
Es ist iiblich, das Verhiltnis -
= — 7.19
. (7.19)

einzufiihren und die Gleichungen (7.17b) und (7.18b) mit ¢ zu multiplizieren. Wir erhalten
dann neben der Beziehung (7.4)

() = (5 7)) 0
n (Zt) - 7(; f) (2) (7.21)

Die Gleichungen (7.4), (7.20) und (7.21) werden als Lorentz- Transformation bezeichnet.
Im Grenzfall 8 < 1 folgt sofort mit v ~ 1+ (8%/2) ~ 1 aus Gleichung (7.20) die Galilei-
Transformation 2’ ~  — Vt und t ~ ¢.

Fiir manche Anwendungen ist es niitzlich, die Transformationsformeln auch fiir den allgemei-
nen Fall, dass die Relativgeschwindigkeit V nicht in Richtung der z-Achse zeigt, zu kennen.
Man erhalt diese, indem man den Ortsvektor

P = + 7L (7.22)
in einen Anteil 7 || V und 7, L V aufspaltet. Aus den Gleichungen (7.4) und (7.17) folgt
dann ~

— / V * 77
T_!L:FLv Fﬂ:*y(f’u—Vt), t:’V(t_ 02”> : (7.23)
Weil aber
(7 V)V
"=""v2 - L=
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folgen mit den Gleichungen (7.23)

7= rﬁ+ﬁ‘:ﬁ+7(*”—x7t)
(7 V)V (mv)v
= 7 Ve + 72 Vi
T e N e
= i+ I (V) V=P (7.24)
= (FV)V ~
, i 3
und t = thVQ)’y<trczv> (7.25)

als allgemeine Transformationgleichungen.

Bevor wir einige der bekanntesten Konsequenzen der Lorentztransformation ableiten, be-
trachten wir das Verhalten der skalaren Wellengleichung (7.1) bei Galilei-Transformation
und Lorentz-Transformation.

7.1.2 Verhalten der skalaren Wellengleichung bei Galilei-Transformation

Mit der Galilei-Transformation 2’ =2 —Vt, y' =, 2 = z und ¢ = ¢ und ihrer Umkehrung
z=x +Vt,y=vy, 2=2 und t =t folgt fiir die partiellen Ableitungen

o _ oo oo _ o
or Oz dxr Oz ot  Ox’
L N R )
ot otox  otot ox ot
o _ 0 0_30
oy oy 0z 07
02 02 02 02 02 02
so dass w = 761'/2 y ain = W 5 @ = @ (726)
0? 0 0 0 0
und e (E)t - Vaxf> <6t - Va:a)
2 2 2
_ 9 Oy O (7.27)

ot'? o2 T arot
Setzen wir die Ergebnisse (7.26)—(7.27) in die skalare Wellengleichung (7.1) ein, so geht
diese von der Form

e 9%¢ 9% 1 0%

_ = -0
Ox? + Oy? + 022 2 Ot?

in die Form
*® 9’ VZ\ 020V 9*® 1 09%*®
cmtant\l -3 ) amt25577 — 357
0z oy"? 2 ) 0" 2 ox'ot 2 ot'?
iber. Damit ist bewiesen, dass bei Galilei-Transformation die skalare Wellengleichung nicht
forminvariant ist.

=0
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7.1.3 Verhalten der skalaren Wellengleichung bei Lorentz-Transformation

Wir untersuchen jetzt das Verhalten der skalaren Wellengleichung bei der Lorentz-Transformation
(7.17) und (7.4). In diesem Fall erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen

o _ oo oo _ 0 vy
9z oz or ozor  or 2ot
o _ oo oo o o
o oatar ator " ad ol
o _ 90 9 _0
oy oy 0z 97
Damit folgt
0?2 9?2 ? 0?
o2 ay?’ 922 922
o _ (0 Vyo 9 Vv o
02~ \Uod ~ 2 o Tor T 2 ot
_ 9 82 +v272 5'2 B V,YQ 82
Ter2 T A a2 T T2 arar
0?2 0 0 0 0
d 2= (vS v ) (v - Vs
i 12 <”at’ wax’> <70t’ V'Vax’>
2 82 82
2 2 2 5.2
= Vo TV g2~ Vggar
Mit den beiden letzten Ergebnissen folgt
32 1 62 9 82 V2’72 82 V,}/Z 62

= 7 92 A o2 T2 ox'or
_12 82 B V2’Y2 82 2,Y2V 82
c2 0t'? 2 0z'? 2 o' ot

V2 82 V2 72 82
= 21— =) == 1)L
7 ( Z ) oz T\ @ ¢ ot'?

0219
or'?2  2ot'?

a2 22

Damit ist die Forminvarianz der skalaren Wellengleichung bei Lorentz-Transformation bewie-
sen.

7.1.4 Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Wir betrachten jetzt zwei aufeinander folgende Lorentz-Transformationen vom System K mit
der Geschwindigkeit 81 = Vj/c in das System K', und anschlieBend vom System K’ mit der
Geschwindigkeit 32 = V5 /c in das System K" . Wir berechnen den Wert der Geschwindigkeit
B3 = V3/c, mit der sich das System K" relativ zum System K bewegt.
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7.1 Die Lorentz-Transformation

Zum einen gilt nach dem Transformationsgesetz (7.20)

(2) - <—;3 _153) (ft) (7.28)

wobei v o= (1 —53)‘1/2 :

Zum anderen ist
2\ 1 =B\ (2
() = = ) ()
e <—1ﬁ2 162> m (—151 1ﬁl> (ft) ’ (7.29)

. ~1/2
wobei M2 = (1 — 532) / .
Gleichung (7.29) ergibt

z - 1 =0 x — Bict
<ct”> - <—ﬂ2 1 ) (—ﬁm: + ct)
_ (fE — pict — Bo (—frz + ct))

TN By (& — Brct) — Brx + ct

< (1+B1B82)x — (B1+ B2)ct )
= PN\ (Bi+ Ba)a+ (1+ Bf) ct

T — 151+52 ct
= e (l+6i6) | p80"

1+318: % +ct
1 _ Bitpe -
= N2+ 508)(  s4s 1+1’81’62 <ct> : (7.30)
148182

Aus der Gleichheit der Ausdriicke (7.28) und (7.30) folgt das Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten

B1+ B2

1+ 6162

Vi+ Vs
oder ‘/3 = 1_}_7‘/17‘/2 s (732)

c2

B3 (7.31)

Das Additionstheorem (7.31) impliziert

g = (1 - ﬂ?%)*l/? _ 1+ B152
VA B8 - (B + Bo)?
1+ B152
V1426162 + P63 — 57 — 26182 — B3
1+ 152
V1+ 6705 — 67 - 53

Ja i—;;)l(?_ 7 =2 (1+ B162) -
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7 Spezielle Relativitétstheorie

Gleichung (7.31) besagt, dass 3 < 1 immer kleiner als 1 ist V3; < 1 und V32 < 1. Es gibt
also keine Relativgeschwindigkeiten V' > ¢, die groBer als die Lichtgeschwindigkeit sind.

7.1.5 Langenkontraktion

Wir betrachten einen starren Stab, der beziiglich des ungestrichenen Systems in Ruhe ist
und auf der x-Achse liegt. Er habe die Lange | = x5 — x7.

Ein bewegter Beobachter im System K’ misst die Linge des Stabes, indem er die Lage
der beiden Endpunkte x| und x in seinem System zu einem Zeitpunkt ¢  lokalisiert. Nach
Gleichung (7.18a) finden wir

T :'y<x,1 —|—th> , g :’Y(I'IQ“I‘VtI)

und damit fiir die scheinbare Lange
/ / ’ 1 ].
l:xQ—:r:l:;(xg—xl):al:\/l—ﬁ%. (7.33)

Der Stab erscheint dem bewegten Beobachter um den Faktor y/1 — (32 verkiirzt, dies ist die
sog. Langenkontraktion.

Man beachte, dass nicht Gleichung (7.17a) zur Berechnung verwandt werden darf, da die
Messung zum gleichen Zeitpunkt t erfolgt.

7.1.6 Zeitdilatation

Wir setzen eine Uhr im ungestrichenen System an einen Punkt z1. Zur Zeit t; nach dieser
Uhr bemerkt ein Beobachter, der sich in diesem Punkt, jedoch im bewegten System, befindet,

eine Zeit nach Gleichung (7.17b)
I fofl
tl =7 tl — CT .

Zur Zeit to findet ein dhnlicher Beobachter in seinem System die Zeit

/ Vﬂfl
ty =" tQ—CT )

so dass das scheinbare Zeitintervall

C ty—t
ty—ty =ty —t1) = ——"L (7.34)

Vi-

ist. Wenn nach der stationidren Uhr eine Stunde vergangen ist, findet der bewegte Beobachter,
dass auf seiner Uhr (> 1) Stunden vergangen sind. Er wird sagen, die stationdre Uhr gehe
langsamer, sie gehe nach. Dies wird Zeitdilatation genannt.

Es gilt auch die Umkehrung, da kein System als ein stationdres System ausgezeichnet ist:
Ein Beobachter im ungestrichenen System, der die Geschwindigkeit einer Uhr priift, die fest
im gestrichenen System ist, kommt ebenfalls zu dem Schluss, dass die Uhr im Vergleich zu
seiner langsamer l3uft.
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7.2 Minkowski-Raum

7.2 Minkowski-Raum

Wenden wir uns jetzt der zweiten Aufgabe der speziellen Relativitatstheorie zu, namlich der
Priifung physikalischer Gesetze auf Forminvarianz gegeniiber der Lorentz-Transformation.
Die Priifung dieser Kovarianz wird sehr erleichtert, wenn man formal eine vierte Koordinate
ct einfiihrt. Der Minkowski-Raum (auch als Welt-Raum bezeichnet) besteht dann aus den
drei Dimensionen des gewdhnlichen Ortsraums und einer vierten Dimension, die proportional
zur Zeit t ist.

Ein Punkt in diesem vier-dimensionalen Raum erhalt dann eine Darstellung in

kontravarianten Komponenten: (xo,xl,mg,x?’) = (ct,z,y, 2) (7.35)
und eine Darstellung in

kovarianten Komponenten: (zo, 1,22, 23) = (ct,—x, -y, —2) , (7.36)

die durch Stellung der Indizes unterschieden werden. Ein Vektor im Minkowski-Raum mit
griechischen Indizes erhilt die Bezeichnung

(zp) = (w0, 1, w9,23) ,  (2#) = (2, 2", 27, 2%) .

Man verwendet die Einsteinsche Summenkonvention, dass in einem Produkt iiber gleiche
griechische Indizes automatisch iiber diese von 0 bis 3 summiert wird, d.h.

3

po— I

T _E xxt
=0

Zwischen den kovarianten und kontravarianten Komponenten besteht die Beziehung

2V 1 0 0 0 Zo
1

wy | ¥ o 0 -1 0 0 T — (v

@) =121=1o o -1 o o = (¢"xy) (7.37)
$3 0 0 0 —1 T3

Das Quadrat des Abstands im Minkowski-Raum wird definiert durch

1
%= gxux“ . (7.38)
GemiB Gleichung (7.37) gilt
7% = C—qug’“’xl, ,

d.h g"” definiert den Abstand und wird daher metrischer Tensor oder einfach Metrik ge-
nannt.

Gehen wir jetzt auf infinitesimale Abstiande iiber, so ist das Quadrat des Abstands von zwei
nahe benachbarten Ereignissen gegeben durch

(47) = 5 (dn,) (da#) = 5 [0 — (dr)® — (@)’ — (@=)?) . (7.39)
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Die Gleichungen (7.2) und (7.3) implizieren, dass fiir ds = cdr = 0 ebenfalls auch ds' =
cdr = 0 im relativ bewegten System erfiillt ist. Es folgt, dass ds = ads’, und weil weder das
ruhende noch das bewegte System ausgezeichnet sind, auch ds’ = ads. Daher muss a? = 1

oder a =1 sein und
ds =cdr =ds = cdr (7.40)

ist invariant unter Lorentz-Transformation.
Zur anschaulichen Bedeutung von Gleichung (7.38) bemerken wir, dass im Ursprung des

Koordinatensystems
2 1 u L 799 2 2 2 2

ist, d.h. 7 entspricht der systemeigenen Zeit (Eigenzeit, Weltzeit).
Mit diesen Bezeichnungen konnen wir die Gleichungen (7.2) und (7.3) schreiben als

xyrt = x;ml“ . (7.42)

Die Lorentztransformation (7.4) und (7.20) lautet

z, = Az, (7.43)
¥y =By 00

mit AL = *57 g (1) 8 (7.44)
0 0 01

7.2.1 Vierer-Skalare, Vierer-Vektoren und Vierer-Tensoren

In Analogie zur Definition von Skalaren, Vektoren und Tensoren im dreidimensionalen Orts-
raum (Kap. 1.5) definieren wir einen Vierer-Vektor (oder einen Tensor 1. Ordnung) als eine
Menge von vier Komponenten, die sich gemaB Gleichung (7.44) transformieren, also das
gleiche Transformationsverhalten zeigen wie der Vierer-Ortsvektor (7.35).

Ebenso ist ein Vierer-Tensor 2. Ordnung eine GroBe mit 16 Komponenten, die sich gemaB

/

T, (xu) — AT, (2,) (7.45)
transformieren.

Ein Vierer-Skalar ist demnach ein Vierer-Tensor 0. Ordnung und ist invariant unter Lorentz-
Transformation, d.h.

s’ (ac;) =S (z,) . (7.46)

Das Abstandselement (d7)? ist ein Vierer-Skalar.

Wenn sich Vierer-Vektoren wie der Vierer-Ortsvektor transformieren, dessen Abstandselement
ein Vierer-Skalar ist, dann ist auch das Skalarprodukt eines beliebigen Vierer-Vektors @, =
(Qo, —Qz, —Qy, —Q:) mit sich selbst ebenfalls invariant unter Lorentztransformation, d.h.

Q* = QuQ" = Q5 — Q1 — Q3 — Q3 = const . (7.47)
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Ebenfalls folgt fiir zwei Vierer-Vektoren @), und R, mit Gleichung (7.47)
(Qu+ R,)* = QuQ" +2Q,R" + R,R" = Q* + R* + 2Q,R" = const

dass das Skalarprodukt
QuR'=Q,R" (7.48)

invariant ist.
Gelingt es, die physikalischen Gesetze mithilfe von Vierer-Tensoren gleicher Ordnung zu
formulieren, ist die Kovarianz besonders leicht zu erkennen.

7.3 Lagrange-Formulierung der relativistischen Mechanik

Es seien ein Inertialsystem K und ein bewegtes Teilchen vorgegeben, das sich mit der momen-
tanen Geschwindigkeit ¥ relativ zu K bewegt. Es sei weiter Ky das momentane Ruhesystem
des Teilchens, wobei wir die Achsen des Bezugssystems K|y parallel zu denen von K wahlen.
Die Verkniipfung dieser beiden Systeme ist dann durch die Lorentztransformation (7.24) zur
Geschwindigkeit V = ¥ gegeben. Es gilt dann

(@) = = [Adt)? — (do)? — (dy)? — (d2)"]

c2

- e - () - (5)]

G2 —v?  (dt)?

= (@t =

oder fiir die Vierer-Invariante it
dr = — | (7.49)

v

mit dem momentanen Lorentzfaktor des Teilchens

2\ —1/2
—1/2 v

y=(1-p2)"" :( _62) . (7.50)

Das Aquivalenzpostulat erfordert die Giiltigkeit des Hamilton-Prinzips in allen Inertialsyste-
men, d.h. es muss kovariant formuliert werden, d. h. es darf sich der Form nach unter einer
Lorentz-Transformation nicht dndern.

Deshalb versucht man, das Wirkungsintegral in den Koordinaten und Geschwindigkeiten des
Minkowski-Raums und der Eigenzeit 7 darzustellen:

T1 ,
S—/ drL (x,uu,T) , (7.51)
70

wobei die Vierer-Geschwindigkeit u,, definiert ist durch

dz,,

Uy = ? =7 (C, —i', _yv _Z> ="c (1> _ﬁxa _/By7 _/82) (752)
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7 Spezielle Relativitétstheorie

die Ableitung des Vierer-Ortsvektors x,, nach der Invariante 7, und deshalb wieder ein Vierer-
Vektor ist. Es gilt

uut = ~? [02 - (332 + 9% + 2"2)] =~2 [02 - 1)2] =2 (7.53)
Die Variation des Wirkungsintegrals (7.51) fiihrt auf die Lagrange-Gleichungen
d (oL"\ oL
—|=— ] —-—=—=0. 7.54
dr (8%) Oz, (7.54)

Man hat jetzt das Problem, dass man zur Berechnung der Lagrange-Funktion L’ eine kova-
riante Form der Krafte bendtigt. Dies ist aber nur fiir die elektromagnetische Kraft der Fall,
aber nicht bei der Gravitationskraft oder bei Zwangskraften.

Deshalb behandeln wir im Folgenden nur die Lagrange-Formulierung des relativistischen freien
Teilchens und von geladenen Teilchen im elektromagnetischen Feld.

7.3.1 Freies Teilchen

Wir definieren den Vierer-Impuls als
' =mut =ym (e, &,9,2) . (7.55)

Die Ortskomponenten ergeben im Grenzfall 3 — 0 den bekannten Linear-Impuls p.
Wir setzen die Lagrange-Funktion fiir das freie Teilchen an als
’ m

L'= Zuuu. (7.56)

da dieser Ansatz zum einen im Grenzfall 8 — 0 L = muv?/2 ergibt. Zum anderen ist mit Glei-
chung (7.53) diese Lagrange-Funktion ein Vierer-Skalar und damit auch das Wirkungsintegral

(7.51).
Die Lagrange-Gleichung (7.54) fiihrt dann auf

d dp*

— My = 2 —

I (mu*) o 0, (7.57)
oder pt = const.

Wir definieren die relativistische Energie des freien Teilchens als

E =~ymc? . (7.58)
Damit ist dann ymc = E/c und der Vierer-Impuls (7.55) ist
E
plu = <Cap;rapy7pz> ) (759)
mit ﬁ = (pzypyypz) = mfyg .
Nach Gleichung (7.53) ist dann
E2 m2¢in?
pupt = mQUuuu =2 PP = 2 m2’y2112
= m?y? (62 — ’1)2) =m?2c® = const , (7.60)
oder E? = m?d +p*l . (7.61)
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7.3.2 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Fiir ein Teilchen der Ladung e bietet sich als invariante Lagrange-Funktion an

/ 1
L = imuuu“ + Zu“A“ , (7.62)
wobei At = (®,A4,,4,,AL) (7.63)

das Vierer-Potential des elektromagnetischen Feldes ist, dass aus dem in Gleichung (3.232)
eingefiihrten skalaren Potential @ und den Komponenten des Vektorpotentials A gebildet
wird.

Fiir den kanonisch konjugierten Vierer-Impuls folgt damit

e
= —— = B — AR 7.64
P 8uu mu” + p ( )

Insbesondere fiir die Ortskomponenten ergibt sich wieder Gleichung (3.240)
p'=mu'+ -A".
c
Bilden wir die Lagrange-Gleichungen mit der Lagrange-Funktion (7.62) erhalten wir

di (mu“ + EA“) N (gu,,A”) = 0,

T c Oz, \c
d 0 e e dAH
— »y = — -y, AY) — ———. .
oder o (mut) 9z, (cul, ) e (7.65)

Schreiben wir dies als generalisierte Newtonsche Bewegungsgleichung

apt _

= M 7.66
dr ( )
so folgt die Minkowski-Kraft
0 e e dA*
Pl = — (g, AY) — ———. 7.67
Oz, <cu ) c dr ( )

Im Grenzfall 3 — 0 stimmen die Ortskomponenten der Minkowski-Kraft mit der friiher
abgeleiteten Beziehung (3.233) iiberein.
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8 Kosmologie fast ohne Allgemeine
Relativitatstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir die Friedmann-Gleichung fiir ein Newtonsches Universum
ableiten, in dem alle Bewegungen nichtrelativistisch sind und die Gravitation aufgrund der
Anziehung zwischen Massen zustandekommt. Wir folgen dabei der Arbeit von Jordan (Am.
J. Phys. 73, 653 (2005)).

Die Friedmann-Gleichung entspricht dann der Energieerhaltungsgleichung fiir die Bewegung
einer Galaxie (= MilchstraBe) im expandierenden Universum. Durch Ersetzen der Massen-
dichte durch die dazugehdrige Energiedichte ergibt sich dann exakt die Friedmann-Gleichung
der allgemeinen Relativitatstheorie. Beriicksichtigt man die geleistete Arbeit durch den Druck
des expandierenden Universums, so folgen die zwei Einstein-Gleichungen, die die Expansion
des Universums beschreiben. Ergdnzt wird dieses Gleichungssystem durch die Einbeziehung
von Strahlungsdruck und Vakuumdruck. Wie wir sehen werden, kénnen wir damit die grund-
legende zeitliche Entwicklung des Universums nachvollziehen.

8.1 Die Friedmann-Gleichung

Zwei Gleichungen der Kosmologie bestimmen die Expansion des Universums. Beide lassen
sich als Energiegleichungen verstehen. Die eine besagt, dass fiir die Bewegung einer Galaxie
im Universum die Summe aus kinetischer und potentieller Energie konstant ist. Die andere
beschreibt die geleistete Arbeit, die durch den Druck im expandierenden Universum entsteht.
Die Expansion des Universums wird beobachtet als Bewegung von Galaxien zueinander. Das
Universum verhilt sich wie ein expandierendes Gas von Massenpunkten, wobei die einzelnen
Galaxien den Massenpunkten entsprechen: eine einzelne Galaxie expandiert nicht. Hubble
hat herausgefunden, dass die Geschwindigkeiten der sich von uns fortbewegenden Galaxien
proportional ist zum Abstand R von uns:

dR
— =HR 8.1
= HR, (5.1)

wobei H als Hubble-Parameter bezeichnet wird.

Die Giiltigkeit des Hubble-Gesetzes (8.1) ist in einem sphérisch isotropen homogenen Univer-
sum zu erwarten. Wir nehmen an, dass es genauso gilt fiir Beobachter an jedem anderen Ort
des Universums. Wir nehmen weiter an, dass das Universum in der Tat homogen ist, iiberall
gleich zu jeder Zeit. Gegenwirtig kann diese Homogenitat natiirlich nur fiir Langenskalen
gelten, die groBer als Galaxienhaufen sind.
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8 Kosmologie fast ohne Allgemeine Relativitédtstheorie

Die Gravitationskraft zwischen einzelnen Galaxien wirkt gegen die Expansion. Die Gravitati-
onskraft auf eine Galaxie mit der Masse m im Abstand R durch die ausgedehnte Masse

4
M = gngp (8.2)

des homogenen (p = const) Universums innerhalb der Kugel mit dem Radius R ist genauso
groB als wenn diese gesamte Masse im Zentrum der Kugel konzentriert wére (siehe Vorlesung
Elektrodynamik (3.26)). Es existiert keine Gravitationskraft von Kugelschalen des homogenen
Universums auBerhalb der Kugelschale mit dem Radius R. Die Summe aus kinetischer und
gravitativer potentieller Energie fiir die Bewegung der Galaxie mit der Masse m ist dann

1 (dR\?> GMm
2m< ) —T_E, (8.3)

dt

wobei G die Gravitationskonstante bezeichnet und die Konstante E positiv, negativ oder
gleich Null sein kann. Mit dem Hubble-Gesetz (8.1) und Gleichung (8.2) folgt

% = H0° - ngp . (8.4)
Zu einer gegebenen Zeit unseres homogenen Universums sind H und p konstant im gesamten
Raum des Universums. Deshalb muss auch die linke Seite dieser Gleichung 2E/mR? fiir alle
Galaxien gleich sein.
Ist die Konstante E verschieden von Null, kénnen wir die Einheiten und einen Zeitpunkt t;
so wahlen, dass

28| _
mR2 (tl) -
ist. Gleichung (8.4) schreibt sich dann als
dR)? 2
I 8 kR* (t1
(o %Q) — 3G = —Rg ) , (8.5)

wobei k = —2E/(mR?(t1)) gleich 1,0 oder —1 ist, je nachdem ob E negativ, gleich Null oder
positiv ist. R%(¢1) entspricht gerade dem Betrag von 2|E|/m und bleibt konstant, wihrend
sich R, dR/dt, H und p mit der Zeit dndern diirfen.

Aus der speziellen Relativititstheorie (Kap. 7) kennen wir den Zusammenhang E = mc?.
Masse und Energie sind dquivalent. Wir benutzen speziell ein Einheitensystem, in dem die
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 ist. p bezeichnet dann die Energiedichte des Universums. Mit p
als Energiedichte wird Gleichung (8.5) identisch zur Friedmann-Gleichung der allgemeinen
Relativitatstheorie, wobei die Werte von k = —1,0, 1 anzeigen, ob die Kriimmung des Raums
positiv, Null oder negativ ist.

8.2 Die Einstein-Gleichungen
Die Friedmann-Gleichung (8.5) ist eine der beiden Einstein-Gleichungen der allgemeinen

Relativitatstheorie fiir das homogene Universum. Die zweite Gleichung folgt aus der Uber-
legung, dass bei der infinitesimalen Anderung dV eines Volumenelements V' im Universum
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der Druck p im Volumenelement die Arbeit pdV leistet, die die Energie im Volumenelement
so vermindert, dass fiir eine Kugel mit dem Radius R

4 4
d <p37TR3> = —pd (37TR3>

ist. Es folgt
d (pR3) dR3
dt = _pﬁ ) (8.6)
dp dR
oder RE +3(p+p) il 0. (8.7)

Wir schreiben die Friedmann-Gleichung (8.5) als

d 2
(;) = gﬂGpR2 — kR*(t1) . (8.8)

Wir berechnen die zeitliche Ableitung dieser Beziehung:

d (dR\? dRd®R 8 dR dp
2= - 97 _Z QR 2P
dt(dt> dt d2 3”G[Rdtp+R dt]’
dR d®R 4 dR  _dp
d. h. —— = = 2~ i
dt di? 37TGR[ dtp+RdJ

Auf der rechten Seite benutzen wir Gleichung (8.7) fiir Rdp/dt mit dem Ergebnis

dR d®R 4 dR
= gmGR—-[20=3(p+p)] ,

dt dt? dt
d? 4
so dass W? = —§7TG (p+3p)R. (8.9)

Die beiden Gleichungen (8.8) und (8.9) werden als FEinstein-Gleichungen der Kosmologie
bezeichnet.

8.3 Dichte und Druck des Universums

Der Druck des Universums wird durch die Energiedichte der Bestandteile des Universums
bestimmt. Die Energiedichte kommt durch Materie, Strahlung oder das Vakuum zustande.
Jede dieser Komponenten ergibt einen anderen Druck.

Die Energiedichte der Materie erzeugt keinen Druck, der die Expansion des Universums
beeinflusst. In unserer Ndherung stoBen Galaxien nicht zusammen und erzeugen daher keinen
thermischen Druck, wie etwa Molekiile in einem Gas. Zwischen der Energiedichte und dem
Druck elektromagnetischer Strahlung besteht der Zusammenhang

1
Py =50 (8.10)
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Fiir jede einzelne Komponente des Universums gilt die Druckgleichung (8.6):

d (piR?) dR?
S 8.11
dt Pt (8.11)
wobei ¢ fiir m (Materie), v (Strahlung) oder v (Vakuum) steht.
8.3.1 Materie
Fiir Materie ist p,, = 0, so dass
4 ()
= 12
" 0, (312)
so dass pm(t) o< R73(t). (8.13)

Die Energie in einer Materiekugel dndert sich bei Expansion nicht; die Energiedichte wird
gemiaB Gleichung (8.13) verdiinnt.

8.3.2 Strahlung
Fiir Strahlung folgt aus den Gleichungen (8.10) und (8.11) fiir

d (pyR*) 4dR  _d(pyR?) 5dR dR?
L = p RP— 4+ R = p R — Rp,——
dt P T Prtay T g
4dR 1 dR
R3— — ZRp,3R>— = 0
Pritgy T 3T T ’
so dass py(t) o< R7At). (8.14)

Der Vergleich der zeitlichen Entwicklung von Materie (Gleichung (8.13)) und Strahlung
(Gleichung (8.14)) zeigt, dass zu friiheren Zeiten das Universum strahlungsdominiert war.

8.3.3 Vakuum

Die Energiedichte des Vakuums &ndert sich nicht:

dpy
dt

Diese Beziehung werden wir im Abschnitt 8.4 mit der Lorentz-Invarianz begriinden. GemaR
Gleichung (8.11) folgt dann

=0. (8.15)

d (psR?) dR3 dR3
M — —_— = — _— .1
dt Pu dt DPov dr (8 6)
oder P = —Dy- (8.17)

Das Vakuum besitzt also einen negativen Druck! Damit haben die Energie und der Druck des
Vakuums den gleichen Effekt wie Einsteins kosmologische Konstante A in den Gleichungen
der allgemeinen Relativitdtstheorie. In der kosmologischen Literatur wird daher A oft zur
Kennzeichnung von Vakuumenergie und Vakuumdruck benutzt.
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8.4 Vakuumdruck

8.3.4 Quintessenz

Nehmen wir an, dass im Universum eine Komponente existiert mit der Druck-Energie-
Beziehung

Pw = WPy , (818)
wobei w konstant ist. Mit Gleichung (8.11) erhalten wir dann fiir

Ll d(ult) | gdR
dt di Pott =0
o AR? dR
_ szwi 3 wR3w+27 —
P a o dt
o odR oo dR
—wWp3R3 T2 4 Bwp, R3T2 = 0 8.19
wp o T 3wp n , (8.19)
so dass pw(t) o RT373(¢) . (8.20)

Die friiheren Gleichungen (8.12), (8.13) und (8.14) ergeben sich gerade als Spezialfille der
Gleichung (8.20) fiir die Werte w = 0, w = 1/3 und w = —1. Eine Vielzahl von Hypo-
thesen iiber die Bestandteile des Universums existieren unter dem Namen von Quintessenz-
Modellen, bei denen man das Druck-Energie-Verhaltnis w frei wahlt, insbesondere kleiner
als —1/3 wahlt und auch als zeitabhangig untersucht.

8.4 Vakuumdruck

Die Energiedichte ist die Zeit-Zeit-Komponente Ty des relativistischen Energie-Impuls-Tensors
T)v. In einem homogenen gleichformig expandierenden Universum verschwinden fiir einen
Beobachter, der das Universum in Ruhe beobachtet, alle nichtdiagonalen Tensorelemente
T, = 0 fiir pp # v, und es gilt

o O O

Ty = (8.21)

O O oD
ooy O
o3 o o

p

Eine Lorentz-Transformation auf ein anderes Inertialsystem, das sich mit der Geschwindigkeit
—v in z-Richtung bewegt, ergibt gemaB Gleichung (7.45)

T, = AMNANTw, (8.22)
= 0 0 Nie=r:
mit (c=1) A (8.23)
137;2 00 11—1)2
Wir erhalten dann
r p+uPp / / ;o pHuip

(8.24)
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8 Kosmologie fast ohne Allgemeine Relativitédtstheorie

Die Forderung nach der Lorentz-Invarianz des Vakuums

Tw=T,,
liefert dann sofort
p=-p (8.25)

als Zustandsgleichung fiir das Vakuum.

8.5 Zeitliche Entwicklung des Universums

Wihrend der zeitlichen Entwicklung des Universums dndert sich die Energiedichte der Strah-
lung (8.14) schneller als die von Materie (8.13), wobei die Energiedichte des Vakuums (8.15)
konstant bleibt. Zu friiheren Zeiten muss daher die Strahlungsenergiedichte dominierend ge-
wesen sein. Zu spaten Zeiten muss die Vakuumenergiedichte dominieren. In einem gewissen
mittleren Zeitabschnitt ist die Energiedichte durch Materie dominant.

Aufgrund dieser unterschiedlichen zeitlichen Abhangigkeiten der Energiedichten von Strah-
lung, Materie und Vakuum ist die zeitliche Entwicklung des Universums unterschiedlich zu
verschiedenen Zeiten. Wir illustrieren dies anhand der Friedmann-Gleichung (8.8) fiir ver-
schwindende (k = 0) oder vernachlassigbare Werte des Parameters k.

dR\?
<dt> x pR? . (8.26)

Es gilt dann

Wir betrachten alle Konstituenten des Universums einzeln.

8.5.1 Strahlung

Fiir Strahlung erhalten wir mit Gleichung (8.14)

dR 1
- — 8.27
i = R’ (8.27)
oder R « /%, (8.28)
8.5.2 Materie
Fiir Materie erhalten wir mit Gleichung (8.13)
dR 1
oder R « t*/3. (8.30)
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8.5 Zeitliche Entwicklung des Universums

8.5.3 Vakuum

Fiir das Vakuum erhalten wir mit Gleichung (8.15)

dR

— R 8.31

R (8.31)
oder R o« €M, (8.32)

mit der Konstanten h = (dR/dt)/R. Die exponentielle Expansion durch das Vakuum wird
als Inflation bezeichnet.

8.5.4 Quintessenz mit w = const.

Fiir die Quintessenz mit konstantem w, w # —1 erhalten wir mit Gleichung (8.20)

d v
d—}: x R, (8.33)

oder R o t% . (8.34)

8.5.5 Materie und Vakuum

Fiir Materie und Vakuum erhalten wir mit den Gleichungen (8.13) und (8.15) geschrieben
als

A
Pv = Pv0 = G
(als Definition von A) und
Rj

und aus (8.5) (mit £ = 0) die Differentialgleichung

3 3R3

1dR\* A  87GpoR}
R dt '

Durch Einsetzen zeigt man, dass die Losung durch

R(t) = ¢; sinh?/? [\/ 3A;] o sinh?/3 [ 677Gpvt] . (8.35)

gegeben ist, wobei

5 8tGpoRy  poR}

] = = .
A Pv0
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8.6 Kritische Dichte

Fiir £ = 0 ergibt die Friedmann-Gleichung (8.5)

3H?
e = —— 8.36
pe= g7 (8.36)
was als kritische Dichte bezeichnet wird. Wir setzen

p _ 8nGp

= o T B (8.37)
Wir schreiben die Friedmann-Gleichung (8.5) in der Form
R? (t1)
H*Q-1)=k Rr (8.38)
Wir erkennen, dass fiir Kk = 0 Q = 1 ist. Wenn £ = —1 muss 2 < 1 sein, wahrend fiir
k=18 > 1ist. Weil H?R?> > 0 entspricht £k = 1 oder Q > 1 einem geschlossenen
Universum, £ = 0 oder Q2 = 1 einem flachen Universum und kK = —1 oder €2 < 1 einem
offenen Universum.
Neben dem Gesamt-Omega-Parameter (8.37) definieren wir noch
Q=20 q,=2a, q =20, (8.39)
P P p
Die Friedmann-Gleichung (8.5) lasst sich auch schreiben als
3H?2
— pe P‘(?c) 3kR (t

p p ~ 81GpR?
Die linke Seite dieser Gleichung stellt den Anteil der Energiedichte dar, der von der kritischen
Dichte abweicht. Aus Beobachtungen wissen wir, dass zur heutigen Zeit dieser Anteil sehr
klein ist. Die rechte Seite von Gleichung (8.40) zeigt an, wie sich dieser Anteil als Funktion
von R mit der Expansion des Universums entwickelt hat. Benutzen wir speziell Gleichung
(8.14), so sehen wir, dass im friihen Universum, als Strahlung die Energiedichte bestimmt
hat, der Anteil (8.40) proportional zu < R? angewachsen ist. Da der Anteil jetzt klein ist,
muss er im friihen Universum sehr klein gewesen sein. Dies verlangt nach einer Erklarung.
Man glaubt, dass es im sehr jungen Universum eine inflationdre Phase gegeben hat, in
der die Energiedichte hauptsichlich durch Vakuumenergie bestimmt war (siehe Kap. 8.5.3).
Da die Vakuumenergiedichte konstant war, fiel der Anteil (8.40) gemaB Gleichung (8.31)
proportional zu oc R~? = exp(—2ht) auf sehr kleine Werte.

8.7 Zukiinftige Beschleunigung des Universums

Fiir das Verhalten des gegenwaértigen und zukiinftigen Universums betrachten wir nur Materie
und Vakuum und vernachldssigen den Einfluss der Strahlung, die im friihen Universum wichtig
war. Fiir die Einstein-Gleichung (8.9) erhalten wir dann mit p,,, = 0 und p, = —p,

d’R 4
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8.7 Zukiinftige Beschleunigung des Universums

Die Beschleunigung ist positiv, Null oder negativ, je nachdem, ob 2p, groBer, gleich, oder
kleiner als py, ist. Mit den Omega-Parametern (8.39) gilt fiir Gleichung (8.41)
2
% _ —%ﬂ'Gpc (O — 200) R . (8.42)
Wir beginnen mit dem vakuumfreien Fall €2, = 0. Die Expansion stoppt, falls Q,, > 1,
weil damit das Gesamt-Omega 2 > 1 ist und gemiB Gleichung (8.38) dann k = 1 positiv
ist. GemaB Gleichung (8.3) ist die Konstante E dann negativ, und die potentielle Energie
dominiert die kinetische Energie.
Als n3chstes betrachten wir den Fall 2, # 0. Allgemein hort die Expansion des Universums
irgendwann einmal auf, falls d?R/dt? negativ ist und negativ bleibt, bis dR/dt = 0 wird.
Wir bezeichnen mit f,, und R die Werte, fiir die d2R/dt?> = dR/dt = 0 gilt, und mit p,,
und R die heutigen Werte. Man beachte, dass p, = p, konstant und immer gleich ist. Nach
Gleichung (8.41) gilt dann
Pm —2py =0, (8'43)

wahrend Gleichung (8.8) fiir ein geschlossenes (k = 1) Universum auf
gwc (5 + po) B2 = kR2 (1) = B2 (11) (8.44)
fihrt. Gleichung (8.12) impliziert
pmR® = pmR® . (8.45)
Das Einsetzen der Gleichungen (8.43) und (8.45) in Gleichung (8.44) ergibt

2/3 2
Pm _R (t1)
81 G py <20v> =—F (8.46)
Die Friedmann-Gleichung (8.5) fiir kK = 1 lautet
R*(t1) 8 2
= gﬂ'Gp —H”. (8.47)

Das Gleichsetzen der Gleichungen (8.46) und (8.47) fiihrt nach Division durch H? mit den
Omega-Parametern (8.39) und Q. = 0 auf

3
1= Qpn—Qy + %Q}/mg{?’ =0. (8.48)
Zur Losung dieser Gleichung setzen wir
1 Q, \ /3
=1—-—— = . 8.49
v Q, Y (4Qm> (8.49)
Damit schreibt sich Gleichung (8.48) als
43 —3y4+z = 0, (8.50)
3 T
d 3_2, 42 —
oder Y 4y + 1
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8 Kosmologie fast ohne Allgemeine Relativitédtstheorie

Die Zahl der reellen Losungen hingt ab vom Wert der Diskriminante

T\ 2 1\* 22-1 1
b= (§> a (4) 64 6402, 1= 20m] -
Fir D > 0 oder Q,,, < 1/2 erhalten wir als einzige reelle Lésung
1 1/3 1/3
w - 1 [(m_x> ~ (VP —1+2) ]
und damit Qi = 40,13
1/3
- 1—Qm+g§2§i{3 (\/1—29m+1—9m)
1/3
—393{3 (Vi—20, -1+ Qm> e

Fir D = 0 oder Q,,, = 1/2 ist x = —1, und Gleichung (8.50) reduziert sich auf

1 2
4 =3y —1=4(y—1) <y+2> =0,

mit den Lésungen y; = 1 und y, = —1/2, so dass

1
Qv1:27 Qv2:_1-

Fiir D < 0 oder §,, > 1/2 erhalten wir die drei reellen Lésungen

Y1 = COS é arccos x] ,
B [1 T
Yo = COS 3 arccos r + 3] )
[1 0
Y3 = cos § arccos x — 3] ,
3 (1
oder Q.1 = 49, cos 3 arccos x]

[1
Qo = 49, cos® 3 arccos x + ;j ,

Qs = 49, cos? éarccos:z — g} )

(8.51)

(8.52)

(8.53)

(8.54)
(8.55)
(8.56)
(8.57)
(8.58)

(8.59)

8.8 Rotverschiebung, Lichtlaufzeit und Alter des Universums

Licht, das von einer entfernten Galaxie bei der Wellenldnge A\ emittiert wird, wird von einem

Beobachter hier bei der Wellenldnge \g beobachtet, wobei

Ao = A(1+ 2)
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8.8 Rotverschiebung, Lichtlaufzeit und Alter des Universums

und z der Rotverschiebungsparameter ist. Mit der Expansion des Universums vergréBern sich
die Wellenldngen proportional zum Abstand R. Mit dem gegenwartigen Wert R definieren
wir

= — 8.61
r RO ? ( )
so dass zum Zeitpunkt der Lichtemission
1
= ) .62
r=7q e (8.62)

Es bietet sich an, die Abstande als Funktion von 7 zu schreiben und die Zeit ¢t = 7/Hj in
Einheiten der gegenwartigen Hubble-Zeit H(;l mit Hy = H(Rp) zu messen. Die Gleichungen
(8.13) und (8.14) fiihren dann auf

Ro\®  pmo Ro\* P~0
Pm = PmoO (R) = 30 Py = P~0 f = A (8-63)

wobei pp0 = pm(Ro) und p,o0 = py(Rp) die heutige Materiedichte und Strahlungsdichte
sind und p, = pyo = const.
Fiir die Einstein-Gleichung (8.9) erhalten wir dann

d?r Qo Qo

T _ 0 IO g o 64
dr? r3 2r2 + 2 koot (8.64)
Fiir das heutige Hubble-Gesetz gilt nach Gleichung (8.1)
dR
— = HyR
dt oLy,
d
oder i (8.65)
dr
bei = 1. Nach Multiplikation der Einstein-Gleichung (8.64) mit dr/dr folgt
drd’r _1d (dr\' [ Qo Qo Tdr
drdr?2 — 2dr \dr) r3 2r2 WO dr
dr\® Qo O
mit dem Integral (T) = o+ [go 0y Qvorﬂ (8.66)
dt r r

und der Integrationskonstanten co. Fiir » = 1 erhalten wir aus dieser Gleichung mit Gleichung
(8.65)
ngl—Qvo—Qmo—Qvozl—Qo.

Fiir Gleichung (8.66) ergibt sich dann

dr\? 0 Q,,
0 Qn
= 1-Qp+ [TVQO + TO + Qv0T2:| : (8.67)
d Q 0, 1/2
oder —d: = [1 - Qo+ 720 +== LU QvorQ] ) (8.68)
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8 Kosmologie fast ohne Allgemeine Relativitédtstheorie

mit der Losung fiir die Lichtlaufzeit vom Ort 7 zu uns

dx

t(r) = Hy'r(r) = Hy" /rl [ (8.69)

17
1- Q0+ B+ o 4 0,002

Fiir r = 0O ergibt sich das Alter des Universums zu

1
t(O):Hol/
0 _ Qv0 | Qmo 2
1—Q0+ o T + Quoz

dzr

: (8.70)
}1/2

8.8.1 Strahlungsdominiertes Universum (Q,0 = Q,,0 = 0)

Besteht die Energiedichte des Universums nur aus Strahlung (2,0 = Q0 = 0), so folgt fiir
die Lichtlaufzeit (8.69)

(r) /ld x 1
T(r) = T =
Y (e

[1 — 20+ (- Q02| (8.71)

und fiir das Alter des Universums (8.70)

1= 1

7(0) = = .
() 1_Q’YU 1—1—9,1}/{)2

(8.72)

8.8.2 Materiedominiertes Universum (2,0 = 2,y = 0)

Besteht die Energiedichte des Universums nur aus Materie (2,0 = Q2,9 = 0), so folgt fiir die
Lichtlaufzeit (8.69)

1
x
7(r, Qmo) = dx .
( 0) /7" \/Qmom + (1 — Qmo) 562

Fir Q,,0 = 1 erhalten wir

2 3/2
™ Qo =1) = (1 r ) : (8.73)
so dass das Alter durch
2
7(0,Qm0 =1) = 3 (8.74)

gegeben ist. Fiir nahe Objekte 7 = 1/(1 + 2z) mit z < 1 folgt aus Gleichung (8.73)

)
T((1+Z)_1,Qm0:1,2<<1)22—122. (8.75)
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Fir Q0 < 1 gilt

1-— \/Qm()?“-i- (1 — Qmo)T2

T(r,Qmo < 1) = -
QmO
21— Qo)™

2v1 = Qo+ 2 — Qo

x In
2\/(1 — QmO) [Qmo’l“ + (1 — Qm(]) 7"2] + 2 (1 — QmO) 7+ Qo
(8.76)
und fiir das Alter
1 Qo 24/1 — Qo + 2 — Qo
7(0,Qno < 1) = — In . .77
( 0 ) 1— QmO 9 [1 _ Qm0]3/2 QmO ( )

Fir Q0 > 1 gilt

\/Qm()T’—i- (1 — Qmo)T‘Q -1
Qo — 1
QmO

2 [Qo — 1]°/2

T(r,Qmo >1) =

_l’_

2—Q.,
X [arcsin Qo — 2 (o — 1) Q0 — arcsin (270 (8.78)
m0

und fiir das Alter

QmO
— arcsin

70.Qpp>1) =m0 |T
( 0 ) 2[Qm0_1]3/2 |:2 QmO

2= Qm”] S (8.79)

Qo — 17
8.8.3 Vakuumdominiertes Universum (2,0 = Q.o = 0)

Besteht die Energiedichte des Universums nur aus Vakuum (Q,,0 = Q49 = 0), so folgt fiir
die Lichtlaufzeit (8.69)

1 1/2 Q1/2
T(r) = —75 [arsinh —0_— — arsinh —0—r (8.80)
v(/) 1 - Qv(/) 1 - Qvé
und fiir das Alter
(0) ! arsinh 9%2 (8.81)
T = Tijg s T g :
Qv(/J L - QU(/)
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A Anhang

A.1 Mathematischer Anhang

A.1.1 Naherungsformeln

Taylor-Entwicklung um den Punkt xg:

Fiir Werte © < 1 gelten folgende Naherungen aus der Taylor-Entwicklung:

sinx ~ x, cosx~1, tanz~cx
1
vVitzr ~ 1:|:§x
1
~ l+=x
1Fz
und allgemein (1+2)* =~ 1+4az.

A.1.2 Eulersche Formeln und Umkehrung

e = cosr-+isinx cosx = (ew + e_”c)

e ™ = cosx—isinz sinz =

g?‘r—xl\D\H

(ezx - e—zx) )

A.1.3 Darstellung des ﬁ-Operators in verschiedenen Koordinatensystemen

1) kartesisch: vV = _’18893 + 5’2(% + & E?az
= 1
[I) zylindrisch: V = 5p§ + é’d);ﬁ + é’zaaz
N - 0 10  _ 1 0
[11) sphérisch: vV = €TE+€9;%+%W87¢ .
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A Anhang

A.1.4 Rechenregeln fiir den V-Operator (vgl. auch 1.10)
| Summenregeln

V(f+g) = Vf+Vyg

§-<6+E) = V-@a+V-b
6x(a+z§) = Vxd+Vxh.
Il Produktregeln
V(f9) = [Vg+gVf
V(a-b) = ax(Vxb)+bx (Vxa)+(a-9)b+(b-)
V. (f@) = f(ﬁ-a +a W)
6-(@&

Q
~

SH
N——
1
SH
VN
!
X
oy
|
oy
—~
I
X
SH
N———

Vx(fa) = (v
ﬁx(&xg) = (5-

Il Quotientenregeln

o <f> _ 9Vf— 1Yy

g 9°
L@\ g(ﬁ-&’)—c‘i'(Vg)
v <9) - g2

9

€x<6> g(ﬁx&)%—&'x(Vg)'

IV Kombination vektorieller Differentialoperatoren
div grad f = V’f=Af
rot grad f = 0
divrota = 0
rot (rot @) = grad (div @) — Ad
div <6><5> = b-(rot a’)—ﬁ-(rot 5) .

V Fiir eine Funktion f, die nur vom Betrag r = |Z| eines Vektors & abhangt, gilt

o or PN 7
S f0) = ) = )
und ﬁf(r) = f’(r)% .
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