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Vorwort

Dieses Skript basiert auf der Vorlesung ,Statistische Physik” aus dem Sommerseme-
ster 2011, dem Wintersemester 2011/12 und dem Sommersemester 2014 an der Ruhr-
Universitidt Bochum, gehalten von Prof. Dr. Reinhard Schlickeiser. Die vorliegende IXTEX-
Version wurde von Robert Temme und Martin Wienemann erstellt und 2014 von R.
Schlickeiser korrigiert.

Motivation

Die Zahl N der elementaren Teilchen in einem sog. makroskopischen System ist so gross,

(N = lp = 6 - 10?2 [Protonenmasse my = 1,6 10‘24g] fiir 1 Mol eines Gases bestehend

m
aus Wasserstoff), dass eine exakte mikroskopische Beschreibung der Bewegung eines je-
den Teilchens weder machbar noch sinnvoll ist. Relevant sind nur wenige makroskopische
Grossen. Die Behandlung von makroskopischen Systemen erfolgt daher statistisch, auf
der Grundlage von Annahmen tiber die Wahrscheinlichkeit verschiedener Teilchenbah-

nen und Zustande.

Die experimentelle Erfahrung zeigt: 1) ein makroskopisches System relaxiert i.a.
schnell zu stationdrem Zustand =! thermisches Gleichgewicht 2) die Eigenschaften des
makroskopischen Systems hidngen meist weniger von den Eigenschaften jedes einzelnen
Teilchens, sondern vielmehr von den Eigenschaften der Gesamtheit dieser Teilchen ab.

<

Die theoretische Analyse wird unterteilt in Thermodynamik und statistische Physik mit
unterschiedlichen Aufgaben:




A) Aufgabe der Thermodynamik (TD)

phanomenologische Theorie der Gleichgewichtszustinde und der Uberginge zwischen
ihnen. Diese phdanomenologische Theorie bezieht ihre Begriffe direkt aus Experimenten
wie z.B. Temperatur und Warme. Diese Grossen findet man nicht in der Klassischen
Mechanik und Quantenmechanik.

B) Aufgabe der statistischen Physik

1. Herleitung der thermodynamischen Eigenschaften eines makroskopischen Systems
aus der mikroskopischen Struktur unter Verwendung statistischer Methoden (Hau-
figkeitsverteilungen, Mittelwerte, Wahrscheinlichkeiten)

2. Begriindung von Grossen wie Temperatur und Warme, die in der Thermodynamik
verwandt werden, und die direkt mit der grossen Teilchenzahl korreliert sind.

TD ist élteres Gebiet: entwickelt beim Bau von Warmekraft- und Dampfmaschinen wéh-
rend der Industrialisierung im 19. Jahrhundert

Hauptidee: makroskopischer Zustand durch viele makroskopische Zustédnde realisiert.

= makroskopische Variable = Mittelung {iber Ensemble aller zugelassenen Realisierun-
gen.

1. 3.

,—/\ N

- 1 e

A = — A; 0.1
" Zf ; 0.1)
——

1. makroskop. Grosse
2. Zahl der mikroskopischen Realisierungen (Elemente des Ensembles)
3. Grosse fiir makroskop. Zustand i

Vorbemerkung: Das vorliegende Skript kann (und soll) kein Lehrbuch ersetzen. Insbeson-
dere ist es (immer noch) nicht so griindlich Korrektur gelesen wie manches Buch. Daher
sind wir (weiterhin) dankbar fiir jeden Hinweis auf (wahrscheinlich noch existierende)
Fehler!

Bei der Erstellung des Vorlesungsskriptes werde folgende Literatur mitunter haufig be-
nutzt:
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Kapitel 1

Thermodynamik kompakt

1.1 Mathematische Vorbemerkung

Notation: dA = vollstiandiges Differential
0A = nicht-vollstandiges Differential
AA = endliche (nicht infinitesimale) Anderung

Betrachten:

n

6A = Zai dx; 1.1.1)
=1

=a1(x1, ... ,xn) dxg +a(xq, ..., x,) dxo + ...+ a,y(x1, ... ,x,) dxy (1.1.2)

OA ist integrabel (0A = dA), oder vollstindiges Integral, wenn Stammfunktion f(x;)
existiert mit

a; = 3—£ und g—zi = 3_2 (1.1.3)
Dann ist das Integral
2
f dA=A-A (1.1.4)

1

und A = f(xy,...,x,) unabhingig vom Integrationsweg und fiir geschlossene Integrati-

onswege gilt
36 dA=0 (1.1.5)
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1.2 Vereinfachung auf 2 Variablen

dA = P(x,y) dx + Q(x,y) dy (1.2.1)

Frage: wann ist das Wegintegral

C
f (P(xy) dx + Q(x,y) dy) (1.2.2)
B

nur von den Endpunkten B und C abhiéngig? (= vollstandiges Differential).

Die notwendige und hinreichende Bedingung ist, dass

JdA dA
dA = 8_xdx+8_ydy oder
JdA JdA
o5 = Ply) und oy Q(xy)
2 dP(x, dQ(x,
oA _ IP(xy) _ dQM.Y) (12.3)
dxdy dy ox

Oder umgekehrt: wenn (1.2.3) erfiillt ist, ldsst sich eine Stammfunktion finden mit

oA

a; = !
j ‘
8x]

Definition: x; und ¢; = (g—;“l)x N sind konjugierte Variable
2,43

1.2.1 Beispiel

Ist 0f = cosxsiny dx — sinx cos y dy ein totales Differential?
schreibe:

df = A(x,y) dx + B(x,y) dy (1.2.4)
Bedingung (1.2.3) lautet dann

(8A(x,y)) _ (9B(x,y)
x=const.

dy ox

) (1.2.5)
y=const.




1.2 Vereinfachung auf 2 Variablen

hier:
. dA(x,Y)
A(x,y) = cosxsiny = = COSXCOSY (1.2.6)
9y )s-const.
) dB(x,y)
B(x,y) = —sinxcosy = = —COS X COS Y (1.2.7)
ox y=const.
- (‘9_A) . (9_3) (1.2.8)
9 )i—const.  \9%/,_const.

d.h.of ist kein totales Differential.

1.2.2 Rechnen mit Differentialen (Beweise als Ubungsaufga  ben)
Satz 1:
Es seien X,Y,Z Variablen mit der Relation F(X,Y,Z) = 0, d.h. nur zwei Variablen sind

unabhéngig, also z.B. Z = Z(X,Y) und W = W(X)Y).
Dann gilt:

(a) Ableitung der Umkehrfunktion: (g—)y()z =1 1

Y|
=5

),
(b) Kettenregel: (g_l}/(\’)z = (%)Z (%)Z
© (5), (%) (%), =1

@ (%), = (), + (5, (F),
Satz 2:

SeidA = a1 dx1+ay dx; kein totales Differential. Dann gibt es immer einen intergrierenden
Faktor i, sodass df = udA = (uay) dx; + (uaz) dx, totales Differential wird.

u wird festgelegt nach 1.1.3 zu:
d )
( ““1) :( ”“2) (1.2.9)
x> " ox1 xz

Die Wahl von p ist nicht eindeutig.
(Als Ubungsaufgabe: Bestimmen Sie fiir die nichttotalen Differentiale von Beispiel (1.2.1)
die integrierenden Faktoren.)
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1.3 Begriffe und Definitionen

TD System: makroskopisch viele Freiheitsgrade (Avogadro-Zahl N4 = 6,023 - 10%)
TD Limes: Teilchenzahl N — oo, Volumen V' — oo mit Dichte n = % = const.
TD Zustand: charakterisiert durch wenige Zustandsgrifien

Beispiele:

» Gas-Fliissigkeit: Druck p, Volumen V, Temperatur T, Teilchenzahl N, Entropie
S, innere Energie U.

» Magnet: Magnetfeld H, magnetisches Moment 71, Magnetisierung M(P), Tem-
peratur T.

2 Arten von Zustandsgrofien:

» extenxiv (mengenartig): diese sind mengenproportional, verhalten sich also ad-
ditiv bei der Zusammenfiihrung von Systemen, z.B. V, 11, Masse M, innere
Energie U

» intensiv: diese sind mengenunabhiingig, z.B. T, P, M,n= N

TD Gleichgewicht: stabiler, zeitunabhdngiger Zustand, in dem sich der Wert der Zu-
standsgrofien nicht mehr dndert. Dann erfiillen die Zustandsgrofsen eine Zustands-
gleichung.

Beispiele:

» ideales Gas:
pV = NkgT (1.3.1)

kg =1,38 - 10‘23% =1,38- 10‘168% Boltzmann-Konstante oder

pV =nRT (1.3.2)

mit NﬂA und Gaskonstante R = N kg = 83%}« =8,3-107 meor,.K
» van-der-Waals-Gas:

)
p+ — |(V —nb) = nRT (1.3.3)




1.3 Begriffe und Definitionen

Ubernehmen einen Teil der Observablen aus der Mechanik (p,V,n) und der Elektrodyna-
mik (H, M). Andere wie Temperatur und Warme miissen neu eingefiihrt werden.

1.3.1 Wichtigstes Beispiel: Ideales Gas

Gas aus N Molekiilen, das zwei idealisierende Annahmen erfiillt:

(1) keine Eigenvolumina der Molekiile (Massenpunkte)

(2) keine Wechselwirkung der Teilchen untereinander (diese Annahme ist in einem
realen Gas nur bei unendlicher Verdiinnung erfiillt)

Dieses Gas aus N Teilchen sei in einem Volumen V eingeschlossen und befinde sich in
einem thermischen Kontakt mit einem Warmebad einer bestimmten Temperatur.

Nach dem 0. Hauptsatz nimmt das Gas im Gleichgewicht an allen Orten innerhalb des
Volumens dieselbe Temperatur an.

Differentiale:

» Differentiale von Zustandsgrofien sind vollstindig, z.B. gilt fiir die innere Ener-
gie U(S,V,N) mit Entropie S:

ou ou ou
dUu = (E)V,N ds + (W oN dV + (W)S,V dN (134.)
—— —— —
T -P
| o (au) ' [ ) (au) l
mit | =— (== =|l=|== (1.3.5)
[BV ds Nl dS\dV sNlvn

= innere Energie U hangt nur von S, V, N ab, nicht vom Weg, auf dem dieser
Zustand erreicht wurde © § dUu=0

TD Zustandsénderung: durch Anderung der dufleren Bedingungen:
» reversibel: (umkehrbar in der Zeit)
» irreversibel: (nicht umkehrbar in der Zeit)

» isotherm: Temperatur T = const.
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» isochor: Volumen V = const.
» isobar: Druck p = const.

» adiabatisch: kein Austausch von Warme

Wiirmeinhalt Q eines TD Systems:

6Q = CdT (1.3.6)

C: Warmekapazitat Achtung: Q ist keine ZustandsgrofSe, Differential ist nicht voll-
standig, i.a. 9§6Q #0

TD Arbeit W gegen &dufsere Kréfte oder Felder, z.B. mechanische Arbeit 6W = pdV
(auch ,, Volumenarbeit”) zur Erklarung:

zyl. Gefdfs vom Querschnitt F enthalt

Gas mit Druck p, Gefafs nach oben

‘ durch reibungslos laufenden Kolben K
begrenzt, auf dem Gewicht der Masse
M sitzt. Gleichgewicht liegt vor, wenn
Gasdruck das Gewicht in Schwebe halt
pF = Mg.

Infinitesimale Verschiebung des Gewichts nach oben erhoht dessen potentiel-

le Energie um dE,; = Mg dx = pF dx = p dV. Die vom Gas geleistete Arbeit ist

also OW = —p dV.

Bei infinitesimaler Verschiebung nach unten erniedrigt sich die potentielle Energie

und fiihrt zur dem Gas zugefiihrten Arbeit 6W = +p dV.

magnetische Arbeit: W = M - dB mit Magnetisierung M

elektrische Arbeit: W = 7 dE mit Polarisation P

Achtung, W ist i.a. keine Zustandsgrofle, d.h. i.a. § dW £0




1.4 Die Hauptséatze der Thermodynamik

1.4 Die Hauptsétze der Thermodynamik

1.4.1 Konzept der Temperatur (0. Hauptsatz)

Der Temperaturbegriff (warm und kalt) ist uns vertraut, aber unterliegt der subjektiven
Empfindung (was warm und kalt ist). Es ist nicht selbstverstandlich, dass die Temperatur
auch als physikalische Messgrofie aufgefasst werden kann. Wir postulieren die Existenz
der Temperatur durch den 0. Hauptsatz:

1. Jedes makroskopische System besitzt eine Temperatur T. Sie ist eine intensive Zu-
standsgrofie, die in einem sich selbst {iberlassenen, isolierten System tiberall den
gleichen Wert annimmt, d.h. einem homogenen Gleichgewichtswert zustrebt. Zwei
Systeme im TD-Gleichgewicht haben die gleiche Temperatur.

2. T ist durch eine Zahl gekennzeichnet (skalare Messgrofle).

3. Von zwei sich in ihrem Gleichgewicht befindlichen Systemen A und B kann stets
gesagt werden: T4 > Tp oder Tg > T4 oder T4 = Tp (Anordnungsaxiom).

4. A, B, C seien TD-Systeme. Dann folgt aus T4 > Tg und Tp > T¢ stets T4 > T¢
(Transitivitat).

5. Systeme A und B seien in thermischem Kontakt, das Gesamtsystem AuB isoliert,
dann gilt im Gleichgewicht T4 = Tp = Tayg.

6. Sei fiir zwei zundchst getrennte Systeme Tf:) < ng), dann gilt nach Herstellung des

thermischen Kontakts im Gleichgewicht Tff) < Taug < Tg,”).

Zur vollstaindigen Messung benutzt man die Auswirkung der Temperatur auf andere
Observable. Jede physikalische Eigenschaft, die sich monoton und eindeutig mit T éndert,
kann zur Konstruktion eines Thermometers verwendet werden, z.B.:

Quecksilberthermometer (Volumendnderung)
Gasthermometer (Druckdnderung)

Widerstandsthermometer (elektr. Widerstand)
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Jede Temperaturmessung benutzt entscheidend Eigenschaft (6) des thermischen Gleich-
gewichts. Jedes Thermometer misst eigentlich seine eigene Temperatur, die erst im
thermischen Gleichgewicht mit der des zu untersuchenden Systems tibereinstimmt. Bei
unterschiedlichen Ausgangstemperaturen tritt wegen (5) stets eine gewisse Verfdlschung
der Systemtemperatur ein.

Im Gas herrscht ein homogener Druck p. Bei einer Anderung des Volumens V dndert
sich auch der Druck p. Experimentelle Beobachtungen zeigen:

Bei hinreichender Verdiinnung p = & — 0 verhalten sich alle Gase gleich und befolgen
das Boyle-Mariottsche Gesetz

PV _ K = const (1.4.1)
N— = const. 4.

Man kann (1.4.1) auch als Definitonsgleichung fiir das ideale Gas auffassen.

Die Konstante K nimmt fiir Warmeb&der unterschiedlicher Temperatur verschiedene
Werte an. Sie wird deshalb verwendet, um fiir die Temperatur eine Messvorschrift fest-
zulegen.

Ansatz:

K(9) = Ko(1 + ad)

Celsius-Skala: 9 = 0°C: Gefrierpunkt des Wassers; 9 = 100°C: Siedepunkt des Wassers
bei p = 101325Pa
Aus den Messwerten fiir Ky = K(0°) und K(100°) folgt:

K(O0°) =Ky und K(100°) = Ko(1 + 100a)

= K(100°) — K(0°) = Ky + 100°Koar — Ko = 100°Koa
K(100°) = K(0°) 1

= T 100°K(0°) 2732

Das Ergebnis ist unabhidngig von der Art des Gases, solange (1.4.1) gilt.
Kelvin-Skala (absolute Temperatur):

T=al4+9=2732°+9
Die Konstante

kg = Koa = 1,3807 - 10‘23% — 138071071628
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ist universell und heifSst Bolzmann-Konstante. Wir erhalten fiir (1.4.1)
pV = NK = NKy(1 + a9) = NKoa(a™* + 9) = NkgT
also
pV = NkgT (1.4.2)

als ,Zustandsgleichung des idealen Gases”
Anders formuliert: mit Avogadro-Konstante (frither Loschmidt-Zahl)

Ny = 6,0221 - 10%mol ™! (1.4.3)
R =kgNy = 8,315L ,allgemeine Gaskonstante” (1.4.4)
mol - K
N
Zahl der Mole n = Na = pV = NankgT = nRT (1.4.5)
A

Weil p,V,N positive Grofsen sind, ist auch die absolute Temperatur positiv. Der Nachteil
dieser Temperaturdefinition ist, dass sie an Gase gebunden ist, die die ideale Gasglei-
chung erfiillen, d.h. Annahme (1) und (2) miissen gelten.

Sie wird ebenfalls unbrauchbar fiir T — 0 oder p — oo, wegen der einsetzenden Verfliis-
sigung.

Diesen Nachteil werden wir aber mit dem 2. Hauptsatz durch die Einfiihrung einer uni-
versellen TD-Temperatur beheben. Hier ist es also nur ein vorldufiger Temperaturbegriff.

Mol: Anzahl der Teilchen in der Masse eines Stoffes, die seiner Atommasse in g entspricht:
bei Kohlenstoff (Atomzahl 12) die Anzahl in 12¢ also 6,0221 - 10?.
Kurz gesagt: 1 Mol = eine Menge, die aus N4 Teilchen besteht. <«

1.4.2 Energiesatz (1. Hauptsatz, Innere Energie)
Mayer, Joule, Helmholtz (1840)

Wir betrachten eine beliebige Zustandsianderung mit der vom System aufgenommenen
Warmemenge 0Q, geleisteter Arbeit W und Teilchenzahldnderung dN.
Dann gilt:

dU = 6Q + 6W + u dN (1.4.6)
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(u: chemisches Potential)

Alle mikroskopischen Gleichungen (Newton, Maxwell, Quantenmechanik) gentigen der
Energieerhaltung. Also muss auch die Volumenarbeit SW = —p dV durch die Energie
des Systems gedeckt werden.

Das ist Inhalt des 1. Hauptsatzes:

Es existiert eine (extensive) Zustandsgrofie U (,,Innere Energie”), deren Anderung
mogliche Anderungen der Energie beschreibt.

Anderung von U fiir geschlossene Systeme ( AN = 0, konst. Teilchenzahl)

nach (1.4.6) auf 2 Arten: durch Arbeitsleistung (6W # 0) oder durch Zufuhr von mechani-
scher (elektrischer) Energie (0Q # 0), die zur Temperaturerhchung benutzt wird (diese 2.
Form nennen wir Warme 6Q). Der 1. Hauptsatz postuliert Warme also als Energieform

= dU=6Q+5W=0Q-pdV (14.7)

Die reversible Anderung (dU) der Zustandsgrofle U setzt sich also aus den nicht-
reversiblen Anderung 6Q und 6W der Nicht-Zustandsgroéfen Q und W zusammen.
Im einzelnen: 1. Hauptsatz:

— 10—
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1. isolierte Systeme:

du=0 (1.4.8)

2. geschlossene Systeme:
dUu = o6Q + oW (1.4.9)
mit Warmeaustauschkontakt 60, Arbeitsaustauschkontakt 6W = 0A
3. offene Systeme:
o
dU = 5Q + 6W + Z w; dN; (1.4.10)
i=1

mit Teilchenaustauschkontakt
(04
Y pidN; (14.11)
i=1

wobei N; = 1,...,a die Zahl der Teilchen der Sorte i ist.
pi: chemisches Potential: das ist die Energie, die bei W = 06Q = 0 benotigt
wird, um dem System ein zusétzliches Teilchen der Sorte i hinzuzufiigen.

Wir fassen also die Zustandsgrofse U als unabhdngige Variable auf oder als Zustands-
funktion andere unabhéngiger Variablen, z.B. kalorische Zustandsgleichung U = U(T,V,N)
zusatzlich zur thermischen Zustandsgleichung p = p(T,N,V) auf.

Weitere dquivalente Formulierung des 1. Hauptsatzes:

Es gibt kein , perpetuum mobile“der 1. Art.

Ein , perpetuum moblie”1. Art ist eine Maschine, die nur Arbeit leistet, ohne dabei
Energie in Form von innerer Energie oder Warmemenge zu verbrauchen.

- 11—
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1.4.3 Entropiesatz (2. Hauptsatz) Clausius (1865)

Der 1. Haupsatz ist nicht ausreichend zur Beschreibung TD-Systeme. Es werden in
der Natur manche physikalische Vorgange nicht beobachtet, die nach dem Energiesatz
durchaus erlaubt wiren: z.B. beobachtet man nie, dass ein am Erdboden liegender Stein
unter Abkiihlung auf das Hausdach springt.

Die Erfahrung lehrt: eine Reihe von Energieumwandlungen, bei denen Warme beteiligt
ist, sind nicht umkehrbar.

Zum Beispiel ist Arbeit durch Reibung in Warme umwandelbar (makroskopische Kor-
per gleiten auf rauher, ebener Unterlage und kommen nach endlicher Zeit zur Ruhe).
Umkehrung (ruhender Korper setzt sich unter Abkiihlung wieder in Bewegung) ist
nach dem 1. Hauptsatz denkbar, findet aber nicht statt. Gébe es diesen inversen Prozess,
so hdtten wir ein perpetuum moblie 2. Art:

das ist eine periodisch (zyklisch) arbeitende thermodynamische Maschine (d.h. ein
Kreisprozess), welche Warmeenergie vollstindig in Arbeit umwandelt.

2. Hauptsatz (Kelvin-Formulierung):

Ein perpetuum moblie 2. Art gibt es nicht!

Aussage: es gibt keine Zustandsdnderung, deren einzige Wirkung darin besteht, eine
Warmemenge zu entziehen und vollstindig in Arbeit umzuwandeln.

Aquivalente Formulierung nach Clausius: Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine,
die lediglich einem kélteren Warmebad Warme entzieht und diese einem heisseren
Wairmebad zufiihrt.

Schliisselworte streng beobachten: periodisch & Kreis-Prozess; lediglich < sonst pas-
siert nichts, auch nicht in der Umgebung

Mathematische Formulierung:

Fiir jedes TD System existiert eine extensive Zustandsgrofie Entropie S:

fiir reversible Prozesse S = &Tm oder 5(2) - S(1) = | E)QTYES
1

tir irreversible Prozesse gilt dS > %
1 ist der integrierende Faktor, der aus dem nichtvollstindigen Differential 5Q das

- 12 —
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vollstandide Differential dS = 6Q/T generiert.

Damit folgt fiir den 2. Hauptsatz:

Fiir ein abgeschlossenes System gilt dS > 0, bei reversiblen Prozessen dS =0
abgeschlossenes System heifst: U,V,N sind fest.

Aquivalente Formulierungen:

» fiir ein abgeschlossenes System nimmt die Entropie im Gleichgewicht ihr Maxi-
mum an

» Wairme fliefit spontan nur vom wéarmeren zum kélteren System (Clausius)

» Es gibt kein perpetuum mobile 2. Art [Kelvin]

1.4.4 Nernst-Theorem (1906, 3. Hauptsatz)

S(T =0) =0 fiir ein abgeschlossenes, homogenes TD-System mit nichtentartetem quan-
tenmechanischem Grundzustand.

Die Entropie eines TD-Systems im Gleichgewicht strebt gegen Null, wenn sich die
Temperatur dem absoluten Nullpunkt nédhert.

Genauer S(T = 0) = Sp mit Sp universelle Konstante pro Mol, Sg kann = 0 gewahlt wer-
den.

Aguivalente Formulierung

Entropiednderung zwischen durch reversible Prozesse verbundene Zustiande verschwin-
det fiir T = 0.

1.5 Der Carnotsche Kreisprozess

1.5.1 Definition der Warmekraftmaschine

Definition: Wiirmekraftmaschine
Das ist ein thermodynamisches System, das einen Kreisprozess zwischen zwei Warme-
badern WB(T1) und WB(T) mit Ty > T, durchlduft, wobei genau das Folgende passiert:

— 13—
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1. AQq > 0 durch Kontakt mit WB(T7) (Warme aufnehmen)
2. AW<O0
3. AQ> < 0 durch Kontakt mit WB(T>) (Warme abgeben)

Solche Maschinen verletzen nicht den 2. Hauptsatz, da sie in Kontakt mit 2 Warmebadern
stehen, wobei die dem ersten Warmebad entzogene Warme AQ; nicht vollstandig in
Arbeit (—~AW) verwandelt wird. Es ist | AQ» |<| AQ; | nach dem 1. Hauptsatz.

Ordnet man einer solchen Maschine einen Wirkungsgrad zu, so wird dieser wie folgt
definiert:

vom System geleistete Arbeit —AW
zugefiihrte Warmemenge — AQ;

Wirkungsgrad n = (1.5.1)

1.5.2 Aquivalenz der Formulierung des 2. Hauptsatzes

Mit dem Konzept der Warmekraftmaschine beweisen wir zunichst die Aquivalenz der
Clausius- und Kelvin-Formulierungen des 2. Hauptsatzes.
1. Behauptung: Wenn die Clausius-Aussage falsch ist, ist auch die Kelvin-Aussage falsch.

a) mit einer periodisch arbeitenden Maschine entnehmen wir AQ; > 0 auf dem War-
mebad WB(T?) und fiihren es dem Warmebad WB(T1) zu, wobei T > T ist. Das
geht, da die Clausius-Aussage ja falsch sein soll.

b) wir betreiben die Warmekraftmaschine so, dass AQ; dem Bad WB(T) entnom-
men und AQ, (mit | AQ, |<| AQq |) bei Arbeitsleistung AW < 0 an Bad WB(T?)
zuriickgegeben wird.

Insgesamt wurde also AQ = AQq +AQ> > 0aus WB(T>) vollstandig in Arbeit verwandelt.
Sonst ist nichts passiert, weil sowohl a) also auch b) Kreisprozesse sind. Damit ist auch
die Kelvin-Aussage falsch.

2. Behauptung: Wenn die Kelvin-Aussage falsch ist, ist auch die Clausius-Aussage falsch.

a) wir entnehmen AQ > 0 dem Warmebad WB(T;) und verwandeln es vollstindig
mit einer periodisch arbeitenden Maschine in Arbeit. Das geht, weil die Kelvin-
Aussage falsch sein soll.

b) wir verwandeln die Arbeit aus a) vollstindig in Warme. Das geht immer, nur die
umgekehrte Richtung geht nicht. Die so gewonnene Warme {iibertragen wir auf
WB(T7) mit T; > T>.

—14 —
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Insgesamt wurde lediglich AQ > 0 von WB(T) auf WB(T1) tibertragen, trotz T1 > T>.
Damit ist die Clausius-Aussage falsch.
Somit wurde die Aquivalenz der beiden Aussagen bewiesen. QED

1.5.3 Carnot-Kreisprozess

Bei einem Kreisprozess durchlduft das TD-System verschiedene (Warme-, Arbeits-, und
Teilchen-) Austauschkontakte und kehrt schliefllich in seinen Ausgangszustand zurtick.
Nur TD-System kehrt in seinen Ausgangszustand zuriick, die Umgebung kann sich
durchaus verdndert haben, da z.B. Energie in Form von Arbeit und Warme zwischen
verschiedenen Reservoiren ausgetauscht sein kann.

Zwar gilt nach dem 1. Hauptsatz

0= au= oo+ pow

Die beiden Terme auf der rechten Seite konnen jedoch von Null verschieden sein!
Wir diskutieren nun einen ganz speziellen Kreisprozess, eine ganz spezielle Warme-
kraftmaschine, den Carnot-Prozess.

Carnot-Maschine: reversibler Kreispro-

zess mit vier Stufen, bestehend aus

—— T;
zwei Adiabaten (6Q = 0) und zwei

A Isothermen (dT = 0), bei dem Warme-
CCD— AW menge (Q;) aus heisserem Reservoir 1
AO» (T1 > T) aufgenommen und Warme-

. menge (—Q2) an Reservoir 2 abgegeben
- 2

wird, unter Gewinn von Arbeit AW.

—15—
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T

7,4 ¢ b

Lt s !
Q(5)

a—b isotherme Expansion bei Tj, da-
bei Warmeaufnahme AQ; > 0 aus
WB(T1)

b—c adiabatische Expansion mit AT =
T2 - T1 <0

c—d isotherme Kompression bei T, un-
ter Warmeabgabe AQ; < 0 an
WB(T2)

d—a adiabatische Kompression mit
AT=T1-T>>0

Ubungsaufgabe: Carnot-Prozess im p-V-Diagramm fiir ein ideales Gas als Arbeitssub-

stanz

A
N

1
\

A \‘hdiabate
\

N
v N

~
\ ~

1. Hauptsatz fordert:

O:SEdU:AQ1+AQ2+AW

Wirkungsgrad
_ erbrachte (geleistete) Arbeit AW
7= absorbierte Energie - AQ;
AQ1 + AQ; AQ,
=—==1+—x<1
AQ: AQ;
wegen AQ; < 0 oder auch
| AQs |
=1- 1.5.2
1=1-35 (152)

Weil Carnot-Prozess reversibel ist, lasst sich der Durchlaufsinn umkehren:
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—_— T,
AQy —Wiirmepumpea — d — ¢ — b — a, bei
Zufuhr von Arbeit AW:
(O—— aw hier AQ; > 0, AQ; < 0, AW > 0 mit
AQ> | AQ1 [> AQ»
T;

1.5.4 Carnot-Theorem

Als direkte Folge des 2. Haupsatzes beweisen wir die beiden Behauptungen:

1. Der Carnot-Prozess hat den hichsten Wirkungsgrad von allen zwischen zwei Wir-
mebiddern arbeitenden Maschinen

2. 1c wird von allen reversibel arbeitenden Maschinen erreicht

Beweis: Betrachte 2 Maschinen: Carnot-Maschine C4 als Warmepumpe geschaltet und
Wiarmekraftmaschine Cy, die nicht notwendig reversibel sein muss.

Die Maschinen seien so dimensoniert,

dass
Th
o o AQp, = ~AQu, <0
éﬂ(@ @)ﬂ ist, dh. Wirmebad WB(T,) bleibt
K R unbeeinflusst.
Qe Qu Dagegen tauscht WB(T;) mit dem
T> Gesamtsystem C4 + Cp die Wirme

AQ = AQyp, + AQ,, aus.

Nach dem 2. Hauptsatz muss AQ < 0 sein, da sonst vom System C4 + Cj; nicht anderes
bewirkt wiirde, als Warme aus Bad WB(T1) zu entnehmen und vollstindig in Arbeit
umzuwandeln.
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Wirkungsgrad der einzelnen Maschinen:

_AQaz AQZZZ AQaz
=1+ & =nc—1= AQ, =
e TR, TAQ, T T T T
AQy, AQu, AQu, —AQq,
« =1+ =1- =3 =nc—-1=>A =
6= YR, T TR, T A, G R
mit AQp, + AQ,, <0 folgt
1 1 1 1
0>A = =-A = 1.5.3
weil AQ,, > 0 folgt Behauptung 1!
1 1
> —-1>nc -
61 nc-1 meTiEne
= 1lc; < 1l (1.5.4)

Handelt es sich bei CZ um eine reversible Maschine, so ldsst sich der Umlaufsinn in der
Skizze auch umdrehen: C; arbeitet dann als Warmepumpe. Alle Ausdriicke sind gleich,
bis auf AQ,, < 0.

Nach (1.5.3) gilt fiir reversible Maschinen auch 7¢; > 1c, sodass nur

fc =1c; (1.5.5)

richtig ist. Hieraus folgt die 2. Behauptung!
Anmerkungen:

1. Aus Carnot-Theorem:
Wirkungsgrad der Carnot-Maschine ist universelle Funktion der Temperaturen
nec = f(T1,T2)
= Definition der Temperatur iiber Carnot-Prozess moglich (Kelvin-Skala)

Ty, 1A

= a=— (1.5.6)
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und diese Skala stimmt mit T = % aus der Zustandsgleichung des idealen Gases
iiberein (Ubungsaufgabe) = fiir Carnot-Prozess gilt:

Q1 QD

. Real existierende Automotoren verlaufen nicht immer zwischen Adiabaten und
Isothermen, sondern benutzen vielfach Isobaren (p = const.) und Isochronen
(V = const.). T entspricht der Verbrennungstemperatur des Motors, T, der Aus-
sentemperatur

. nc wird nur fiir Carnotmaschinen erreicht, die unendlich langsam arbeiten. Als
Motoren fiir die freie Fahrt von freien Biirgern nur begrenzt geeignet. Enthalt der Prozess
irreversible Anteile, ist der Wirkungsgrad nach dem 2. Haupsatz nur schlechter.
Faustregel: 30-40% von 7¢ sind gute Wirkungsgrade!

. Fiir Optimum muss % moglichst klein sein. Verbrennungsmotoren mit T ~ 1800K
und T> = 300K = 7nc =~ 0,89. Mit groBleren T, wird nc schlechter. Kochendes
Wasser als Energiequelle zu nutzen, weil dieses als Abfallprodukt von Kiihlanla-
gen in grofien Mengen vorkommt, ist wenig hilfreich, da n¢ auf 0,19 absinkt:
n=1- % = 0,19. Real bekommt man bestenfalls 10% Wirkungsgrad. Somit
scheidet diese Moglichkeit aus. Diese Maschine wiirde hauptsachlich Warme von

WB(T1) nach WB(T>) transportieren.

. Prozess reversibel = Warmepumpe:

Arbeit A wird geleistet, um Wiarme von dem kélteren Warmereservoir in das
warmere Reservoir zu transportieren (Kiihlschrank, Heizung). Der Wirkungsgrad
bleibt dabei gleich.

Aber fiir Warmepumpe ist Verhaltnis

1 _ Ay T _ Ty
nc = lw=TAW T T-T, ~ AT
interessanter. Nattirlich ist dabei 1, > 1. Fiir AT = 40° und T; = 300K folgt n, =~ 7
Bei endlicher Geschwindigkeit laufende Warmepumpe bestenfalls die Hailfte

(Nw)real ® 3: Nicht Gut!

transportierte Warme
geleistete Arbeit

. Wirmepumpe braucht elektrische Energie. Wird diese mit Wirkungsgrad 1 aus
fossilen Quellen gewonnen, betragt der Systemwirkungsgrad etwa 1. Somit konn-
te man die fossilen Energietrager auch direkt verbrennen, ohne die erheblichen
technischen Investitionen fiir eine Warmepumpe zu tatigen
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1.5.5 Absolute, thermodynamische Temperaturskala

Wir benutzen jetzt den universellen Wirkungsgrad 7c der Carnot-Maschine, um die
Temperaturen 91 und 9, der beteiligten Warmebader erst zu definieren. Das geht, weil
der obige Beweis der Universalitdt des Wirkungsgrads reversibler Kreisprozesse, die
Vorraussetzung des idealen Gases nicht benétigt, sondern nur auf dem 2. Hauptsatz
beruhte. Andererseits ist 7c als Verhiltnis zweier Energiebetrdge direkt und bequem
messbar. Fiihren also tiber ¢ eine universelle, substanzunabhiingige, thermodynamische
Temperatuskala ein. Sei 9 willkiirliche Temperaturskala so eingerichtet, dass warmer &
grofseres 9.

Wir betrachten drei Warmebader WB(81), WB(9,), WB(93) mit 91 > 85 > Js.

C, und C, seien inrgendwelche, zwischen WB(d1) und WB(J;) bzw. zwischen WB(J;)
und WB(83) reversibel arbeitende Warmekraftmaschinen.

AQs, . Maschine C; ist so dimensoniert, dass
AWL@D AQy, = —AQ,, gilt. Mit WB(9,) ge-
AQ., schieht also insgesamt nichts.

S, Die Wirkungsgrade der beiden Maschi-
AW AQy, nen sind also:
b—@D _14+28 =1+ A,
M 16T A, 1T T A,
B 3

Sie sind universell, d.h. jede andere reversible Maschine wiirde denselben Wirkungsgrad
liefern. Die Wirkungsgrade sind ferner unabhéngig von der Arbeitssubstanz. Wenn aber
die Art der Maschine keine Rolle spielt, so konnen die Wirkunsgrade nur von den
Temperaturen 9; der Warmebdder abhdngen. Andere unterscheidende Merkmale gibt
es in diesem System nicht.

= Ansétze sinnvoll:

ne, = 1- f(SllSZ) sMe, = 1- f(82/‘93)

Maschinen sind so dimensoniert, dass WB(9;) letzlich inaktiv bleibt. Fassen das Ge-
samtsystem als eine einzige zwischen WB(91) und WB(93) reversibel laufende Maschine
auf:

Ney =1 f(91,93) (1.5.8)

— 20—



1.5 Der Carnotsche Kreisprozess

Fiir die Arbeitsleistungen der einzelnen Maschinen gilt damit nach

AW
1=-ap (1.5.9)
AW, = 16,AQs = AQu [l - f(81,8)
—AWb = T]ChAQhZ = AQbZ[]' - f(‘92/‘93)]
AWy, = T]CabAQal = AQy, [1- f(81’83)]

(159)

weiterhin gilt:  AQp, = —AQa, = —AQs (e, — 1) = AQq, f(91,92)
Mit AW, = AW, + AW, folgt so

AQu[l - f(31,93)] = AQp, [1-f(92,93)] +AQ, [1~ f(91,92)]
N
AQuy f(91,92)
= 1= f(91,93) = f(31,92)[1 = f(92,93)] + 1 — f(91,92) = —f(91,92) f(92,93)
also
f(31,93) = f(91,92) f(92,93) (1.5.10)

logarithmieren

In f(‘91/83) =1In f(‘91n92) In f(821‘93)
J 0 .
= 07—‘91 In f(91,93) = 8_\91 In f(91,92) nur richtig, wenn

f(31,92) = a($1)B(92)
" a(91)B(93) = a(91)B(92)a(92)B(93)

Einsetzen in (1.5.10
=

= 1=a(8)p(®2) oder a(®)=p7(9)
dh.fir f:  f(91,8) = A(%2)
’ B(S1)
9
Wirkungsgrad n¢, =1 - é% (1.5.11)

B(I) zunidchst vollig willkiirliche Funktion. f(9) ist bestimmt, falls wir einem einzigen
Warmebad einen Wert T* = $(9*) zuordnen.

Dann liefert jede reversible Maschine eindeutig die Temperaturverhiltnisse Z. Man
vereinbart

T = 273,16K Tripelpunkt des Wassers (1.5.12)
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Damit definiert T = B(9) eine absolute, substanzunabhédngige Temperatur
T=T-n(T,T)] (1.5.13)

die mit der bisher verwendeten idealen Gastemperatur identisch ist.

1.5.6 Zustandsgrof3e Entropie

Bisherige Betrachtungen, die simtlich auf dem 2. Hauptsatz basierten, erlauben jetzt die
Einfithrung der Entropie, der wichtigsten Grofie der Thermodynamik.

Fiir den Wirkungsgrad der Carnot-Maschine gilt (auch nach Einfithrung der absoluten
Temperaturskala)

T, AQ> AQ, T
=]1l-—=1+—7= also ==+ —==0
fic T: AQq AQr T
oder 291,282 (1.5.14)
Ty T>

Verallgemeinerung dieses Ergebnisses:

Ein thermodynamisches System durch-
laufe quasistatisch einen (nicht notwen-
dig reversiblen) Kreisprozess K. Zur
Beschreibung der Temperaturdnderung

zerlegen wir den Zyklus in n Schritte,
5Q1_'_5Q2_'_ _'_(SQn wihrend derer die Temperatur des Sy-
e

K

stems durch dessen Kontakt mit den
Wiarmebddern WB(T;);i = 1,2, ... ,n kon-
stant ist.

T, Ty n

Dabei findet jeweils ein Warmeaustausch 6Q; statt, der positiv oder negativ sein
kann. Nach dem 1. Hauptsatz gilt fiir die gesamte Arbeitsleistung auf K:

AWk = —i(SQi

i=1

Wir koppeln nun an jedes WB(T;) eine Carnot-Maschine C;, die zwischen diesem WB(T;)
und einem Warmebad WB(Ty) arbeitet, wobei Ty > T;, Vi. Jedes C; kann sowohl als

— 22 —



1.5 Der Carnotsche Kreisprozess

Wirmekraftmaschine als auch als Warmepumpe arbeiten.

Wir dimensonieren die C; so, dass 60Q.;, =
K —0Q; Vi gilt, d.h. sie nehmen gerade
die Warmemenge von WB(T;) auf, die

vom System an WB(T;) abgegeben wur-
,,,,,, R de (bzw. umgekehrt).
50,
Wy NG

50, 50, Fiir jede Carnot-Maschine gilt:
W, oW,

...... . To Ty
5QY 5QY 5Q( )= Tz 0Qc, = ?i(SQz‘

Das System der Carnot-Maschinen leistet damit insgesamt die Arbeit

ch_Zesw_ Zn 5Q0 = Z(l—%)—éQz—Z(l—%)éQi
L\,

Beim gesamten Zyklus K + [C1 + C + - - - + C;] (Kreisprozess) wird die Warmemenge
n n 6Q
©0) — ©) _ oKi
AQO = ;5% = TO; T (1.5.15)
mit WB(Tp) ausgetauscht. Dabei wird die Arbeit
AW = AWy + AWe = — §:ag+§:( )m;

= AW =-T)y 6191

i=1

(1.5.16)

geleistet. Sonst ist nichts passiert. Der Erste Hauptsatz ist erfiillt: AW + AQ® = 0
Der 2. Hauptsatz fordert nun aber

AW >0 (1.5.17)

Im umgekehrten Fall wire ndmlich nichts anderes passiert, als dass das thermodynami-
sche Gesamtsystem Warem AQ© aus WB(T)) aufgenommen und vollstindig in Arbeit
AW < 0 verwandelt hitte. Das ist aber unmoglich nach dem 2. Hauptsatz. Nach (1.5.16)
und (1.5.17) folgt dann

0
-To ]91 >
i=1
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Kapitel 1 Thermodynamik kompakt

n
00;
Y % (1.5.18)
— T;
i=1

das nur noch Daten des urspriinglichen Zyklus K entfillt. Ist K reversibel, ldsst sich der
Durchlaufsinn von K umkehren. Alle Uberlegungen bleiben unveriandert, nur die 6Q; in
(1.5.18) andern ihre Vorzeichen.
Fiir K reversibel gilt dann das Gleichheitszeichen:

n
Z %Ql = 0 © K reversibel (1.5.19)
i=1 !

Die Verallgemeinerung auf n — oo Teilschritte ergibt dann die fundamentale Clausiussche

Ungleichung:
0Q
—= < 15.2
56 = <0 (1.5.20)
Fiir reversible Prozesse gilt:
0Qren _
56 = =0 (1.5.21)

Letzte Beziehung definiert eine Zustandsgrofie. Ist A fester Punkt des Zustandraums,

A
dann ist das Integral f 5QTrev

Ao
Zustand Ap zu Zustand A kommen und bei festem Ay eine eindeutige Funktion des

Zustands A. Die Entropie

unabhingig vom Weg, auf dem wir im Zustandsraum von

A
S(A) = f 59[”” (1.5.22)
Ap

ist eine bis auf eine additive Konstante festgelegte Zustandsgrofse mit dem totalen Differen-
tial

— 6Q7’€U

ds T

(1.5.23)

1 ist der integrierende Faktor, der aus der nicht-integrablen Differentialform 6Q ein
totales Differential macht.
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1.5 Der Carnotsche Kreisprozess

Man beachte: Die Entropie ist stets iiber einen reversiblen Weg von Ag nach A zu berechnen.
Dabei ist es unerheblich, wie das System den Zustand A tatsichlich erreicht, ob reversibel

oder irreversibel. Man benotigt zur Bestimmung von S(A) also stets einen reversiblen
Ersatzprozess.

Fiir eine beliebige Zustandsidnderung Z gilt

Ay
S(Az) — S(Aq) = f% (1.5.24)

Aq
2)

Beweis:

R: reversibler Ersatzprozess

Ay
Fiir diesen gilt: S(A2) — S(A1) > f %

Ap

(R)

Ay
Weil Weg R reversibel ist, ldsst er sich umkehren und mit Z zu einem Kreisprozess
kombinieren, fiir den die Clausiussche Ungleichung (1.5.20) gelten muss:

Ay
0Q 5Q
= =<
f v )T =0
A A

2) R)
Ay Ay
_ f Q f oQ
T — T
Aq Aq
(R) 2)

= _[S(A1) - S(A2)] > f

Ay
)

= S(A2) - S(AY) > f %Q  GED.

Ay
2)
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Ergebnisse (1.5.21) - (1.5.24) folgen allein aus dem 2. Hauptsatz. = mathematische Formu-
lierung des 2. Hauptsatzes

ds > ? (1.5.25)

(Gleichheitszeichen fiir reversible Prozesse)

1.6 Fundamentalbeziehung

Kombiniert man den 2. Hauptsatz 6Q < T dS mit dem 1. Hauptsatz fiir offene Systeme

(1.4.10) dU =06Q + 6W + Y u; dN;, so folgt
i=1

o
6Q = dU-oW-) u;dN;<TdS (1.6.1)
i=1

also die Grundrelation der Thermodynamik:

a
TdS> dU - 6W — Z w; dN; (1.6.2)
i=1

A
Diese Grundrelation, die Entropie S = f @% und die TD-Temperatur T = T*[1 —
Ap
nc(T*,T)] sind zentrale Gesetze der Thermodynamik. Alle folgenden Uberlegungen sind
Schlussfolgerungen aus diesem Grundkonzept.
Fiir reversible Prozesse: 6Q = T dS und 6W = —p dV lautet (1.6.2) miti = 1:

_1 Pav_t
ds = T du + T dv T dN (1.6.3)
mit den vollstindigen Differentialen:
1 (85) p (85) u (85)
— === Zo|= - == (1.6.4)
T au V,N=const. T Vv U,V=const. T N U,V=const.

Weil S = S(U,V,N) mit extensiven Zustandsgroflen U,V,N = S ist ebenfalls extensiv, so
dass

S(AUAV,AN) = AS(U,V,N) (1.6.5)
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1.7 Hauptsatze, quantitativ

Ableitung nach A mit Kettenregel:

JAU) S  IAV) IS IAN) S
A IAU) T A IAV) " IA J(AN)

d
= — V =
§ = 7 SAUAVAN)

S S s

S=Uaam T Vaow T Naom

(1.6.6)

gilt fiir alle A
speziell A =1 =

dJS 0S 0S

(vgl. mit Euler-Theorem (4.12.1) Mechanik-Skript, S ist homogene Funktion 1. Grades!)
Einsetzen von (1.6.4) liefert die TD Fundamentalbeziehung (EULER-Gleichung)

TS = U+pV — uN (1.6.8)

Bilden wir das Differential von (1.6.8):

TdS +SdT = dU+pdV+Vdp—-pudN-Ndu
——

(1.6.3) fiir reversible Prozesse einsetzen
(dU+pdV-pudN)+SdT = dU+pdV+Vdp—-pudN-Ndu
SdT =V dp-Ndu

du = —% dT + I%, dp (1.6.9)

ergibt die sog. ,Gibbs-Duhem”-Relation, die die intensiven Variablen y,T und p ver-
kntipft.

1.7 Hauptsatze, quantitativ

Die Hauptsétze lassen sich jetzt nicht nur verbal, sondern auch quantitativ formulieren:
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0. Hauptsatz Das Gleichgewicht thermodynamischer Systeme ist durch Temperatur-
gleichheit definiert:

o351 _ 95 05
ou, U,  du,

Ty=Tr=- =T, (1.7.1)

1. Hauptsatz Die Anderung der inneren Energie eines geschlossenen thermodyna-
mischen Systems ist gegeben durch
dU=06Q+6W=0Q-pdV<TdS-pdV (1.7.2)

dU ist ein vollstandiges Differential, d.h. es gilt § dU = 0 fiir jeden Kreispro-
zess (unabhéngig vom Weg), der einen Zustand in sich selbst tiberfiihrt, also

reversibel ist, denn dann gilt dU =T dS —p dV

2. Hauptsatz Die Entropie eines thermodynamischen Systems ist durch

_ 6Qrev 6Qirr
ds = =% > == (1.7.3)

definiert. Fiir abgeschlossene Systeme im Gleichgewicht gilt
dS = 0 sowie S = S,y (1.7.4)

und fiir irreversible Prozesse (wahrend der das System zu einem neuen Gleich-
gewicht strebt) gilt dS > 0

3. Hauptsatz Am absoluten Temperaturnullpunkt gilt S(T = 0) = 0

1.8 Potentiale

Thermodynamische Potentiale sind extensive Zustandsgrofien, welche als Funktion ihrer
nattiirlichen Variablen (unabhéngige Variable) definiert sind, so dass durch Differentiati-
on alle thermodynamischen Grofien gewonnen werden konnen.

1.8.1 Innere Energie U(S,V,N)

dU=TdS-pdV +udN (1.8.1)
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1.8 Potentiale

Weil dU totales Differential ist, kann man die innere Energie als Erzeugende der abhédngi-
gen Variablen T, p und p auffassen (vgl. Hamilton-Jakobi-Theorie Mechanik):

u u u
r= (%)N,V P= ‘(W)S,N = (W)w (182

haben also als konjugierte Variable:

Weil dU vollstandiges Differential ist, gelten fiir die zweiten Ableitungen (vgl. (1.1.3)
und (1.2.3)) = ,,Maxwell-Relationen”

ary __(or Ty _(% Y (o (183)
V)sn  \S),n" \oNJs, \ds)," \oNJs, — \aV)gy o
Die nattirlichen Variablen von U sind also (S,V,N). Alle anderen aus (1.8.2) bestimmen

(Tp,u)

1.8.2 Legendre-Transformation

Der Nachteil beim Gebrauch der inneren Energie U als TD-Potential ist offensichtlich:
die natiirlichen Variablen sind sehr unbequem, da z.B. die Entropie S experimentell
nicht leicht zu kontrollieren ist.

Man fiihrt deshalb, je nach experimentellen Randbedingungen, andere TD-Potentiale
ein, die die Grofien als nattirliche Variablen verwenden, die dem Experiment direkter
zugéanglich sind. Dabei benutzt man formal die Methode der Legendre-Transformation
(Erinnerung an Mechanik (g,4) — (g,p) mitp = g—s kan. Impuls)

Betrachten Ubergang von einer Funktion f(x,y) zur Funktion g(x,u) = g(x,g—J;) mit

g(xu) = f(x,y) —uy mitu = 3—5 (1.8.4)
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Diese so gebildete Funktion g enthilt y nicht mehr als unabhéngige Variable, wie man

am totalen Differential erkennt:

of
5 )

_f
"=ay

d
dg = df—udy—ydu:—udy—ydu+(a—£dx+

d
dg:a—idx—ydu

und es gilt g—x = g—l;

1.8.3 (Helmholtz) Freie Energie F(T,V,N)

Man benutzt statt S die dazu konjugierte Grofie T = ‘Z—g als natiirliche Variable

Freie Energie:
Euler-G1.1.6.8
F(T,VN)=U-TS ( =—pV + uN)

= dF = du ~TdS-SdT=-SdT-pdV +udV
N——

1.6.3=T ds—p dv+u dnN

also
dF =-5dT -pdV + udN
Hier also
natiirliche Variablen konjugierte Variablen
_ JoF
T 5=- (ﬁ)v,N
_ JoF
4 P=- (W)T,N
_ ( JF
N = (W)V,T

und Maxwell-Relationen

s) (% LA N IS\ (o
V) \oT), \onN), T \ov) v \on), T \ot),

(1.8.5)

(1.8.6)
(1.8.7)

(1.8.8)

(1.8.9)

(1.8.10)
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1.8 Potentiale

1.8.4 Enthalpie H(S,p,N)

HSpN) = U+pV V=9 (TS — pV + u dN) + pV = TS + uN (1.8.11)

und

dH = du

——
63T dS—p dV+y dn

+pdV+Vdp=TdS+Vdp+pdN (1.8.12)

nattirliche Variablen konjugierte Variablen

5 r= (%_I;)p,N
p V= (%_I;)s,v
N H= (g_II:]I)S,p

= mit entsprechenden Maxwell-Relationen

1.8.5 Gibbsche Freie Enthalpie  G(T,p,N)

ausgehend von U werden 2 Legendre Transformationen von (S. V) — (T,p) gemacht =

G(Tp,N) = U—TS +pV "2” (TS — pV + uN) = TS + pV = uN (1.8.13)
dG=(TdS-pdV+udN)-TdS-SdT +pdV+Vdp =
(1.8.14)
dG=-5dT+Vdp+pudN (1.8.15)
hier
nattirliche Variablen konjugierte Variablen
— dG
T 5=- (a_T)p,N
— (9G
p V= (TP)T,N
— (2G
N H= (W)T,p
und entsprechenden Maxwell-Relationen, wie z.B.: — (g—i)TN = (‘;—‘T/)p N
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1.8.6 Grosskanonisches Potential ~ Q(T,V,u)

Zwei Legendre-Transformationen von (5,N) — (T,u)

O(T,V,u)=U-TS - uN (1.8.16)
und
dQ=-SdT -pdV-Ndu (1.8.17)

nattirliche Variablen konjugierte Variablen

T - _(?9_?)‘/,#
4 p=- (g_g)T,y
H IS = (%)T,V

= Maxwell-Relationen
Im Gleichgewicht nehmen alle diese Potentiale ihren Extremwert an, wenn die jeweiligen
Variablen festgehalten werden.

1.8.7 Guggenheim-Schema (Magisches Viereck der TD)

Als Merkschema der Maxwell-Relationen (ohne N und 1)

()--(3)
()2
(3.-(%)
5,

Die Maxwell-Relationen kénnen mit Hilfe eines Schemas gemerkt werden.
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1.8 Potentiale

-V -7
v £ T Unser Vater Fand Tausend Gulden
Papier Hinterm Schrank.
U G alternativ:
Unheimlich Viele Forscher Trinken
S - Gerne Pils Hinterm Schreibtisch?!

JS Ip

Auf den Seiten des Quadrats stehen die thermodynamischen Potentiale U, F, G und
H. Die Bezeichnung ,Potential” ist bewusst so gewdhlt, da man durch Ableiten des
Potentials die gewtiinschte Grofle erhalt.

Um die GrofSen zu bilden nimmt man die jeweils gegeniiber der Seite liegenden Ecken.
Diese multipliziert man nun diagonal mit dem Differential der dortigen Grofie und
summiert beide Produkte.

Wichtig: Die Differentiale von V und T sind jeweils negativ! Also gilt: -9V, —dT, dS und dp

Als Beispiel:
OV 9T -V ) dF = p(— dV) + S(— dT)
=-pdV-SdT
ebenso
19] G U G
dU = p(-dV) + T(dS)
s H P s H p =-p dv+TdS

usw.

Aber das Guggenheim-Schema leistet noch mehr: die vier Ecken des Diagramms, mit
jeweils drei ausgewdhlt, ergeben die Maxwell-Relationen.

Hierzu beginnt man in einer Ecke, leitet diese Grofie nach der zweiten ab (blauer Pfeil)
wobei man die Grofse konstant hilt, welche folgt, wenn man den Weg des blauen Pfeils
fortsetzt (roter Pfeil).

Dieses ist nun gleich dem Ergebnis, welches man erhilt, wenn man dieselbe Vorgehens-
weise mit der gegeniiberliegenden Ecke, gesehen von der Parallelen des blauen Pfeils,
nimmt.

Auch hier zwei Beispiele:
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\Y% T \Y% T ~ a_s _ a_p
av).  \dT),
U G U G as 8}7
(5),=(57), = v
av) (as)
U G U G —|\57] ={37] = M4
‘ (8T p \oP)p

1.9 Thermodynamische Response-Funktionen,
Warmekapazitaten

Wirmekapazititen geben an, mit welcher Temperaturdnderung dT das System auf eine
differentielle Warmezufuhr 6Q reagiert. Da es neben T noch andere Zustandsvariable
gibt, muss zusétzlich angegeben werden, wie diese sich bei der Zustandsanderung ver-
halten sollen.

= Definition von Wirmekapazitiit:

C, = (Z—QT)X - T(g—i)x (1.9.1)

x: eine oder mehrere Zustandsgrofien (z.B. p,V), die bei der Warmezufuhr konstant
gehalten werden.

ds J’F
= CV = T(ﬁ)v = _T(ﬁ)w und

S *G
o) o8
JT), T2 )N
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1.9 Thermodynamische Response-Funktionen, Warmekapazitéaten

Bemerkung: mit U = F + TS
=Cy

B_ll = 8_1—" +S+Ta—s
oT VN‘ aT ),y oT VN‘

S—— —
-5 Cy

u u
= Cy = (ﬁ)v,N aber C, # (ﬁ)p,l\]

Kompressibilitit: x, = —‘l, %—‘;) mit y = T oder S,
Y

2
dh.er = -3 (%) = _l(a_G und xs = —+ (%) = -1 (a_H)
T Vv 8p)T V \ op? TN S V(&p S Vo Jon
. —1(oV _ 12 (2G
thermische Ausdehnung ay =y (a—T)p =y (a—T (TP)T)p

Relation zwischen Response-Funktionen

as as JdS\ (IV
C,=T|=— = Ti—]| +[— i
P (8T)p S(T,V(p,T)) {(QT)V (8V)T(8T )p}

95 IV
ot (), ()
av), \ar),

——

Maxwell (g_g)v

verwenden (g—?)v (g—T)p (%—Z)T =-1

oT v

(3P)T
2

C,—C T %)” Tvzag TV“’%

R N T
P/T

%
Cp—Cy = TV%—T (19.2)
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Beispiel (Ubungsaufgabe): Fiir ideales Gas gilt a, = +, x7 = 2 =|C, — Cy = NK3

==

1.10 Entropie des idealen Gases

f
VvV (U\:
= Kgln|—=(—=
S(UV.N) = NSo + NKs I | < (57)
+2
= NSp + Nkg [an+ glnLI— lenN] (1.10.1)
s _ P _Nkg .. _
denn (QV)U,N =T =7V erfiillt pV = NkpT (1.10.2)
as 1 fNkg . _f o o
und (w)V,N =T erfullt U = ENkBT mit f=Zahl der Freiheitsgrade (1.10.3)

Ausserdem ist S extensiv, d.h. homogen in den Variablen V und N:
es ist

f
VI(f 2
S(U,V,N) = NSy + NkgIn|—|=kgT
N\2
Es muss gelten: S(T,AV,AN) = AS(T,V,N)
AV(F L\
S(T,AV,AN) = ANSy + ANkg In N (EkBT)
s i
VI(f 2
= A|NSp + NkgIn N EkBT = AS(T,V,N) Q.E.D
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Wahrscheinlichkeltstheorie

2.1 Elementare Begriffe

Wir betrachten eine (oder mehrere) stochastische Variable x

Werte fiir x: x diskret (z.B. Punktzahl beim Wiirfeln) oder

x kontinuierlich (z.B. Koordinate eines Teilchens)

Statistische Eigenschaften beschreiben durch Wahrscheinlichkeitsverteilung

Eigenschaften x diskret x kontinuierlich
Positivitit pi =px;) >0 p(x) >0
Norm Yipi=1 f dx p(x) =1
Mittelwert <x>=Y,xipi  <x>= [ dxxp)
(Erwartungswert)

n-tes Moment
Standardabweichung

Varianz

<x">=);xlp; <x">= f dx x" p(x)

o= V<a2>—<x>2

2 2

02 =<x?2>—<x>2

2.2 Binomialverteilung

Beim Wurf einer verbogenen Miinze: bei N Wiirfen tritt N,-mal (Kopf) und N_-mal

(Zahl) auf.

Definieren Wahscheinlichkeit, dass Kopf auftrittals p, = limy_e %, ebenso Wahrschein-

lichkeit, dass Zahl auftritt als p_ = limy— %
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Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitstheorie

Wahrscheinlichkeiten auf 1 normiert: p, +p- =1
Es gelten die Rechenregeln:

pioderj = pl + p] (2.21)
Piuwaj = pipj flir unabhéngige Ergebnisse (22.2)

Die Binomial-Verteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass bei N-maligem Wurf der
Miinze n-mal Kopf auftritt

Wy (1) = p"pN™ {mal Zahl der Realisierungen} (2.2.3)

Der zusitzliche Faktor berticksichtigt, dass es auf die Reihenfolge, in der die Ereignisse
realisiert werden, nicht ankommt:

1. es gibt N! Moglichkeiten N Ziffern anzuordnen

2. (N —n)! zeigt, dass es nicht auf die Reihenfolge der Wiirfe mit Kopf ankommt
3. n!, dass es nicht auf die Reihenfolge der Wiirfe mit Zahl ankommt

= mitp =p, und g = p- =1 - p erhdlt man

|

N
wN<n>=p"<1—p>N-”(n) e RO (224)

Name und Normierung aus dem

N
Binomialsatz (p +¢q)" = Z n'(N n)‘p gN~ (2.2.5)
N n=
Normierung Z Wn(n) = [ ] =[p+ q] =[p+(1- p)]N =1 (2.2.6)
n=0
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2.2 Binomialverteilung

2.2.1 Mittelwert

[ee]

N N
<n>= ZnWN(n) = an"(l —p)N‘”[n]

n=0 n=0
benutzen g =1 —p und np" = p;—pp”

- N
=<n>= an”qN_”(nJ

n=0

226 0 N‘
= Po, P+

[o¢]

_ dJ n N—-n N
= P%ZP q [n]

q:l—p n=0

= pN(p + )V
q=1-p

g=1-p
N
g=1-p =P

2.2.2 Varianz

o =<(n-<n>P>=<n*-2n<n>+<n>>

—<n?>2<m?>+<nt>=<n?>—-—<n>?

Dann ist

N
2 _ 2 N
<n >—Z WN(I’l) pa papzpn n[n]

n

g=1-p

= P% (Np(p + )

P
=P305 (p +g
dp’ 9 g=1-p =
=Np |+ + (N = Dpp + 9" 2”
= Np[l+ (N -1)p] = N + Np(1 - p)

= 0* = N?p* + Np(1 - p) - p’N* = Np(1 - p) = Npq

=1-p

Bemerkenswert: Verhaltnis

V<n?> o \/Np
\/pN

<n>  <n>

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)
(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)
(2.2.16)

(2.2.17)

Fiir grofle N: Spezialfall des Gesetzes der grofien Zahlen = Zentraler Grenzwertsatz <
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2.3 Die Gaul3-Verteilung

2.3.1 Stirling Formel

fur Np > 1 und Ngq > 1, d.h. hdufiges Wiirfeln oder haufige Hintereinanderausfithrung
einer Messung oder bei Betrachtung vieler unabhingiger Teilchen, vereinfacht sich die
Binomialverteilung. Zur Berechnung braucht man die Stirling-Formel.

= (S

N
> ) 2nN (2.3.1)

2.3.2 Beweis der Stirling Formel

mit Sattelpunktsmethode fiir Integrale der Form

I= f dx eNf® (2.3.2)

fiir grofie N um Minimum von f entwickeln. Es gilt

f x xNe™ (2.3.3)
0

(o]

(Beweis durch mehrmaliges partielles Integrieren und f dxe™=1)
0

XN = exp[In XN = exp[N In x] (2.3.4)
also
f xexp[NInx — x] f dxexp[-Nf(x)] (2.3.5)
0 0
mit
f(x) = = —1Inx (2.3.6)
df 1 1 d*f 1
&N xae e 237
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2.3 Die Gauf3-Verteilung

f(x) hat Minimum bei xp = N, das einem Maximum der Funktion e~Nf() entspricht.
Taylor-Entwicklung um Maximum:

dZ
= £ > flx0) + 3 x0P T2 238
d? 1
f(XQ) =1- lnN, gi = ﬁ (239)
fx)=1-InN+ %(x - N)ZI\% (2.3.10)
sodass
N! =~ f dxexp [—N +NInN - %I(x —~ N)Z] (2.3.11)
0
—N)2
= NN N f die™ " (2.3.12)
0
N—— e’
o0 7(x—N)2 oo 7i
:f dxe 2N :f dye 2N=‘/277_N
also
N
N!~ V2nNNNe™N = (%7) 21N (2.3.13)
2.3.3 Gauss-Verteilung
Mit Stirling-Formel folgt
N _ N! _
Wn(n) = (n p”qN n— mp”qN n (2.3.14)

o0

/ N
Znn(N — n)NNn_”(N _ n)—n e—N+n+(N—n) pnqN—n (2315)
N " E n q )N—?’l
\ 2nn(N — n)N (n) (N -n (2:3.16)
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Fiir n =< n >= pN ist Wx(n) maximal.

Definieren
L_nm<n>_n
== N NF
=>n:N(p+x):Np(1+g)
und

N—n:N—Np—Nx:N(l—p)—Nx:Nq—Nx:Nq(l—;—C)

. ]NP(“%)[ ) ]N'i(
N(1+5) N(1-5)

damit

B N
e \/2HN2W (1+2)(1-3)

NN

Np(1+2
_ 1 NMM[ 1 ] ( v>[ 1
X X 1+2 1-4
\/271qu (1 + ﬁ) (1 - 5) P q
1 1 pN(1+§) 1 qN(l—ﬁ)
Wil = 1+2 1-2
V2N (1+2) (1-2) U 7
Bilden
1 1 x) 1 x
In Wn(x) =In —— - —ln(l + —) - —ln(l — —)—
\2npgN 2 pl 2 q

o))

Benutzen Taylor-Entwicklung von In-Funktion um 1:

2
ln(l+z)zz—§+...

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

(2.3.24)
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2.3 Die Gauf3-Verteilung

Erhalten bei Vernachldssigung des 2. und 3. Summanden wegen pN > 1 und gN > 1:

i 2 2
1 x\|lx 1(x x 1(x X
In Wy(x) ~ In —pN 1+—) ———( ) ]— N[————(—) l(l——) (2.3.25)
V2102 P p/lp 2\p I q 2\q q
1 X 1x X 1x
=1In —Nx|[1+=||1-==[+Nx|1-=][1+== (2.3.26)
V212 P) 219] ( q)[ Zq]
1 [ X 1x X 1x
=In +Nx((1-=-{1+=~]—-(1+—-|{1—-=- (2.3.27)
V2102 ( q ( 24) ( P)( 210)]
I-%- -l 5 -2 s[5
1 Nax?
= In Wy(x) = In — —— mito? = pgN (2.3.28)
V2no?2  2pq P
2.2
In Wy (x) ~ In 21102 — Z\ZITE ,Nx=n-<n> (2.3.29)
1 _ (n=<n>)* <n>)2
Wn(x) = e 27 mito® = = Npq (2.3.30)

V2mo?

Fiir grofie N geht also Binomialverteilung in Gauf3-Verteilung tiber. Wesentliche Eigen-
schaft der Gauf3-Verteilung: hohere Momente lassen sich immer durch das 2. Moment
darstellen.

2.3.4 Charakteristische Funktion

D(k) =< ¢ >= f dxe™ p(x) (2.3.31)

ist die Fourier-Transformierte der Verteilungsfunktion p(x) mit der Umkehr-
Transformation

p(x) = % f dke ™ (k) (2.3.32)
Entwicklung nach Momenten:
Z lkx)n (2.3.33)
n=0
= O(k) = i k f dx x"p(x) = i " <> (2.3.34)
n=0 = "
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Bei Kenntnis von ®(k) ist ¢ durch die Umkehr-Transformation bestimmt. Manche Ver-
teilungen sind nur durch ihre charakteristische Funktionen gegeben, z.B. die Levy-
Verteilung mit

Doy (k) = ALKl (2.3.35)

Die charakteristische Funktion ®(k) erfiillt die Relationen

O0) =1 (2.3.36)
d(l) . lkx . o
— =1 | dxxe™p(x) =i<x> mitk=0 (2.3.37)
dk |x=0 k=0
d?(D 2 jikx 2 2
— = dx x%e p(x) =i < x> mit k=0 (2.3.38)
dk= | _, k=0
allgemein gilt
1 d"®(k)
n [
<x">= T (2.3.39)
Definieren die Kumulanten als
1 d"In®(k)
Cu(x) = TR TR o (2.3.40)

und die Kumulanten-erzeugende Funktion durch Entwicklung um k =0

[o¢]

In d(k) = Z Z W (2.3.41)
n=0 =0
(ik)" L x (k)"
D(k) = exp {Z Tcn(x) = —r < x> (2.3.42)
n=0 ’ n=0 ’

entwickeln in Potenzen von k und vergleichen:

Co(x) =0,Ci(x) =<x>,Co(x) =02, Cz3=<x>>-3<x><x2>+2<x>>,...

i.a. konvergiert Kumulantenentwicklung schneller als Momenten-Entwicklung z.B.
Gauf3-Verteilung

1 (x— < x >)?
p(x) = N exp [— 52 ] (2.3.43)
- Cuy(x)=0flirn >3 (2.3.44)

—44 —
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2.3.5 Beweis

Fiir Gaufsverteilung

- _ 2
o) = — f dxexp [ikx - %} (2.3.45)
TtO
substituieren
Y= % — ok (2.3.46)
= x— <x>=o0(y+iok) = %; =0 (2.3.47)
und
(x— <x>)? o> (y* +2icky - o’k*) y* %>
752 = 752 =3 > + ioky (2.3.48)
_ 2 2 212
ikx - ";—’2” = ik < x > +ike] — 6%K2 — [% - % +M] (2.3.49)
(o)

2 212

_ _y ok
=ik<x> > > (2.3.50)

1 . 222
= Ok) = —— f dye*>=7-"2" (2.3.51)
V2n
. 22 1 r e
=ef>=% | dye 7 (2.3.52)
=

_ plk<r—2F (2.3.53)

Alle ungeraden Momente erhalten bei Differentiation nach k den Faktor a2k — 0 fiirk — 0
=< x?"*1 >=0 fiir m > 1 und fiir die geraden Momente gilt
2m)!

2m _ 2m
<X > = WG (2354)
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Insbesondere gilt (m = 2)

4! 2
4 _ 4 _ 2
<at>=ot= 3(< X >) (2.3.55)
) W22 2]2
In®K) = Ine*>=2" = jk < x > —% (2.3.56)
% —i<x>-0% ,dh (2.3.57)
1 dInd(k)
C](X) = ;T o (2358)
=<x> (2.3.59)
2 In d(k
AnO® _ 2 ) = +0? (2.3.60)
dk
und
d" In ®(k)
—_ = 5 > .
e 0 fiirn >3 (2.3.61)
= Cy(x)=0flirn >3 (2.3.62)

2.4 Substitutionsregel

Wenn man statt der mit p(x) verteilten Variable x eine neue stochastische Variable y = f(x)
einfiihrt, mochte man deren Verteilung w(y) aus p(x) berechnen.
Dies folgt aus der Bedingung

p(x) dx = w(y) dy (2.4.1)

Dies bedeutet, daf sich die Wahrscheinlichkeiten in einem Intervall beim Ubergang zu
y nicht dndern. Mit

dy = |f'(x)| dx [Betrage damit dx und dy immer positiv sind] (2.4.2)
1
= w(y) = |f’(x)|p(x) (2.4.3)

Auf der rechten Seite mufl man mit x = f~!(y) die Variable y substituieren.
Alternativ zu 2.4.3 kann man die dquivalente Integralformel

w) = [ dxpo (- £0) (244
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verwenden, wobei

o(x — xp,
d

dx

S(y-f) =)

n

und f(x,) =0 (2.4.5)

Ly

2.4.1 Beispiel - Lognormal-Verteilung aus Gaul3-Verteilun g

Mit
x=Ilny oder y=¢ (2.4.6)
5(x —Invy)
= w(y) = f dxp(x)6 (y —¢€*) = f d@(x)Ty (2.4.7)
w(y) = f dre ' — "5 5~ Iny) (248)
! Voo / -
_ by, (2.4.9)
Voro 4.
y 2
1 _(1“@) (2.4.10)
= e 20° Sx.
Varoy
mit Inyp =< x>, oder yy = e~ (2.4.11)

Diese verhdlt sich dhnlich einer Gauf3-Verteilung, vermeidet aber negative Werte von
y. Wichtig, wenn man Aktienindizes oder andere nicht-negative Grofsen beschreiben
mochte.

2.5 Mehrere stochastische Variable

2.5.1 Beispiel

Wir betrachten jetzt 2 kontinuierliche Variable X und Y mit Werten x und y und gemein-
samer Verteilungsfunktion

px+y(x,y) =0 (2.5.1)

—_47 —



Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitstheorie

Norm

f dx f dypx+y(x,y) =1

<ﬂW>:fdﬁ[@MW%wmw

Momente

reduzierte Verteilungsfunktion

px(x) = f dypx+y(y)

Kovarianz
cov(X)Y) = (x— <x>)(y— <y >)
Korrelation
cor(X,)Y) = CO;:E?;Y)

Falls X und Y unabhingige Variable

= px+y(y) = px(0)py(v)

2.6 Funktionen stochastischer Variablen  Z = g(XY)

2.6.1 Verteilungsfunktion

02(2) = f dx f dy5(Z - g y)pxer (1)

2.6.2 Charakteristische Funktion

Dz (k) = f dx f dye* &Y py v (x,y)

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

2.6.1)

(2.6.2)
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2.6.3 Beispiele
X,Y unabhingig
px+y(x,y) = px(x)py(y) (2.6.3)
und Z=x+y (2.6.4)
= p2(2) = [ dx [ awz-x- npxpr) 265)
5-Funktion = = f dxpx(0)py(Z — x) <=> Dy (k) = Ox(K)Dy (k) (2.6.6)

Faltung

2.7 Zentraler Grenzwertsatz

Eine Summe von vielen unabhingigen Vairablen kann wohldefinierte Werte annehmen,
obwohl sich jeder einzelne Summand statistisch verhilt. Dies ist der Inhalt des zentralen
Grenzwertsatzes:

Satz: x; seien stochastische Variablen mit gleicher symmetrischer Verteilungsfunkti-
on p(x;) = p(—x;) mit dem Mittelwert < x > und der Schwankung 02 =< x> > — < x >.
Bildet man den mittleren Wert

1 N
]/N=le"xi y
1

so strebt p(y) fiir N > 1 gegen eine Gauf-Verteilung mit < yy >=< x > und o, = <%

W
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Beweis: Bekannt py(x) der Einzelgrofien oder Einzelmessungen

1 N
= | dx;... | dxnoly-= ;
py(y) fxl f XN [y N;X]P(Xl) p(xN)
N .
@, (k) = d ky = di I}% x\ A7
= @, (k) f yepy(y) Hf xie N py(x;)

N
— eik<x> H f dxi e%(xi—<x>)px(xi)

i=1

2 ? =
~1-1 %<(x—<x>)2>+0((§) )21_ 2111</_20’2‘

‘ 112 ,\" , .
= q)y(k) = elk<x> (1 _ ﬁgi) Nil elk<x>e—%gi
Damit
1 —iky
py(y) = by dke™™d, (k)
= ZL f dkeik(<x>—y)—%#
T
Wir benutzen

f di o-1AR+2BI+C] _ /%632;#

mit C = 0,2B = —i(< x> —y) und A = %

1 2NT( —(<x>—y)2~2N
= py(y) = 2w\ o2 ¢ E:
X

VN [ 1N
oy(y) = exp |—= = (y— < x >)? (2.7.1)
Y Y (—Zno_x P 20% Yy
GauB-Verteilung mit < y >=<x >und o, = \% QE.D.
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2.8 Anwendung: Selbstmittelung

2.8 Anwendung: Selbstmittelung

Die sogenannte Selbstmittelung ist eine wichtige Anwendung des zentralen Grenzwert-
satzes. Ein System soll aus N unabhingigen Teilsystemen mit Energien €, bestehen, die
alle die gleiche Verteilungsfunktion mit Mittelwert € und Schwankung (Ae)? besitzen. In
einem Wiarmebad sind diese Energien exponentiell verteilt.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist die Gesamtenergie pro Teilchen

1 1
—FE = — 2.8.
5 Nzn:en (2.8.1)

mit dem Mittelwert E = Né und der Schwankung (AE)? = N(Ae)?.

Die relative Schwankung (AEiz)z = %(Az—iy — 0fir N > 1.

Somit hat also die Energie pro Teilchen £ einen definierten Wert, obwohl die Einzel-

energien in (2.8.1) fluktuieren (,,Selbstmittelung”). In diesem Sinne kann man auch in
einem Wiarmebad von einer wohldefinierten inneren Energie sprechen, die man mit der
thermodynamischen Funktion U identifiziert.
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Kapitel 3

Grundlagen der statistischen Physik

Im Rahmen der klassischen Mechanik ist es prinzipiell moglich, die zeitliche Ent-
wicklung eines Systems von N Teilchen durch Losen der 3N-Bewegungsgleichungen
vollstindig und eindeutig zu berechnen, wenn die 6N Anfangsbedingungen bekannt
sind. Fiir makroskopische Systeme mit Teilchenzahlen N ~ 10?® wird dieses Verfahren
allerdings fragwiirdig:

1. Losung von 3N gekoppelten DGL wird fiir grofie Werte N praktisch undurchfiihr-
bar

2. Die notwendige Kenntnis der 6N Anfangsbedingungen wiirde eine Unzahl von
Messungen erfordern

3. Die Losung der Bewegungsgleichungen liefert iiberfliissige Informationen.

Interessant, weil leicht messbar und/oder gezielt verdnderbar, sind makroskopische
Eigenschaften wie Volumen, Druck, Temperatur, elektrischer Widerstand, Polarisation,
Magnetismus, etc, nicht jedoch Position und Geschwindigkeit eines jeden Teilchens.

Statistische Mechanik hat das Ziel, makroskopische Eigenschaften von Systemen
mit sehr vielen Teilchen auf der Basis des mikroskopischen Aufbaus der Materie zu
berechnen

Zentral dabei ist das Konzept der statistischen Gesamtheit:
anstelle des tatsdchlich vorliegenden Systems betrachtet man eine grofle Anzahl von
Kopien dieses Systems, die sich in allen moglichen Zustanden befinden kénnen, welche
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die vorgegebenen makroskopischen Bedingungen (z.B. konstante Gesamtenergie fiir ein
abgeschlossenes System = mikrokanonische Gesamtheit) erfiillen.

Eine statistische Gesamtheit ist dann charakterisiert durch die Angabe der Wahrschein-
lichkeiten, mit der die mit den makroskopischen Bedingungen vertrdglichen Zustande
(=Mikrozustdnde) in der Gesamtheit vertreten sind. Makroskopische Eigenschaften, die
eine zeitliche und raumliche Mittelung tiber das betrachtete System implizieren, werden
dann als Mittelwerte tiber die statistische Gesamtheit verstanden. Das Konzept der
statistischen Gesamtheit setzt zusammen mit den klassischen Bewegungsgleichungen
den Rahmen der klassischen statistischen Mechanik.

Grenzen der klassischen statistischen Mechanik sind dort erreicht, wo die Teilchen das
zu untersuchende System nach den Gesetzen der Quantentheorie beschrieben werden
miissen, denen grundsitzlich (egal ob das System aus sehr vielen oder wenigen Teilchen
besteht) Wahrscheinlichkeitscharakter anhaftet. Selbst bei maximaler Information {iber
das System, d.h. bei Kenntnis der Wellenfunktion W, erhalten wir nur Wahrscheinlich-
keitsaussagen iiber eine Gesamtheit von Systemen, welche gleichartig und in gleicher
Weise vollstandig prapariert sind (sog. ,,reine Gesamtheit”).

Héufig, insbesondere im Fall vieler Teilchen, kennen wir den Zustand des Systems
nicht vollstandig. Wir wissen nur, dass es sich mit gewissen Wahrscheinlichkeiten p;,
in den Zustinden [W,,) befindet (Beispiel: Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Spin-
Einstellungen in einem teilweise polarisierten Strahl freier Elektronen).

Eine solche ,gemischte Gesamtheit” wird durch den ,statistischen Opera-
tor”(,, Dichtematrix”)

0= Z P Wi )W (3.0.1)

beschrieben. Den Erwartungswert einer Observablen A erhélt man, indem man zunéchst
den quantenmechanischen Mittelwert (¥,,JA|¥,,) bildet und die erhaltenen Werte mit
den Gewichten p,, aufsummiert (statistischer Mittelwert).

Die Dichtematrix g korrespondiert zu der klassischen GrofSe der Dichtefunktion ggj,ss im
Phasenraum der klassischen Variablen g;,p;. Man kann daher auch direkt Quantenstati-
stik und klassische Statistik verbinden.

mit Dichtefunktion gy,ss und Dichtefunktional o

Statistische Mechanik wird aufgeteilt in:

statistisches Gleichgewicht: % =0

Nichtgleichgewichtsphdnomene: (;—f #0

Der Vorteil der statistischen Mechanik gegentiber der phanomenologischen Thermody-
namik:

Thermodynamik liefert nur Relationen zwischen verschiedenen makroskopischen Gro-
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3en. Statistische Mechanik erlaubt die Berechnung makroskopischer Grofsen direkt aus
den zugrunde liegenden mikroskopischen (atomaren) Eigenschaften des betrachteten
System:s.

3.1 Mikro- und Makrozustande

3.1.1 Mikrozustand

Mikrozustand ist durch eine vollstindig mikroskopische Beschreibung des Systems ge-
geben.
Beispiele fiir solche Systeme:

a) eine Gruppe von N Wiirfeln
b) ein ideales Gas
c) ein Spinsystem

Beispiel a: Fiir ein System aus N Wiirfeln ist ein Mikrozustand r durch die Angabe der N
Augenzahlen definiert

r=(ny,ny, ... Ny (3.1.1)
n; €[1,2,...,6] (3.1.2)

Fiir unterscheidbare Wiirfel gibt es 6" verschiedene Zustinde .

Physikalische Beispiele (b) und (c):

Das betrachtete physikalische System hangt von f Freiheitsgraden ab, die durch die ver-
allgemeinerten Koordinaten g = (q1,...,qy) beschrieben werden. Die Hamiltonfunktion
H(q,p) des abgeschlossenen Systems hdangt von diesen Koordinaten und den kanoni-
schen Impulsen p = (py, ... py) ab. Im Hamilton-Operator H(g,p) sind die entsprechenden
Operatoren einzusetzen.

In der Quantenmechanik wéahlen wir als Mikrozustand die Eigenzustinde des Hamil-
tonoperators:

HAlry = E|r) (3.1.3)
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Fiir ein System mit f Freiheitsgraden hdngen diese von f Quantenzahlen n; ab. Der
Mikrozustand ist durch

r=(ni,ng,...ns) (3.1.4)

definiert.
In Ortsdarstellung lautet (3.1.3):

H(q.p)¥:(q) = E;¥.(9) (3.1.5)

Im Rahmen der QM stellt die Wellenfunktion W,(g,t) die vollstindige Beschreibung des
Systems dar. Wegen der Schrodinger-Gleichung

MW@l -
in ;j):HW@ﬁ (3.1.6)

ist bei Vorgabe von W(g,tp) die Wellenfunktion W(g,t) und damit die Erwartungswerte
der Messgrofse fiir alle t > t festgelegt.

Beispiel b: im idealen Gas bewegen sich N Atome in einem (kubischen) Kasten mit dem Vo-
lumen V = L3. Vernachlissigen wir die Wechselwirkung zwischen den Atomen, bewegt
sich jedes Atom unabhéngig von den anderen im Kasten. Der Impuls des 9-ten Teilchens
sei pis. Es gibt insgesamt 3N karthesische Impulskomponenten py = (ps, ps,Ps.)-

Das Teilchen kann sich im Inneren frei bewegen, am Rand muss seine Wellenfunktion
aber verschwinden (Ubungsaufgabe: Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf). Aus
dieser Bedingung folgt, dass jede Impulskomponente bei N Teilchen nur die Werte

mth
Pr = T”k (3.1.7)
mit n, = 1,2,...,3N annehmen kann.
Damit ist ein Mikrozustand r durch
r=(mmny,...Nn3N) (3.1.8)

mitn, =1,2,... gegeben. Es gibt unendlich viele Mikrozustiande, denn jede Quantenzahl
nx € N. Bei vorgegebener Energie ist die Anzahl der moglichen Mikrozustiande aber
endlich.

Beispiel c: Simples quantenmechanisches Beispiel ist ein System aus N unabhéngigen Spin
1-Teilchen, fiir das nur die Spinfreiheitsgrade betrachtet werden. Misst man bei Anlegen
eines Magnetfeldes die Spineinstellung, so ist im Bezug auf die Messrichtung nur die
parallele oder antiparallele Einstellung jedes einzelnen Spins moglich. Wir kennzeichnen
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diese Einstellung durch die Quantenzahl s, = +1 fiir jeden einzelnen Spin. Ein Zustand
des Gesamtsystems ist durch

r= (SZ,1/SZ,2/ oo /SZ,N) (319)

mit s, 3 = +3 festgelegt. Es gibt 2V solcher Zustinde.
Sofern quantenmechanische Effekte keine Rolle spielen, konnen wir das betrachtete
System klassisch betrachten. Mikrozustand ist dann durch Punkt

r= (qlr---fofplz---,Pf) (3110)

im 2f-dimensionalen Phasenraum bestimmt. Der 2 f-dimensionaler Phasenraum wird
durch die g; und p; aufgespannt. Fiir N Gasatome hat er 6N Dimensionen. Klassisch sind
die Koordinaten und Impulse kontinuierliche Grofien. Wegen der quantenmechanischen
Unschérferelation konnen Ort und Impuls nicht genauer als

ApAq < g (3.1.11)

festgelegt werden. Wir kdnnen uns den Phasenraum in Zellen der Grofie = 2mhi zerlegt
denken.

Mikrozustand eines Systems von Teilchen kann einfach auf folgende Art beschrieben wer-
den: man nummeriere und indiziere in einer zweckmaéfiigen Reihenfolge alle moglichen
Quantenzustinde des Systems mit » = 1,2,3,.... Der Systemzustand wird dann durch
die Angabe der speziellen Zustandsnummer r des Zustandes beschrieben, in dem das
System vorgefunden wird.

In der klassischen Mechanik ist das Vorgehen véllig analog. Nachdem der Phasenraum
des Systems in geeignete Zellen gleicher Grofse eingeteilt worden ist, kann man diese
Zellen in beliebiger Weise mit den Index r nummerieren. Der Systemzustand wird dann
durch die Angabe des Index r der Zelle beschrieben, in dem sich der reprédsentative
Punkt des Systems befindet.

Eine Zelle im Phasenraum ist das klassische Analogon zum Quantenzustand

3.1.2 Makrozustand

Im allgemeinen ist es kaum moglich, den Mikrozustand eines Vielteilchensystems anzu-
geben, wegen der grofsen Zahl der Atome. Wir fragen uns deshalb: welche Mikrozustan-
de treten mit welchem statistischen Gewicht auf?
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Wir beschreiben dann den Zustand des Systems durch die Angabe der Wahrscheinlich-
keit p, fiir die Mikrozustdande r. Der so festgelegte Zustand des Systems heifst Makrozu-
stand, also gegeben durch

{&} = (PLP2p3, - ) (3.1.12)

Die Definition des Wahrscheinlichkeit setzt eine grofse Anzahl M gleichartiger Systeme
voraus, von denen M, im Mikrozustand r sind,

p. = lim % ~ % (3.1.13)
Die Gesamtheit der M gleichartigen Systeme, die P, festlegen, nennt man ,statistische
Gesamtheit”oder |, statistisches Ensemble”. Der Makrozustand wird durch ein statisti-
sches Ensemble reprasentiert.

Wir halten fest: Ein Mikrozustand ist ein bestimmter, mikroskopisch vollstindig de-
finierter Zustand. Im Makrozustand ist dagegen lediglich festgelegt, mit welcher

Wahrscheinlichkeit die moglichen Mikrozustdnde auftreten.

3.2 Quantenmechanische Beschreibung von Mikrozustanden:
Der statistische Operator (Dichtematrix)

[W,,) seien die moglichen Mikrozustinde und p,, die relativen Wahrscheinlichkeiten
dafiir, dass sich Systeme der Gesamtheit im Zustand [¥,,) befinden:

0<pu<l, Y pw=1 (3.2.1)

Bei einem solchen gemischten Zustand liegt keine vollstindige Information tiber das zu
beschreibende System vor.

Wenn das System sich in einem reinen Zustand |W,,) befande, so wiirde fiir die Obser-
vable A der Erwartungswert (W,,|A|¥,,) gemessen. Unsere unvollstandige Information
tiber das System erzwingt nun aber eine zusétzliche statistische Mittelung, da wir nur
die Wahrscheinlichkeiten p,, kennen, mit der das System tatsdchlich diesen Zustand an-
nimmt.

Im gemischten Zustand ist der Erwartungswert von A:

(AY =) Pk VAl ) (322)
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Es treten 2 unterschiedliche Mittelungstypen auf:
Die statistische Mittelung tiber die Gewichte p,, resultiert aus unserer unvollstandigen
Information. Zusatzlich gibt es prinzipiell die quantenmechanische Mittelung.
Die quantenmechanische Mittelung koénnen wir mit dem vollstindigen Ortho-
normalsystem [b;) (der reinen Zustinde) schreiben: wegen den Entwicklungen
(Wl = (W, by) (bil und [W,,)) = i (bj| W} b)) folgt:

1

]

(W AN,,) = I<\vm| i) <bilAlb;) (bj| W)

ij
= I(\M biy Ajj (bj| W) (3.2.3)
ij

mit Aij = <bZ|A|b]> (3.2.4)

Die statistische Mittelung betrifft die Erwartungswerte und fiihrt nicht zu Interferenzer-
scheinungen der reinen Zustidnde. Der gemischte Zustand resultiert also aus einer inko-
hirenten Superposition von reinen Zustianden. Eine einheitliche Bearbeitung der beiden
unterschiedlichen Mittelungsprozesse gelingt mit Hilfe des statistischen Operators

0= Z ARSI (3.2.5)

3.2.1 Eigenschaften des statistischen Operators

Es sei |p,) ein VONS (vollstandiges Orthonormalsystem) im Zustandsraum. Dann gilt
durch zweimaliges Dazwischenschieben der 1 = }_; |@;{¢;l:

<A>:;pm<wm- 1 1A 1 W,

N——
LilpiXeil  Xjlei)}e;l

= Z Z Pm <\ym| ®i) <(Pi|A|(Pf> <(Pj| \I/m>
m.qj
=Y @iAlop) Y o (i Won) (W] i)

ij ~——~——" m
A,‘j
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=) Ao = ) (Adki = ), (ilAoli) (3:26)
ij i

mit g;; = Z Pm ((pj| \Ifm> <\I’m| Qi) (3.2.7)

Gemif3 (3.2.6) lassen sich mit p die Erwartungswerte von Observablen durch Spurbildung
von Matrizen berechnen:

(A) = Sp(eA) = Sp(Ao) (3.28)

mit Definition der Spur:

Sp(X) = Z (n|Xln) (3.2.9)

Aufgrund der Definition (3.2.5) gilt o = ¢*, d.h. g ist hermitsch

Die Spur ist unabhédngig von der verwendeten Orthonormalbasis. Wegen Symmetrie
Sp(AB) = Sp(BA) folgt, dass Sp(A) unabhiingig von der Darstellung ist. Es gilt mit A" =
SAS™L.

Sp(A’) = Sp(SAS™) = Sp(AS™LS) = Sp(A) (3.2.10)

Weiterhin ist g positiv definit, denn fiir jeden beliebigen Zustand |p) gilt:

(Plolpd = Y pu (| W) (Wl )

=Y pulp| i) 20 (3.2.11)

Der Erwartungswert von g im normierten Zustand |¢) stellt die Wahrscheinlichkeit daftir
dar, das System in diesem Zustand anzutreffen.
In der Quantenmechanik wurde der Projektor-Operator

P = [WXW| (32.12)

eingefiihrt. Der Erwartungswert (¢|P|@) in einem reinen Zustand entspricht der Wahr-
scheinlichkeit, mit der |¢) in [¥) enthalten ist.
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Fiir Erwartungswert in einem gemischten Zustand bekommen wir mit (3.2.8) und (3.2.9)

(P) =Sp(Po) = Sp(¥)(Wlo)
=sp (Z pul®) (W] W,.) <wm|)
-2 iigm (onl ) (W[ W) (V] 1)
=$P}Z (¥ ‘I’m>; (W] ) {@n] P)

L (Wlolpn)
=Y (Wlolon) (pn] ¥) = (WlolW)

also
(P) = (W|o|¥) (3.2.13)

mit VONS folgt

Sp(o) = Z (@Pnlolpn) = Z Z <§0n| Win) <‘ym| Pn) Pm

=) Pl Wl [Z Ison><sonl] W) = Y o (Pl W)

—————

=1
m

weil W, reine Zustande nach Voraussetzung.
Es folgt also

Sp(o) =1 (3.2.14)

Dies folgt ebenso aus (3.2.8): (A) = Sp(pA) mit A = 1.
Auch reine Zustande lassen sich als Spezialfall behandeln. Hierbei ist p, = 1 und p;, =0
Vm # n. In diesem Fall ist nach (3.2.5)

ow = [WXW| =P (3.2.15)
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gleich dem Projektor (3.2.12).
Uber ¢? lassen sich reine und gemischte Zustdnde voneinander unterscheiden. Es ist

P =) Pl (Wal Y pulW (Pl
= Z ; Papl W) (Wl W) W)

6)1"}
=Y P (3.2.16)
n

Daraus folgt

Sp(e®) = Y pASp X Wal) “=7 Y 2 Splow,)
——
" " =1nach (3.2.14)

= Sp(®) = )1} (3.2.17)
Es gilt aber wegen 0 < p, < 1:
Y <Y pa=1 (3.2.18)

5 , |=1 fiir einen reinen Zustand
= 5p(e) = Z Pn : (3.2.19)
- <1 fiir einen gemischten Zustand

Da sich iiber den statistischen Operator ¢ alle experimentell tiberpriifbaren Aussagen
tir ein gegebenes physikalisches System berechnen lassen, gilt:

Zwei gemischte Zustdnde sind identisch, wenn sie durch denselben statistischen
Operator beschrieben werden.

3.2.2 von-Neumann-Gleichung

Im Schroédinger-Bild gilt fiir die Zeitableitung der Wellenfunktion

ih%m!(t)) = H¥(t)) (3.2.20)
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3.2 Quantenmechanische Beschreibung von Mikrozustanden

Wegen Hermitezitdt des Hamilton-Operators folgt
. d -
—1h§(\y(t)l =(VY(IH (3.2.21)

Wir erhalten also fiir den statistischen Operatoren

d
6= = 2 PulPu)(al

m

0 Jd

(3.2.21) 1, 1 ,
=Y |2 AWl = 1)1

i

_hm

=~ (Fo- o) = 1 [ALg]

(APl ) Wl = PP

d.h. die “von-Neumann-Gleichung”
i
0=—7 [l (3.2.22)

als quantenmechanisches Analogon zur Liouville-Gleichung der klassischen Mechanik
(siehe Kapitel 3.3)

0= {H,0} (3.2.23)

mit der Hamilton-Funktion.
Nehmen an, dass |E;;) Eigenzustand des Hamiltonoperators H zum Eigenwert E,, ist:

HIEw) = EmlEm) (3.2.24)
Mit e FH als zugeordnete Reihenentwicklung definiert, gilt dann
ePMEw) = e PP |Ey) (3.2.25)

und weiter

e~PH Z E,) = Z e PEn|E,,)) (3.2.26)
m m
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sodass schliefslich

e PN |EwXEnl = Y e PErIE, XEy| (3227)

m

Wegen der Vollstandigkeitsrelation }_,, |[E;;){E| = 1 gilt fiir die linke Seite von (3.2.27)

e PN |EwXEnl = e P = Y e FEnE, )(Ey| (32.28)
m m

Wichtig fiir spéter (Zustandssumme der kanonischen Gesamtheit) ist der Ausdruck

Z(T) = Z ¢ PEn (3.2.29)

n

Wir konnen dies darstellungsunabhingig formulieren druch
(1) =Sp(e ) (3.2.30)
denn in Energiedarstellung bekommen wir wieder
2(T) = Sp(e) = Y (EulePIE,)
n

(3.2.26) —BEx — ~BEx
= (Enle p |En) = e (Enl En)
1
= Z e_ﬁE"
n

3.3 Klassische Beschreibung von Mikrozustanden durch
Dichtefunktion gy

Wir skizzieren kurz die klassische Beschreibung einer statistischen Gesamtheit und zei-
gen die Analogie zur Quantenstatistik auf.

Ein klassisches mechanisches System ist vollstandig beschrieben durch die Angabe der
Orts- und Impulskoordinaten der Teilchen als Funktion der Zeit:

qOpt)}) i=1,...3N (3.3.1)

In dem 6N-dim. Raum der Koordinaten g;,p; (Phasenraum) wird das N-Teilchen-System
zu jedem Zeitpunkt t durch einen Phasenpunkt dargestellt. Im Laufe der Zeit bewegt sich
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3.3 Klassische Beschreibung von Mikrozustanden

der das System kennzeichnende Phasenpunkt geméfs den Hamiltonischen Bewegungs-
gleichungen

JH . d

'i:__, i == 3-3.2
Pi= =00 1= 5 (33.2)

mit H = H(g;,p;) (Hamilton-Funktion) auf einer Trajektorie durch den Phasenraum.

pi

p(t')

p(t") qdi

p(t)

Abbildung 3.1: Trajektorie im Phasenraum; p(t): Systemzustand zur Zeit ¢

Die statistische Gesamtheit von Systemen beschreiben wir durch Dichtefunktion
ok(qi,pi,t) im Phasenraum:
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Ga

Gy

t=t q t>t 9

Abbildung 3.2: Bewegung eines Volumens im Phasenraum

Wie in Abb. 3.2 skizziert, betrachten wir die Lage von f Massenpunkten zur Zeit t; in
einem Gebiet G; im 2 f-dimensionalen Phasenraum mit dem Volumen

AV = Aql AthAplApf

Bezeichnen wir mit AN die Anzahl der f Massenpunkte, dann gilt fiir die Teilchendichte

_ AN
Okl = TN

Mit Ablauf der Bewegung entsprechend den Hamitonischen-Bewegungsgleichungen
(3.3.2) fiir alle f Teilchen transformiert sich das Gebiet G in das Gebiet G».

Satz von Liouville: Das Volumen irgendeines beliebigen Gebiets des Phasenraums bleibt erhalten,
wenn sich die Punkte seiner Bewegung entsprechend den kanonischen Gleichungen bewegen.
Oder anders formuliert: Die Dichte der Punkte im Phasenraum g, in der Umgebung des
mitbewegten Punktes ist konstant.

Beweis: Wir betrachten die Bewegung von Systempunkten durch ein Volumenelement
des Phasenraums. Die Projektion des 2 f-dimensionalen Volumenelements auf die g-pi-
Ebene ist gleich der Flache ABCD in Abb. 3.3.
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Pk T
D C

qk

Abbildung 3.3: Zum Beweis des Satzes von Liouville

D_er Fluss von Punkten durch die Seitenfldche, deren Projektion auf die gi-px-Ebene gleich
AD ist, ist durch

oxdx dpr dVi

gegeben, weil sich in Richtung g; alle Punkte mit der Geschwindigkeit 4, bewegen und
dpy AV die Grofie der Seitenfldche ist. Dabei ist

das (2f — 2)-dimensionale Restvolumenelement.
Fiir den Fluss der bei BC austretenden Punkte ergibt die Taylor Entwicklung

d
[leilk + a—(QkMk) ko] dp dVi
qk
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Analog berechnen wir den Fluss in p;-Richtung:

Eintritt durch AB: okPr dgi dVi

— 0
Austritt durch CD: [lepk + W(kak) dpk] dgx dVi
k

Aus der Differenz der ein- und austretenden Fliisse berechnen wir die Anzahl der in dem
Volumenelement vorhandenen Punkte zu

Jd d
—dV | L (oudn) + 2 (out
[ ™ (Okir) e (kapk)]

Durch Summation tiber alle k = 1, ..., f erhdlt man die Anzahl dv% der steckengeblie-
benen Punkte, also

% =- kZ:‘ [a%k(é?kl%) + %(leﬁk)] = —kZ; [%qk + @kzg—Z: + gip’:ﬁk + lej_;’z; (3.3.3)
Mit den Hamiltonschen-Bewegungsgleichungen (3.3.2)
. __oH . _0H
Pk = —a—qk ;o k= a—pk
folgt
dgx _ PH opx __ PH
dqx — Iqdpx  Ipx  Ipkdax
sodass

Gleichung (3.3.3) reduziert sich dann auf den Liouville-Satz

f
do. dou. | dow  dow _
; [a—quk + a—Pkpk + 7 = T =0 (334)

oder gy = const. Q. E. D.
Gleichung (3.3.4) schreiben wir in Form eine Kontinuitatsgleichung in 2f = 6N Dimen-
sionen:

dou _ don

& = * div(gu Vi) = 0 (3.3.5)
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Via = (dipi)

Gleichung (3.3.4) lasst sich in eine kompakte Form bringen, wobei die Analogie zwischen
klassischer Verteilungsfunktion gy und statistischem Operator ¢ deutlich wird.

f f
P, Aok . dou |
0=—=ou+ E ——q; + E ——
ot i Iy x i Ipi P

f
(332 @ + Z {anl oH Jdoy 8H}

ot py gk Ipx Pk Ik
={ou,H}
= 2% H) (336)
ot ! e
mit Poisson-Klammer
f
df dg  Jf dg
ol = —_——— 3.3.7
gl ,;‘ (9qk opx Ik I (337
Mit {g,f} = —{f,g} folgt die “Liouville-Gleichung”
2 o1 = 1H,oul 3.38
;% = {Hou (3.3.8)

Eine klassische statistische Gesamtheit befindet sich im statistischen Gleichgewicht,
wenn

ok
S 0 (3.3.9)
Dieser Fall ist auf zweierlei Weise realisierbar, ndamlich durch
ok(qi,pit) = const. (3.3.10)

oder durch

o1 = 0a(Qri) (3.3.11)
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wobei Qy eine Erhaltungsgrofe ist. Fiir Erhaltungsgrofien gilt
d = Q.  IQu.\ _
dtle_;( aql qz+ apl pi =0

oder {H,Qu} =0
Nach (3.3.8) folgt

d
;% = T1H0a(Q)}
_ Ly [H @ a_Ha@ka)]
i=1

f
N Z [9H do dQ  JH doy 3Q]

a_qi Ipi _3171‘ aqi

dq; dQ dp;  dp; IQ Ig;

i=1

dou
= +%{HIQ} =0
Da die Zahl N der Systeme der Gesamtheit fest ist, konnen wir gy so normieren, dass
3N
fH dg; dpiou(qipit) = 1 (3.3.12)

i=1

Fiir eine Observable Ay erhalten wir deren Mittelwert tiber die durch gy beschriebene
Gesamtheit zu

3N
) = [ ] dn dpioupnaup) (3313)
i=1

Die klassische Mittelung ergibt sich also durch Momentenbildung der Wahrscheinlich-
keitstheorie (siehe Kap. 2) mit o = gy

3.4 Zuordnung von Quantenstatistik und klassischer
statistischer Physik

Die korrespondierenden Grofien sind:
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Klassisch Quantenmechanisch
Phasenraumfunktion = Observable (Operator)
A(d:,p7) A
Dichtefunktion (Verteilungsfunktion) = Statistischer Operator
ox1(qi,pi) 0
Poisson-Klammer S Kommutator
=V [9EJG _ JF JG LIEGT = i[EC — &F
(FGI =1 (£ - 2£2) LEG] = HIPG - G
Phasenraumintegration = Spur
1
mf...fdsqup... Sp( )
= Mittelwerte

Faktor aufgrund von Gleichheit mit Spur

Liouville-Gleichung & von-Neumann-Gleichung
ok = {H, 01} 0=—+[H,0]
{H,le} — 0 stationdre Gesamtheit [H,Q] — 0

3.5 Fundamentale Aufgaben der statistischen Mechanik

Als fundamentale Aufgaben der statistischen Mechanik ergeben sich:

1. Bestimmung von o bzw. gy in Abhédngigkeit von den betrachteten Systemen unter
den jeweiligen makroskopischen Bedingungen

2. Berechnung makroskopischer Eigenschaften bei bekannten g bzw. gy

3. Klassen von makroskopischen GrofSen:
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a)

b)

Fiir Grofsen, denen in der Quantenmechanik eine Observable korrespondiert,
dargestellt durch einen selbstadjungierten Operator, benutzen wir das bespro-
chene (Kap. (3.2)) Verfahren der Mittelwertbildung. Die innere Energie U eines
Systems z.B. berechnen wir als

U = Sp(o,H) (3.5.1)

wobei [ der Hamiton-Operator des Systems ist.
Ebenso fiir die Magnetisierung

<M >= Sp(o,) (35.2)

aus dem magnetischen Moment ﬁ

Zweite Klasse makroskopischer Grofsen sind Parameter wie Volumen, dufsere
makroskopische, klassische Felder, raumliche Position des zu untersuchen-
den makroskopischen Systems. Von solchen Parametern nehmen wir an, dass
wir sie mit jeder gewiinschten Genauigkeit bestimmen kénnen. Die beiden
wichtigsten - Volumen, dufSere Felder - gehen als Parameter iiber die Wellen-
funktion in die Theorie ein, z.B. Normierungsvolumen V, Magnetfeld B.

Dann gibt es im Rahmen der Thermodynamik Groflen, die weder in der
klassischen Mechanik noch in der Quantentheorie vorkommen, z.B. Entropie
S und Temperatur T.
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Statistische Definition der Entropie

4.1 Shannon-Entropie als Mass flr fehlende Information

Statistik benutzt man, wenn man trotz unvollstindiger Informationen {iber ein System
von makroskopischer Dimension Aussagen tiber makroskopische Eigenschaften machen
mochte.Es liegt deshalb nahe, noch einem quantitativen Mass ftir Information zu suchen.

Uber einen Gegenstand unseres Interesses (z.B. Wettertage) gewinnen wir Information in
Form von Nachrichten (Angabe der Windstarke, Lufttemperatur, usw.). Je unwahrschein-
licher eine Nachricht ist, desto grofler der Gewinn an Information, wenn man diese
Nachricht tatsdchlich empfangt. Insbesondere bringt eine mit Sicherheit zu erwartende
Nachricht (z.B. Lufttemperatur im August in Bochum oberhalb —30°C) keine Informati-
on. Wenn die Wahrscheinlichkeit, die Nachricht i zu erhalten, p; ist (0 < p; < 1), so muss

die Information I(> 0), die wir durch Erhalt der Nachricht i erhalten wiirden, anwachsen,
wenn p; abnimmt. In Formeln

Ip)=0 falls pi=1 4.1.1)

und
Ip) = 1(p;)  falls  pi<p; (4.1.2)

Die konkrete Form der Funktion I(p;) ergibt sich aus der plausiblen Annahme, dass die
Information bei voneinander unabhingigen Nachrichten additiv ist. Wenn p;, p; die Wahrschein-
lichkeiten der voneinander unabhéngigen Nachrichten i, j sind, so ist die Wahrschein-
lichkeit, beide Nachrichten zu erhalten, das Produkt p;p;. Die Additivitit der Information
besagt dann

Ipipj) = I(pi) + I(p)) (4.1.3)
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Die Losung der Gleichungen (4.1.1) - (4.1.3) ist
I(pi;) = —ClInp; (4.1.4)

mit Konstante C > 0und 0 <p; <1

Nach diesen Vorbemerkungen tiber die Grundlagen der Informationstheorie betrachten
wir eine statistische Gesamtheit, deren Systeme sich mit den Wahrscheinlichkeiten p; in
den Mikrozustinden [¢; > befinden. Wiirden wir bei einer vollstindigen Messung an
einem willkiirlich herausgegriffenen System der Gesamtheit feststellen, dass es sich im
Zustand [¢; > befindet, so wire unser Informationsgewinn proportional In p;; umgekehrt
konnen wir Inp; als Mass fiir unseren Mangel an Infomation ansehen, wenn wir diese
Messung nicht durchfiihren, was wir weder praktisch kénnen noch wollen. Die uns
beziiglich des betrachteten Systems fehlende Information konnen wir dann messen durch
den statistischen Mittelwert

S=—ks ) pilnp; (4.1.5)

Die hier eingefiihrte Grofie S wird sich als Entropie des Systems erweisen; kp ist die
Boltzmann-Konstante.

Im Fall einer reinen Gesamtheit im Zustand |¢; > ist
pi = 1fallsi=m;p; = 0sonst, (4.1.6)

damit wird offensichtlich S = 0. Dies ist verniinftig: wenn wir schon mit Sicherheit
wissen, dass sich das betrachtete System im Zustand |¢; > befindet, so bringt uns die
Bestatigung dieser Tatsache durch eine Messung keinen Informationsgewinn.

Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmégig, S durch den statistischen Operator
p auszudriicken.

Behauptung

S = —kpSp(pInp) = —kp <Inp>mitp =Y pultpn >< Yyl 4.17)
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Beweis

Sp(plnp) = Z < YilpInplyp; >

3.25
=23 Y < il > < Pl Inplipi > puy
i M ——
6i,m

= ZPz‘ < yillnpl; >
i
_ Z pilnp (4.1.8)
i
weil die Zustdnde [¢; > Eigenzustdnde zu p mit den Eigenwerten p; sind, also

ply; >= melv,bm > < Pl > = pilg; > (4.1.9)
m N ——
6mi

Nach (4.1.7) und (4.1.5) ist die Entropie der statistische Mittelwert des Operators —kg In p

4.2 Ein einfaches Beispiel

Drei Teilchen mit Spin % seien an verschiedenen Raumpunkten lokalisiert; zwischen den
Teilchen besteht keine Wechselwirkung. Je nach der Spinstellung zu einem konstanten,
homogenen Magnetfeld B sei das mogliche Moment eines einzelnen Teilchens = u.
Insgesamt gibt es 8 Mikrozustidnde:

Gesamtmoment Gesamt-Energie

1 Mikrozustand ™ 3u -3uB
1 Mikrozustand Ul -3u 3uB
3 Mikrozustande T!T, TT., ITT U —uB
3 Mikrozustinde |T], [IT, Tl —u uB

Berechnen nun die Entropie des Systems gemafs (4.1.5) fiir die folgenden Félle:
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1. Haben wir iiber das System keine weiteren Kentnisse, so sind alle Mikrozustdande
gleich wahrscheinlich (Annahme der geringsten Voreingenommenheit). Dann ist

pi = 3 Vi sodass (4.2.1)

S =—kp lné =k In8 (4.2.2)

2. Es sei bekannt, dass E = uB fiir das Gesamtsystem ist; dies ist nur durch drei
Mikrozustande realisierbar, die ihrerseits wieder gleich wahrscheinlich sind. Also

1
pi=3 i=1,2,3 sodass (4.2.3)

S =—kg 1n% = kgIn3 (4.2.4)

3. Es sei bekannt, dass die Gesamtenergie E = —3uB ist, Diese Situation ist auf nur
eine Weise realisierbar; also besitzen wir vollstindige Kenntnis iiber das System.
Es wird

S=—-kplnl =0 wieerwartet (4.2.5)

4.3 Zeitliche Anderung der Entropie

Die Definition von S durch (4.1.5) zeigt, dass S zeitlich konstant ist, da die Zahlen p,,
(vom Konzept der statischen Gesamtheit her) nicht von t abhdngen. Wenn wir also S
als Entropie interpretieren wollen, so ist unsere Theorie auf reversible Prozesse bzw.
die Beschreibung von Gleichgewichtszustanden beschrénkt; irreversible Prozesse sind
mit einer Entropiednderung verbunden. Das wir im Rahmen der bisherigen Theorie
irreversible Prozesse nicht erfassen konnen, ist nicht verwunderlich; die klassischen Be-
wegungsgleichungen fiir ein abgeschlossenes System sind invariant unter Zeitumkehr,
d.h. zu jeder Losung {g;(t),pi(t)} ist auch {g;(—t), — pi(—t)} eine mogliche Losung der Bewe-
gungsgleichungen, z.B. ist Bewegungsgleichung
d2
miﬁqi =K; wegen 2. Ableitung in ¢ (4.3.1)

invariant unter der Operation t — t’ = —t.
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Anschaulich bedeutet Zeitumkehr, dass die Bahnen auch in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen werden.

Die entsprechende Aussage gilt auch fiir die Losung der Schrédinger-Gleichung. Die von-
Neumann-Gleichung p = —£[H,p] und Liouville-Gleichung px; = {H,p} fiir das zeitliche
Verhalten von p bzw. pg; sind eine direkte und exakte Konsequenz der Schrodinger-
Gleichung bzw. der Bewegungsgleichungen, so dass durch die Einfiihrung des statisti-
schen Operators p bzw. der Dichtefunktion py die Zeit Umkehr-Invarianz nicht zerstort
wird. Unsere Theorie hat daher fiir irreversible Prozesse in der bisherigen Form keinen
Platz und ist spater entsprechend zu erweitern.

4.4 Die Postulate der statistischen Mechanik

Das Konzept der statistischen Gesamtheit und die Definition der Entropie (als Mangel
an Information) bieten eine ausreichende Grundlage fiir die statistische Mechanik. Die-
ser Rahmen gewinnt allerdings erst dann praktischen Wert, wenn wir fiir ein System
von N Teilchen zu vorgegebenen makroskopischen Bedingungen angeben kénnen, mit
welchen Wahrscheinlichkeiten die Mitglieder der statistischen Gesamtheit sich auf die
Mikrozustdnde des betrachteten Systems verteilen.

Weil die Kenntnis einiger weniger makroskopischer Daten die statistische Gesamtheit
im allgemeinen nicht eindeutig festlegt, miissen wir Postulate in die Theorie einbrin-
gen, die eine Bestimmung der oben erwdhnten Wahrscheinlichkeiten erlauben. Daher
werden wir versuchen, im Rahmen des Prinzips der geringsten Voreingenommenheit
alle zur Verfiigung stehenden Informationen tiber das System auszunutzen (,, The whole
truth, and nothing but the truth”). Die uns zur Verfiigung stehende makroskopische
Information konnen wir in Form statistischer Mittelwerte erfassen.

<Ri>=r, i=123,...,h (4.4.1)
(4.4.1) kann sowohl die Festlegung von Mittelwerten von Observablen bedeuten als

auch ihrer mittleren quadratischen Schwankungen. Als fundamentale Postulate der
statistischen Mechanik fithren wir nun ein:

Postulat I: Alle Zustiande |D,) einer vollstindigen orthonormierten Basis haben
gleiche a-priori-Wahrscheinlichkeiten
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Damit ist gemeint, dass die Quantentheorie als solche keine Tendenz hat, gewisse Zu-
stande (z. B. solche, die energetisch dicht beieinander liegen) gegeniiber anderen (solche,
die energetisch weniger dicht beieinander liegen) zu bevorzugen. Unterschiede in der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung entstehen erst durch makroskopische Bedingungen, die
dem System auferlegt werden. Speziell hat Postulat I zur Folge, dass bei totaler Unkenntnis
tiber den Zustand des Systems alle Mikrozustdnde mit gleicher Wahrscheinlichkeit in
der Gesamtheit vertreten sind.

In der klassischen Physik lautet Postulat I: Gleiche Volumina im Phasenraum haben
gleiche a-priori-Wahrscheinlichkeiten

Da die zur Verfiigung stehende makroskopische Information im allgemeinen nicht zur
Bestimmung des statistischen Operators p ausreicht, benotigen wir ein Kriterium, wel-
ches zwischen verschiedenen p’s, die alle den makroskopischen Bedingungen geniigen,
eine Auswabhl trifft. Als Kriterium benutzen wir die fehlende Information S: wenn fiir
zwei statistische Operatoren p; # p», welche beide die makroskopischen Bedingungen
erfiillen, 51 > S, gilt, so enthélt p, zusitzlich Information gegeniiber p;, welche nicht
durch Messung gesichert ist. Wir geben daher p; den Vorzug, um die Theorie so gut wie
moglich von Willkiir freizuhalten. Damit ergibt sich:

Postulat II: Dem betrachtetem physikalischem System wird der statistische Operator
zugeordnet, der den makroskopischen Bedingungen geniigt und dabei maximale
fehlende Information reprasentiert.

Im nédchsten Kapitel benutzen wir die Postulate I und II, um unter verschiedenen makro-
skopischen Bedingungen den Fall des statistischen Gleichgewichts zu untersuchen.
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Kapitel 5

Statistische Gesamtheit im Gleichgewicht

5.1 Die mikrokanonische Gesamtheit

Von einem isolierten System wissen wir, dass es scharfe Energie E, festes Volumen V

und scharfe Teilchenzahl N besitzt. Die mit E, V, und N kompatiblen Mikrozustdande

bezeichnen wir mit [ >;i=1,2,3,...,z,. Dann hat der statistische Operator die Form
—1

Zm

p= Zpilg ><yl, (5.1.1)

i=1

wobei z;,, die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten des Mikrozustandes angibt.
Es bleibt die Aufgabe, die Koeffizienten p; zu bestimmen. Dazu benutzen wir Postulat II,
dass die fehlende Information maximal sein soll. Es muss daher das Variationsproblem

05=0 (5.1.2)
unter der Nebenbedingung
Sp(p)—-1=0 (5.1.3)
der Normierung von p, gelost werden.
Gleichungen (5.1.2) und (5.1.3) sind dquivalent zu
O[S —A[Sp(p)—1]] =0 (5.1.4)

wobei beziiglich der p; zu variieren ist, A ist eine noch zu bestimmende Konstante
(Lagrange-Parameter).
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Mit p aus (5.1.1) erhalten wir

Zm

Sp(p) = SpQY_ pilr, >< )

i=1

Zm Zm
=L 1Pyl <dln> =) p,
n 1:] ~ I N — l=1
5ni 61’71

und nach Gleichung (4.1.8)

Zm

S = —kgSp(pInp) = —kp Zpi Inp;

i=1

Gleichung (5.1.4) lautet damit

5{kBZZmpilnpi +/\ipi —/\] =0
i=1 i=1

sodass

Zm

0 &
a_p(kBZPilnPi +/\ZP1' -1)=0,
! i=1 i=1

also

1
kg (lnp] + p]—) +A=0

:>11'1p]+1:_: lnp]-:———lz const.

kg

Der Parameter A wird so bestimmt, dass Nebenbedingung (5.1.3) erfiillt ist:

Zm

Sp(p)—lzij—lzzmpj—1:0
j=1

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.11)

(5.1.12)
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5.2 Die Kanonische Gesamtheit

dh. A = kg(Inz, — 1) (5.1.13)

Das Ergebnis (5.1.13) bedeutet Gleichverteilung auf die moglichen Mikrozustdande, im
Einklang mit dem Postulat I gleicher a-priori-Wahrscheinlichkeiten!

Fiir die Entropie (5.1.6) folgt damit

Z Z
S = —k leilnpi _ Z; aln(a) gl (5.1.14)

also die historische Bolzmann-Gleichung S = kg In W!

Gleichung (5.1.14) wird oft als Definition von Entropie benutzt, wobei z,, nichts anderes
ist als die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten des Mikrozustands. Es sollte jedoch klar
geworden sein, dass S aus (5.1.14) sich auf den Fall des statistischen Gleichgewichts
bezieht.

Die Grofie z,, ist abhdngig von E, V, N. Dadurch wird auch S = S(E,V,N) Funktion dieser
Grofsen.

Weil exakte Energiemessungen auf Grund der Unschérferelation praktisch nicht durch-
fihrbar sind, ist es zweckmaéfig, die Definition der mikrokanonischen Gesamtheit etwas
aufzuweichen. Wir ersetzen (5.1.12) durch

(5.1.15)

L fallsE-0E<E;<E
pi=43."
0 sonst

wobei z,, die Zahl der zwischen E — 0E und E liegenden Mikrozustdnde ist. 6E ist grofier
als die experimentelle Energie-Unschérfe zu wihlen, jedoch klein verglichen mit der
Gesamtenergie.

Zy = Z 1 (5.1.16)
rE-OE<E;<E

5.2 Die Kanonische Gesamtheit

bezeichnet ein statstisches Ensemble mit Kontakt zu Wirmereservoir, sodass < E >= U = const.
und ausserdem N = const. und V = const.
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Wir fordern im Gegensatz zu Kapitel 5.2 nicht mehr, dass alle Systeme der Gesamtheit
die gleiche konstante Energie E besitzen, sondern schreiben nur noch die innere Energie
U als Mittelwert vor:

U = Sp(pH) = const. (5.2.1)

Entspricht der praktisch hédufig gegebenen Situation, dass das betrachtete System eine
schwache Wechselwirkung mit seiner Umgebung besitzt. Dann ist die Energie des Sy-
stems keine exakte Konstante der Bewegung: sie ist auf Grund der Wechselwirkung mit
der Umgebung Schwankungen unterworfen.

Im statistischen Gleichgewicht hat p die allgemeine Form

p=) pilv ><y] (5.2.2)

Hly; >= Eilg; > (5.2.3)

Aufgabe: Zahlen p; mit Postulat I berechnen, durch Lésung des Variationsproblems

05=0 (5.2.4)
mit
S =-KiSp(pInp) = —ks Y pilnp; (5.2.5)
i
unter den Nebenbedingungen
Sp(p)—1=0 und Sp(pH)-U=0 (5.2.6)

Mit 2 Lagrange-Parametern (A und kgp) erhalten wir mit Gleichung (3.2.5)

SpaR) = ) PiloRlyid = ), ) < ilthnr > Pl g

= Z meEi < Eblllpm >< l/)mlll)l > = ZpiEi ,

i

Oim Oim

sodass

o [—kB Z pi ll’lpi - kBﬁ [Z piEi - UJ -A (Z pi — 1)] =0 (5.2.7)
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Die Summe }_; ist tiber alle Zustdnde |i); > zu erstrecken, die zu festen Volumen V und

fester Teilchenzahl N gehoren. Variieren beztiglich p It

&ip]- [kB Z pi lnpi + kBﬁ (Z piEi -u

= kg (hlp]‘ + p]pl) + kBﬁEj +A=0
j

+ A

o)

A
also lnp]-+l+‘BE]-+E:0
A
Inp; = ~pE; - 1=~ 1
sodass p; = c1 exp(—BE))

Die von A abhingige Konstante ist so zu wéhlen, dass }; p; = 1, also
1 1
- = —BEi -
1= Zpl ClZ =a= 16[315 ZK

1
=pj= gt

wobei Zk die Kanonische Zustandssumme ist:

Zx = Z exp(—BE;)

i

Mithilfe von Zg erhalten wir fiir U und S:

. _ P
uzzi"pia_ ZE PE: = Kaﬁz PE: = zKaﬁZK:_%anK
—bE;

95‘3 !

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)

(5.2.13)

(5.2.14)

(5.2.15)
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1 g_ﬁEi e_ﬁEi
- _ . = _~ ,PEi - . [—RF. —
S kBZi:pllnpl kBZi:(er )ln 7 kBZi“ 7 [-PEi—InZd]  (52.16)
anK _RF. ,B _RFE. 1 BZK
= BEi L o PEi| = g7z
ke | = Zi‘e +ZK;E16 kg [anK P75 ﬁ] (5.2.17)
~—_——— |
Zx _%ZK
[ 0
ZkB anK—‘B%h’IZK] (5.2.18)
also
U=-ZInzy, S=ks|nZx-p2LInz (5.2.19)
=98 Kk, S=ks K ﬁ&ﬁ K 2.

Die Kombination von (5.2.19) ergibt
S =kgInZg + kgl = S(B,V,N) (5.2.20)

Wir definieren nun wie in der Thermodynamik die Temperatur durch

1 _(os
7= (w)w (5.2.21)

Damit kann f als Funktion der Temperatur ausgedriickt werden: nach (5.2.20) ist

ds _ (aanK) dg + (aanK) dv + (alnzK) AN+ Udg+pdU  (52.22)
ks B Jon WV Jin N iy
_ [(ah‘ZK) " u} dp + (M) v+ (‘m—ZK) dN+pdU  (5223)
B Jon WV Jin N oy
“0 (5.2.19)
sodass
dS = kpf dU + ks [ PIDZK)  qv 4k (2IRZK) gn (5.2.24)
WV Jin N )y

mit S = S(U,V,N), d.h. S ist Legendre-Transformierte von kg In Zg!
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5.3 Energiefluktuationen

Aus (5.2.24) folgt (%)VN = kpf sodass
- L (5.2.25)
Und es folgt fiir die Entropie (5.2.20)
u
S=kgInZg + ? (5.2.26)

Mit der Kanonischen Zustandssumme (5.2.14)

Zk(T,V.N) = Z exp(]:B—b;i (5.2.27)

folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, in der Gesamtheit Systeme mit dem Mikrozustand i
anzutreffen, der Ausdruck

-E;

1 &
pi = Z—KekBT (5.2.28)

Fiir die aus der TD bekannte freie Energie erhalten wir mit (5.2.26)
F=U-TS=U-kgTInZg — U = —kgT In Zx(T,V,N) (5.2.29)

F ist ein thermodynamisches Potential und das TD Verhalten des Systems ist damit
vollstandig beschrieben.

5.3 Energiefluktuationen

Mittelwert der Energie: < H >=E = U.

. A 2
Berechnen Energiefluktuation < (H -<H >) >= (AE)?, wobei wir noch Gleichung (5.2.28)

1
. — = ,PBEi(x)
pi ZKE (5.3.1)
und Gleichung (5.2.27)
Zx(T,V,N) = E exp(—E;(x)) (5.3.2)

1
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verwenden, hierbei steht (x) fiir die dufSeren Parameter (V und N).

Mittelwert der Energie ist:

e~ PEi(®)
E(Tx) = = Z Ei(x)e PEitx (5.3.3)
Verwenden
9Zk _ SBE) _
ra ZE e PE®) = _7,F; = —~ZxE(T,x) (5.3.4)
und
g d( 1y 1 _ B
aT - dr (kB_T) ST T (3.5
Ableitung um (5.3.3):
aE(T,x) _ 8ﬁ aE(T,x) _ ﬁ a _ﬁE (x)
aT JT 9  Top\z ZE(X)e
BN o pEw L IZK N R
T ZKZ‘Ei(x)e Zi 7B ZE,e
B m =2 B m =2 1 7 (=2
= —?{—Ei +E }_ +1—,{+Ei ~ L } e [E (Ei) ],also
9E_ 1 ——(AE)?, mit (AE)* = E - <E; > (5.3.6)
T ~ kgT2 "

Nach dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik ist: T dS = dE + p dV — u dN damit War-
mekapazitit (siehe Kapitel 1.9)

>0, (5.3.7)

_(9S\ _9E _(AEP
CV‘T( ) T OT kT2

oT VN
die immer positiv ist.
Energie und Warmekapazitat sind extensive Grossen, d.h. < E > N, Cy o« N fiir N — oo

Dann folgt

VAERZ  kgT2Cy 1
= oC
<E> <E> VN

d.h. relative Energiefluktuationen verschwinden im TD Grenzfall (N — o)

(5.3.8)
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5.4 Gleichverteilungssatz

= Mikrokanonisches und kanonisches Ensemble sind dquivalent im themordyna-
mischen Limes!

5.4 Gleichverteilungssatz

Mit kanonischer Verteilung (5.2.14) und Hamilton-Funktion H ist

1 e 1 _
pi= e PE = 7 pH (5.4.1)

und x; € g;, p; fiir klassische Systeme berechnen wir den Mittelwert

JH 1 6N —pH, OH

<G = f At S8 (5.42)
Mit
JH 190
-PHZ_~ _ __ _~ ,PH 4.

¢ 8xj ﬁ&xje (5 3)

oH 1 o [ 1(9
<xlaxj >= ZKh3Nfd x» ,B(c?xje X (5.4.4)

PI 1 6N-1 19 _gy[7™ 0 6N.. —BH

1. Term verschwindet mit Randbedingungen (z. B. x; Impuls, 80 ist X} 1nay, min = £00 50 dass
e PH — 0; x; Ort mit Potential V — oo = ¢ PH — 0. Mit

1 _
Zx = 5 f d®NyePH = (5.4.6)
oH  0i
< xi8_x]~ >= F = 5i]'kBT (5.4.7)

Es ergibt sich der Virialsatz oder verallgemeinerten Gleichverteilungssatz

< Pi? >=< qi% >= (Si]‘kBT (5-4~8)

]
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Fiir
p?
H= Z o + U] (54.9)
gilt
oH pi
o (5.4.10)
2
o1
< o >= 2kBT (5.4.11)
und falls
m
Udah) = ) , S i (5.4.12)
dann auch
n; 1
< 70)‘1.2(]'12 >= sksT (5.4.13)

Gleichverteilungsatz: Jeder quadratische Freiheitsgrad in der Hamiltonfunktion hat
im Mittel die Energie $kgT.

= Fiir N Teilchen mit je f Freiheitensgraden gilt [Freiheiten = Zahl der quadratischen
Terme in Hamilton-Funktion]

au

U=<H >= j—cNkBT = Cy = (—) f
2 VN

= 5Nkg (5.4.14)

aT

Anmerkung 1

Widerspruch zum 3. Hauptsatz Cy — 0 fiir T — 0 zeigt Versagen der klassischen Physik
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Anmerkung 2

(5.4.8) und (5.4.14) berechnet durch Ensemble-Mittelung! In klassischer Mechanik Virial-
satz als Zeitmittel.

N
Iv .2 k
< Ekin >= —z E riF; = E <V> (54.15)

falls das konservative Potential V(Ax) = AfV(x) homogene Funktion k-ten Gerades ist,
ergibt sich fiir k =2 < Ep;, >=<V >und = U =< H >= %NkBT das gleiche Ergebnis
wie bei der Ensemble-Mittelung.

Gleichheit von Zeitmittel und Ensemble-Mittel sind erfiillt. Hier gilt das Ergodentheorem

5.5 GrolRkanonische Gesamtheit

={Statistisches Ensemble mit Kontakt zu Warme-und Teilchen-Reservoir, sodass < E >=
U, <N >=Nund V = const.}

Bezeichnet also ein physikalisches System, das mit seiner Umgebung nicht nur Energie
sondern auch Teilchen austauscht: z.B. bei Gleichgewicht von Gas und Fliissigkeitspha-
sen einer bestimmten Substanz.

In diesem Fall im statistischen Mittel

Sp(pH) = U (5.5.1)
sowie

Sp(pN) =N (5.5.2)

wobei N der quantenmechanische Teilchenzahl-Operator ist.

Es gilt weiterhin (5.2.1) und (5.2.2), d.h.

S=—kp ) pilnp; (5.5.3)
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und 3 Nebenbedingungen
Sp(p)=Y pi-1=0 (5.5.4)
i
Sp(pA) - U =) piEi-U=0 (5.5.5)
Sp(pN) = N = Z piNi=N =0 (5.5.6)

mit N; Teilchenzahl im Zustand [¢; >.

Die Summe } ;i ist tiber alle Zustinde zu nehmen, die zu festen Volumen V gehoren, d.h.
tiber alle Energien und Teilchenzahlen.

—ks Z pilnp; — kpp [Z piEi—-U

05 =0

— kBOé (Z pz’Ni -N

o)
(5.5.7)

= Variation

8%]- [Z pilnp; +/3(Z piEi — U) + Of(z piN; — N] + é(z pi— 1]] =0 (5.5.8)

Es folgt
A
lnpj+1+,8E]-+aN]-+k—:0 (5.5.9)
B
A
11’1]9]' = _(E +1)—ﬁE]'—OLN]‘ (5.5.10)
pi = 2 exp (—‘BEi - aNi) (5.5.11)

Die Konstante c; ist durch ) ; p; = 1 betimmt =

1 1
_ 2 L 2 —BE;—aN; — _
1= . pi =2 ‘ e PEi—a = (= Zg = ie—ﬁEi—aNz‘ (5512)
1 1

mit der groffkanonischen Zustandssumme =

Zo(BV,a) = Z exp (—BE; — aN;) (5.5.13)
i=1
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Damit hier

1
pi = 7~ exp (=pE; - aN;) (5.5.14)
8

Damit erhalten wir fiir die fundamentale Grofden

1 JdInZ
— F. = — . —ﬁEi—OLN,' [ 8 =
u Ei piEi . Ei Eie ( 5 )W U, Va) (5.5.15)
und
1 dInZ
— . R, . —ﬁEi—OLN,' [ 8 =
N Ei piN; Zs Ei Nie ( o )ﬁ/v N, V,a) (5.5.16)

Wir brauchen nur U(B,V,a) und N(B,V,a) nach f und a aufzulésen und erhalten § =
BULV,N), a = a(U,V,N)

Fiir die Entropie erhalten wir mit (5.5.14)

S = —kB Z pi h’lpi = —kB Z e_ﬂz_“Ni [— In Zg - ‘BEZ‘ — LYN,‘]
i 8

1

1 _ar—an. | kBB _gr_an. | aks CRF N,
_ 1 BE;—aN; | , “BP _—BEi-aN; | , @KB _—BEi—aN;
_kBang[Z E e ]+Zg(z Eie ]+Zg E Nie
1 1

8
Yipi=1 9Zg (%%
§ _( ; )a,v ( aag )ﬁ,V
kgInZ, +k 5[ (8ang) ] k [ (8ang) ) (5.5.17)
= Kp1In + Kpp|— +Kpax | — .
8 B )y da BV
u N
S= kB ang arF ﬁkBu aF OlkBN (5518)

p und a konnen einfacher als oben ausgedriickt werden, wenn wir die aus der Ther-
modynamik beakannten Grofsen Temperatur und chemisches Potential per Definitionen
einfithren (u ist hier chemisches Potential pro Molekiil und nicht pro Mol!)

(38 _u_(%s
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Damit folgt fiir f und a mit (5.5.18)

ﬁ_(alnzg) dﬁ+(8lnzg
a,V

dInZ
da + dVv+Udp+pdU+Nda+adN
BV

kg p da A%
(5.5.20)
dInZ, dInZ, dInZ,
= +U| dp + +N| da + dV+pdU+adN
B WV da BV A% fa
=0 (5.5.15) =0(5.5.16)
(5.5.21)
also
dInZg
ds = kB oV dv + kBﬁ du + kBOC dN (5.5.22)
B.a
d.h S(U,V)N) ist Legendre-Transformierte von kg In Z, mit
ds ) ds
(811 VN oN uv
Es folgt nach (5.5.19)
_ 1 __H
B = T a= KT (5.5.24)
Die groffkanonische Zustandssumme (5.5.13) ist dann
B E;  uNi
Zo(T,V,) = Z exp( Pt kBT), (5.5.25)
die Wahrscheinlichkeit
1 E; UN;
pi Zs exp( kaT kBT) (5.5.26)
und die Entropie (5.5.18) lautet
u_u
S=kglnZg + T TN (5.5.27)
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5.6 Teilchenzahlschwankung im groRkanonischen Ensemble

Weil die Molzahl verdnderlich ist, definieren wir das groffe Potential (= Grofskanonische
Potential siehe Kap. 1.8.6)

Q(T,V,u)=U-TS — uN (5.5.28)

und erhalten daftir mit (5.5.27)

u uw
T,V,u) = U= pN = T|kpInZg + — = —— | = =ksTInZ (5.5.29)

Z, und damit auch Q ist wegen (5.5.25) eine Funktion von T, u und V, d.h. Q ist ein
thermodynamisches Potential. Mit () ist daher das thermodynamische Verhalten des
Systems vollstandig beschrieben.

Falls Z, bekannt ist, konnen mit Gleichung (5.5.29) nicht nur alle Zustandsgrofsen und
Zustandsgleichungen, sondern auch alle Konstanten fiir das betrachtete System berech-
net werden.

Die wesentliche Aufgabe der statistischen Mechanik ist also die Berechnung der
Zustandssumme fiir das jeweils zu untersuchende System

5.6 Teilchenzahlschwankung im grof3kanonischen Ensemble

Wahrscheinlichkeiten im groffkanonischen Ensemble (5.5.26)

1
pi = l_/e—ﬁ[Ei(V,I\fi)—#f\’i] (5.6.1)
mit
Zc =Y(T,V,u) = Z e PLE(V,Ni)=uN))] (5.6.2)
i
Mittelwert der Teilchenzahl ist
— 1
N(T,V,u) =N, = v Z Nl.e—ﬁ[Ei(V,N,-)—#Ni)] (5.6.3)
i
Verwenden
oY BIECVND)-uNi] _ py T
i Z BNie = pYN; (5.6.4)

1
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Kapitel 5 Statistische Gesamtheit im Gleichgewicht

Leiten (5.6.3) nach u ab:
(M) — i l ZNZ.e_,B[Ei(VrNi)_{JNi)]
du v du|Y -
1 9Y 1
-7 »—BIEi—uN;] , — 2 ,—BlEi—uN;]
et ) Nie +YZi‘ﬁNie
YN;
YN, . — — —  —2) (AN)?
= —Y—z’ﬁYNi +BN? = ﬁ(Nl.Z - (N) ) = &7
oder
(AN)? = kBT(‘;—N)
Kty
Benutzen

(%), =), 5]
du TV dp TV u TV

und Maxwell-Relationen fiir grofskanonischen Potential (Kap. 1.8.6)
Q) dQ
), v,
IV T,u 8“ TV

J
(_P) = (8_N) =n « Teilchendichte
u TV 4 Tu

(), -
du TV dp TV

()0 (50 ), =
9 )1y \3V ) \ON ),

~—_———

(aN) (&V)
== =-n|—= =nVxrn
dp TV dp TN

Benutzen

==

(5.6.5)

(5.6.6)

(5.6.7)

(5.6.8)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)

(5.6.12)

(5.6.13)

(5.6.14)

—94 —



5.6 Teilchenzahlschwankung im groRkanonischen Ensemble

mit isothermer Kompressibilitit

1(dV
KN =~ |5 (5.6.15)
|14 ( ap )T,N

Diese ist eine intensive Grofse, hangt also nicht von N ab.

oN ) 5 N?
- =n VKT,N = —5KTN (5616)
(&y T,V 4
Erhalten:
N2
(AN)? = ksT<>xry 20 (5.6.17)
Fiir N — oo gilt sz =nN o« N, kr,y = const.
= o 0 wieder Gesetz grofler Zahlen (5.6.18)

N VN

d.h. relative Fluktuationen verschwinden im thermodynamischen Grenzfall.

= mikrokanonisches, kanonisches und grofikanonisches Ensemble sind fiir grofse
N dquivalent!

Die drei statistischen Gesamtheiten fiihren auf dieselbe Thermodynamik. Zur Ablei-
tung der TD Relativen sind die verschiedenen Zustandssummen also gleichwertig.
Daher benutzt man bei speziellen Anwendungen jeweils die Zustandssumme, deren
Auswertung besonders einfach ist.

Tabelle 5.1 fast nochmal die betrachteten statistischen Gesamtheiten zusammen.

Die mathematische Aufgabe der Berechnung von Zustandssummen und Zustandsintegralen
ist im Prinzip einfach. Die Schwierigkeiten entstehen dadurch, dass die auftretenden
Integrale wegen der grofien Teilchenzahlen sehr hochdimensional sind. Diese Tatsache
fallt besonders bei der Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den Teilchen
sehr ins Gewicht. Es gibt im wesentlichen zwei Wege, auf denen man zu konkreten
Resultaten gelangt:
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Kapitel 5 Statistische Gesamtheit im Gleichgewicht

1. Man studiert sog. Modelle", d.h. besonders einfache Systeme, die zwar in der
Natur nicht realisiert sind, deren Zustandssummen man jedoch exakt oder in sehr
guter Ndherung auswerten kann, und von denen man sich Einsichten in gewisse
qualitative Ziige der Wirklichkeit erhoffen kann. Hierzu gehoren z.B. das ideale
Gas-Modell, das Gitter-Gas-Modell und das Ising-Modell

2. Andererseits hat man Ndherungsmethoden entwickelt, die es gestatten, die in der
Natur vorkommenden Systeme in gewissen Grenzfillen (hohe/tiefe Temperaturen,
hohe/kleine Dichten, schwache Wechselwirkungen) zu behandeln.

Tabelle 5.1: Zusammenfassung der betrachteten statistischen Gesamtheiten

Art der Gesamtheit Mikro- . Makro- Nebenbedingungen
Nebenbedingungen,
Mikroauswahl
Zur Mittellung wer- | Zur Mittelung wer- | Makro-
den nur Systeme zu- | den Systeme zuge- | Nebenbedingungen
gelassen mit glei- | lassen mit den varia- | sind die vorgegeben
chen Werten von blen Grofen Mittelwerte der

variablen Grofien

mikrokanonische V,N, U - -

Gesamtheit (isolier-

tes System)

Kanonische Gesamt- | V, N U; = E; U=y),;piEi

heit (System mit

Energieaustausch

mit Warmebad)

grofSkanonische 1% U;, N; u = Y,piEi, N =

Gesamtheit (System Y.iPiNi

mit Energie- und

Teilchenaustausch)
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Kapitel 6

Berechnung der Zustandssumme
einatomiger idealer Gase

Betrachten als Beispiel ideale einatomige Gase (keine Teilchenwechselwirkungen). Zei-
gen explizit dass die drei statistischen Gesamtheiten (mikrokanonische, kanonische und
grofd kanonische) auf dieselbe Thermodynamik fiihren.

6.1 Mikrokanonische Zustandssumme

Ausgehend vom Hamilton-Operator H(x) = H(V,N) lasst sich die statistische Behandlung
im Gleichgewichtszustand in folgendem Schema darstellen

S = S(E,V,N)
H(V,N) 5 E(VN) 3 Zu(E,VN) > {E = E(T,V,N) (6.1.1)
p = p(T,V,N)

Die einzelnen Schritte sind:
1. Bestimmung der Eigenwerte E,(x) aus dem gegebenen Hamilton-Operator H(x)

2. Berechnung der Zustandssumme ((E,x) = z,(E,x) aus den Energieeigenwerten
Er(x)

3. Bestimmung der Entropie S = S(E,x = kglnz,(E,x) und aller anderen makrosko-
pischen Grofien und Beziehungen. Zu diesen Beziehungen gehoren die kalorische
(E = E(T,V,N)) und die thermische (p = p(T,V,N)) Zustandsgleichung.
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Kapitel 6 Berechnung der Zustandssumme einatomiger idealer Gase

Den 1. und 2. Schritt fithren wir nun fiir das ideale Gas aus. Dazu ist es bequem, die Zu-
stinde quantenmechanisch zu klassifizieren, selbst wenn quantenmechanische Effekte
keine Rolle spielen.

1. Schritt

Der Hamilton-Operator des idealen, einatomigen Gases aus N Teilchen ist

N o2 N
H(N,V) = Z (—%AV + U(a)) = Z h(v) (6.1.2)
v=1 v=1

Dabei ist A, der Laplace-Operator fiir das v-te Teilchen. Das Potential U(7,) ist Null im
Innern des Volumens V und unendlich sonst; es beschrankt die Teilchen auf das Volumen
V. Gegeniiber dem Hamilton-Operator eines realen Gases vernachldsigt man in (6.1.2):

a) die Wechselwirkung der Gasteilchen untereinander, d.h. Dichte muss klein und
Temperatur hoch sein,

b) es werden keine Rotationen und Vibrationen von Gasmolekiilen berticksichtigt,
c) es werden keine innere Freiheitsgrade der Atome berticksichtigt.

Gemifs (6.1.2) ist H die Summe von N Einteilchen-Operatoren h(v). Die Bestimmung
der Energieeigenwerte reduziert sich daher auf das quantenmechanische Einteilchen-
Problem. , Teilchen im unendliche hohen Potentialtopf” (Quantenmechanik Vorlesung
Kap. 3.2). Die Ortskoordinaten der Teilchen seien 7, die Impulse {7, mit den Impulskom-
ponenten

Pks k= 1/2/ e /3N (613)

Der Einfachheithalber nehmen wir einen kubischen Potentialtopf mit V = L3 an. Dann
kann jeder der 3N kartesischen Impulse nur die diskreten Werte

Pk = %hnk/ (k=1,....3N) (6.1.4)

annehmen. Der Mikrozustand ist gegeben durch r = (ny,ny,... 1, ... n3n) Er hat den
Energieeigenwert

N 2 2
Py _ 2
E.(VN) = Z —m_§ S (6.1.5)
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6.1 Mikrokanonische Zustandssumme

Das Wandpotential U(#,) liefert keinen Beitrag zur Energie. Es sorgt fiir das Verschwin-
den der Wellenfunktion am Rand des Volumens und damit zur Quantisierung (6.1.4) der
Impulse.

2. Schritt

Mit
®O(E,V,N) = Z 1 (6.1.6)
rE.(V,N)<E

berechnen wir zunichst die Anzahl der Zustdnde, deren Energie kleiner gleich E ist. Die
mikrokanonische Zustandssumme

Zm(E,x) = Z 1 (6.1.7)
+E—SE<E,<E
ist dann die Differenz
Zm(E) = ®(E) — ®(E — OF) (6.1.8)

Die Summe tiber r ist eine Mehrfachsumme {iber die n;. Wir berechnen die einzelnen
Summen mit der Annahme, dass sie iiber viele Enheiten von #; laufen, also fiir

_  mh_ h
Pe= T k> T (6.1.9)

d.h. im klassischen Grenzfall. Wegen (6.1.9) konnen wir die Summen in (6.1.6) durch
Integrale ersetzen.

Dabei lassen wir auch negative n,-Werte zu und korrigieren dies durch einen Faktor (%),

dh.
Z 1= Z Z 1=23sz dnl...fdng,Nl (6.1.10)

r:E,<E n1=1,2,... N3N=12,...

E,<E
E,<E

Nach Ersetzen der Integrationsvariablen 1, = Ly, so dass dny, = £ dpy, erhalten wir
mit V = L3 fiir (6.1.6)

1 L 3N VN

Y p2<2mE Yk pp<2mE
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Kapitel 6 Berechnung der Zustandssumme einatomiger idealer Gase

Die Volumen-Integrale konnen auch durch Ortsintegrale tiber den zuganglichen Orts-
raum ersetzt werden

L L
VN = 3N = f du; ... f dxsy1 (6.1.12)
0 0

sodaf

L L
1
CD(E,V,N):(%)W f dpy ... f dpsn f dxy ... f dxsn1 (6.1.13)
0 0

_ Phasenraumvolumen

5 (6.1.14)

Werten nun (6.1.11) aus. Die Integration f dp;... f dpsn ergibt das Volumen einer 3N-

dimensionalen Kugel mit dem Radius R = V2mE. Dieses Volumen ist proportional zu
R3N_ Bis auf einen numerischen Faktor gilt also

O(E,V) = c; VNET (6.1.15)

Die bisherige Herleitung berticksichtigt nicht die Identitédt der Teilchen. Da das System
invariant unter Vertauschung zweier beliebiger Teilchen sei, gibt es N! Permutationen in
jedem Mikrozustand, die diesen nicht &ndern. Daher haben wir N! Zustdnde zuviel ge-
zéhlt in (6.1.15). Als wichitge quantenmechanische Korrektur bringen wir die Anderung

an (mit Stirling-Formel n! ~ (%)n firn > 1).
Identitat der Teilchen:
1 e \NV VAN s
0] —Px|—| O=c|—=]) EZ 1.1
~ N (N) ¢ (N) i (6.1.16)

Anhand von simplen numerischen Beispielen macht man sich klar, dass ®(E) viel grofier
ist als ®(E — 6E). Zum Beispiel mit 3} = 10* und % = 1075 ist

1024 1024 E 1024
@O(E) = const. E** = const. (E — 0E) (m) (6.1.17)
1\ 2
- (1 - 10_5) O(E - 5E) > [exp(10~°) [ O(E - SE) (6.1.18)
= exp (10'°) D(E — 5E) > O(E — OF) (6.1.19)
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6.1 Mikrokanonische Zustandssumme

Deshalb reduziert sich Gleichung (6.1.8) auf
N
2(E) ~ O(E) zc(%) EY (6.1.20)
und der relative Fehler ist kleiner als 108! V und E Abhéngigkeit in (6.1.20) sind

okay, aber nicht N-Abhéangigkeit. Dazu korrektes Volumen einer Kugel R = V2mE in 3N
Dimensionen (Ubungsaufgabe)

% % n% R? ¥
Van(R) = — RN = TR3N ~ RN = (W) (6.1.21)
) TEA) @y
benutzen anstatt einfach V ~ R3N,
Kombination mit (6.1.20) liefert
3N 3N
EZ VN E\z (V\N
= 0= = — — 6.1.22
C3N%NN © (N) (N) ( )

Gemafs (6.1.20) gilt dann fiir die mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases

2n(EVIN) = ® = ¢ (%)T (%)N (6.1.23)

3. Schritt
Fiir die Entropie (5.1.14) folgt damit

N E 4 ] (6.1.24)

S=kglnz, :kB[TlnN +Nlnﬁ +1Incp
Die kalorische Zustandsgleichung erhalten wir nach
1 )
TEVN) - (ﬁ)vw (E=U) (6.1.25)

und ebenso die thermische Zustandsgleichung nach

S
P(E,V.N) = T(a_V)E,N (6.1.26)
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Kapitel 6 Berechnung der Zustandssumme einatomiger idealer Gase

Es folgt mit (6.1.24)
98) _NNI_3 N (6.1.27)
JE ), N 2 ExN 2"E
sodafs fiir (6.1.25)
1 3 N
T= EkBE (6.1.28)
oder
U=E-= gNkBT (6.1.29)
Ebenfalls mit (6.1.24)
as B N1 kgN
(8V) kBNV NV (6.1.30)
sodafs fiir (6.1.26)
TkgN
P = 1.31
= (6:1.31)
oder
PV =kgNT (6.1.32)

die ideale Gasgleichung resultiert.

6.2 Kanonische Zustandssumme
Fiir einen Hamilton-Operator (6.1.2) der Form H = }_, h(v) gilt fiir kanonische Zustands-
summe (5.2.14)

ZW(T,VN) = Z exp(—BE,) = Sp [exp(—pH)] (6.2.1)

r

mit § = kBLT Wir erhalten

ZW(T,V,N) = % Z s Z exp(=Blh(1) + ...+ h(N)])

= HZGXP[ )] = 5TV 622)

v=1 Ty
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6.2 Kanonische Zustandssumme

Dabei bezeichnet z(T,V) die Zustandssumme eines einzigen Teilchens, also fiir die Mi-
krozustiande

r= (77/]3) = (xlylzpr/py/pZ) (6.2.3)

und lautet
1 N
2= d3r f d®pexp [-ph (7,7)] (6.2.4)

Der Faktor 1\17 in (6.2.2) wurde wegen der Identitdt der Teilchen eingefiihrt (siehe Ar-
gumentation zu Gleichungen (6.1.16) oben). Wir begriinden zuerst das Auftreten des
Faktors ;11—3 in (6.2.4). In der Zustandssumme tritt die Summe tiber alle Mikrozustian-
de auf, die in der Gesamtheit vertreten sind. Eine Summe ist nur dann moglich, wenn
es sich um diskrete Mikrozustinde wie in der Quantenmechanik handelt. Werden die
Teilchen als klassische Teilchen betrachtet, so konnen ihre Bewegungsgrofien alle Werte
kontinuierlich durchlaufen und die Zustandssumme ist durch ein Zustandsintegral zu
ersetzen.

Bei klassischer Behandlung hitten wir in jedem noch so kleinen Phasenvolumen beliebig
viele Mikrozustdnde. Durch die Quantenmechanik ist jedoch die Anzahl der Zustdande
um einen fest angegebenen Phasenvolumen beschrankt. Diese Beschrankung wollen wir
auch im klassischen Fall berticksichtigen, da es eigentlich keine klassischen Molekiile
gibt.

Es gentigt bereits die klassische Quantisierung fiir periodische Systeme
95;9 dg = hik n=0,12,... (6.2.5)

tiir jedes Koordinatenpaar (qy,px) mit Phasenintegral 95 iiber eine Periode. Demnach hat
das Komponentenpaar (q,p) im n-ten Zustand das Phasenvolumen (1 — 1)h. Durchlaufen
wir die Werte n = 0,1,2, ..., so wird fiir jeden neuen Zustand das Phasenvolumen um h
grofler, oder das Phasenvolumen pro Zustand und das Komponentenpaar betrégt h.

Wir schliefSen: in einem Phasenvolumen f d%q f d’p gibt es eine Anzahl

d3q d3p
f % (6.2.6)
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Kapitel 6 Berechnung der Zustandssumme einatomiger idealer Gase

mogliche Mikrozustinde = Ersetzungsregeln bei Ubergang zu kontinuierlichen Varia-

blen
d3g &3
Yoo - f ng 6.2.7)

v

Dies ist der Ursprung des Faktors /2 in (6.2.4).

Im 6N-dimensionalen Phasenraum haben wir analog

1
Y. - o | dMNg &M (6.2.8)
zusetzen. Mit
p?
h(7p) = om + U (6.2.9)
wobei
0 7FeV
U = { ’ (6.2.10)
oo sonst
erhalten wir fiir den Faktor im Integranden in (6.2.4)
1 fur7eV
exp[-BU")] = 6.2.11
Es folgt mit g = kBLT fir (6.2.4)
_ 1 3 B 3 Bl Vv f 3 P
“7 2nnp f drexpl-pUuM! | d peXp[ 2m |~ @y ) VPP T
1%
4nv [ p?
= — dpp? — 212
(@nh) fo PP eXp( 2kaT) (62.12)
I
MitA = W gilt fiir Integral
I= foo dpp?e " = 2 (7 dpe ™" = —n—%iA_% = 7T—%A_% = 7T—%(ka T)?
o P TTea), T TToa” Tyt T
——— ——
%n%Af%

(6.2.13)
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6.2 Kanonische Zustandssumme

Wir erhalten fiir (6.2.12)

3 3
n2V s V(Q2nmkgT)?2
= ——(2mkpT)? = ———F——
2= Gy 2k ) Qnh)?
Wir definieren die ,thermische Wellenldnge”
A(T) = h _ 2nth
\2nmkgT ~— \2mmkgT
Damit
Vv
[ADP

Fiir die kanonische Zustandssumme (6.2.2) folgt dann

EVA%) A

Zx(T,V,N) = NI T N! [A(T)N

Fiir die freie Energie (5.2.29) erhalten wir damit

F = —kgTIn Zx(T,V,N)

. N\
fiir grofle N gilt N! ~ (?) , sodafs

25 e = ()

Vv
InZg =N+ NIn ————
= InZg + n N/\3(T)

und

1%
F = —NkgT — NkgTIn| ———
BT “(NM(T))

(6.2.14)

(6.2.15)

(6.2.16)

(6.2.17)

(6.2.18)

(6.2.19)

(6.2.20)

(6.2.21)

Mit freier Energie als thermodynamisches Potential erhalten wir die thermische Zu-
standsgleichung als P = —g—‘F, und fiir die kalorische Zustandsgleichung gilt nach (5.2.19)

wpo 1
mit f = &=

9 g 197k
u-= 8ﬁanK_ ZK 3‘3

(6.2.22)
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Kapitel 6 Berechnung der Zustandssumme einatomiger idealer Gase

mit
2mth
MT) = —Z2p1 =Kopz Ko = const. (6.2.23)
2ntm
ist
1 VN
dZx _ 3N VN wy 3N_ 3N
W — _7@‘8 2 = _EZK = —7kBTZK (6225)
3N 3N
= U= +E = TkBT (6226)
also
u= %NkBT (6.2.27)
identisch zu (6.1.29)!
Mit (6.2.21) ist
oF NAT 1 NkgT
2 = _NkrT =— 2.2
ov = Nk N % (6:2.28)
sodass
JF NkgT
P= 7T, (6.2.29)
oder
PV = kgNT (6.2.30)

Wieder ideale Gasgleichung!

Aquivalenz von kanonischen und mikrokanonischen Gesamtheiten bei Ableitung der
idealen Gasgleichung
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6.3 Grosskanonische Zustandssumme

6.3 Grosskanonische Zustandssumme

Nach (5.5.25) gilt fiir die grofskanonische Zustandssumme hier
_ Ei N [JN
Zo(T,V,u) = Zl: eXP( T kBT) Z Zx(T,V,N) exp (k T
fow
£ NITA(D)]

nach Einsetzen von Gleichung (6.2.17)

uN
3N €XP kT (6.3.1)

Definieren
Vo
y= Fel exp( T) (6.3.2)
sodass nach Aufsummieren der Reihe
ot ool )
Z N =exp(y) = exp[ exp(k T (6.3.3)
Fiir das grofie Potential (5.5.29) folgt
__ __ksTV. L)
QT Vp) = ~ksTIn Zg = ~ps exp ( o (6.3.4)
Nach (1.8.17) berechnet sich
Q) Q) 2Q Q
N(T"/’ ) == (_) ’ S(T/‘/r ) = - (_) ’ P(T/‘// ) = (_) = -7
H o )5y H ), H V),V
(6.3.5)

und dann eingesetzt in die Zustandsgleichung (1.8.16)
U-TS—-uN =-PV
ergibt sich

U=uN+TS—PV=puN - T(‘?;T)) +Q

=uN —kgTInZ, +kBTaa [TInZ,]

aang_ dInZ,
ar MY T o

= uN + kpT?
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Kapitel 6 Berechnung der Zustandssumme einatomiger idealer Gase

Es ist
o~ OPUGT) kT ~ TheT’
sodass
_V [
N = IE exp(kBT) =y=InZ,
und
o1 i\ _ kgTN
pP= kBTA3 exp (kBT) = (6.3.6)
also
= PV = NkgT (6.3.7)
Fur
dnZ, 9V |l V 3V |% 3N
= 2 | Lpfu| = pul — 2 2 Pu Z_oPu — _ =
B P [A3€ ] 9 |kl op 3¢ THpe TN op (638)
0 —_—— ——
=N =N
sodass
3N 3N 3
U=uN - {yN - E} = E = ENkBT (6.3.9)
oder
U=E-= gNkBT (6.3.10)

Am Beispiel desidealen Gases haben wir gezeigt, dass jede Zustandssumme zu derselben,
thermischen und kalorischen Zustandsgleichung fiihrt. Im Einklang mit den Ergebnissen
fur allgemeine Systeme aus Kapitel 5 gilt dies fiir beliebige makroskopische Systeme.
Grund ist letztendlich die Kleinheit der Fluktuationen fiir grofie Teilchenzahlen. Wir
benutzen in Zunkunft daher die Zustandssumme, deren Auswertung besonders einfach

ist.

In allen Fallen gelten U = %NkBT, PV = NkgT = U = %PV oder

PV = %u (6.3.11)
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Kapitel 7

Reale Gase

Bei realen Gasen hat man die Wechselwirkung zwischen den Gasatomen oder -molekiilen
zu beriicksichtigen. Das Wechselwirkungspotential V(xj,x;) hdnge nur vom Abstand
rik = |X; — xi| ab, so dass die Hamilton-Funktion gegeben ist durch

N N

_ 1 512

H=o- Z(pi) + Z V(ry) (7.0.1)
i=1 i<j

Beim kanonischen Zustandsintegral (6.2.2)

— 1 3 3 3 3 H
ZN = N!(Zﬂh)3Nf d X1... d fo d pl f d pNeXp I:—kB—T:I (7.0.2)
VN

fiihren wir die Impulsintegration wie in Kap. 6.2. unmittelbar aus:

ZN = W(ZTCWI’(BT)%NI d3x1 N d3xN exp _kB%T Z V(T’i]‘)
VN <]
Mit der thermischen Wellenldnge (6.2.19)
1= 27th
V2mmkpT
folgt:
N
) KZ] V(rij)
ZN = i f d3x;... dPxyexp|- o7 (7.0.3)
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Setzt man
B V(rij)
fij = exp [— BT |~ 1 (7.0.4)
so bekommt der Integrand in (7.0.3) die Form
(1 +f12)(1 +f13)...(1 aF fl] )
——
i<j
=1 +(f12 +f13+'--+ ﬁ] +...)+(f12f13+f12f14+--'+ fijfkl +...)+...,
—— ——
i<j i<j, k<l
(7.0.5)

die man als Cluster-Entwicklung bezeichnet.

V(r) und f(r) haben in etwa folgenden Verlauf

v Hierbei machen wir folgende Annah-
I me: Gasmolekiile sind harte Kugeln mit
J/ einem Radius rp, die sich gegenseitig
nicht durchdringen
2}\/1 r
Potentialreichweite
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7.1 Cluster-Entwicklung

V()

Fiir r > 2ry schwach anziehende Wech-

selwirkung, d.h. [BV|(r > 2rp) < 1 Es gilt

1o o

also anndhernd

-1 wenn 7 < 2rg

(exp[-pV] - 1) = {

—-pV  wennr > 2rg

7.1 Cluster-Entwicklung

Die Entwicklung des Produkts ;. j(l + fij) in Summen, die linear, quadratisch usw. in

fij sind, kann fiir eine systematische Stérungstheorie benutzt werden.
0 _ _vN

N = 7w SO dass wir fiir

Das Zustandsintegral fiir das ideale Gas ist (siehe Kap. 6.2) z
(7.0.3) schreiben konnen:

Zn =292n(f) () = % f oy [Ja+ £ (7.1.1)

VYN i<j

Offenbar ist zy(f = 0) = 1.

Die erste nichttriviale Ndherung ist gegeben durch die Summe }.;_; fi; in der sogenann-
ten Cluster-Entwicklung (7.0.5).

Die Vernachléassigung der Summen, die Produkte der f;; enthalten, bedeutet, dass nur sol-
che Konfigurationen berticksichtigt werden, bei denen jeweils nur ein Paar der Molekiile
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miteinander wechselwirkt. Da das Potential fiir alle Paare gleich ist, gilt:

N(N -1
f d3X1 d3xNZfij = %f d3x1 dSXNf12
VN

VN i<j
= —N(I\Iz_ 1) VN_Zf d3X1 d3fo12
V2
fi2 = exp{—BV(r12)} hdngt nur von Relativkoordinate r = [x] = [x] — x3| ab. Wir fiihren
also folgende Relativkoordinaten ein:

R =¥ + %)

S

-

>
r 1—X

Il
=
N

Hiermit konnen wir nun noch eine weitere Volumen- und eine weitere Raumwinkelin-
tegration mit Kugelkoordinaten durchfiihren:

Zn = 2079 (f) (7.1.2)
s

NN ~-1) N2 2

WV -V r f(i’) dr

0

zQ(f)=1+4n

N
=1+2n— f 2 f(r) dr (7.1.3)
0

mit N(N — 1) ¥ N2> und f(r) = 0 fiir r > .
Fiir die freie Energie F = —kgT In(Zy) ergibt diese Naherung:

r
2
F=FO _ksTIn|1+ 2”5 f P f(r) dr (7.1.4)
0

2,3
Falls % < 1 machen wir die Naherung In(1 + x) =~ x und erhalten

"

AyT) , AyT)=-2n f 2 f(r) dr (7.1.5)

0

N2kgT
v

F=FO9 4
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7.2 Van-der-Waals-Gleichung

Fiir den Druck erhalten wir

oF JF© NszT
P="v = “ov 2 Al
N——
~M67(6.2.29)
NkgT[, N
p= o 1+ AT 7.1.6

Dieser Ausdruck besteht offensichtlich aus den beiden ersten Termen der Reihenentwick-

lung von p nach Potenzen von n = % (sog. Virialentwicklung von p):

p= kBTZAZ-(T)ni mit Ay = 1 (7.1.7)
i=1

Die Koeffizienten A; heifsen Virialkoeffizienten.

7.2 Van-der-Waals-Gleichung

Wir berechnen nun den Virialkoeffizienten A»(T):

s s

AyT) = —anrzf(r) dr = 271:[1’ [1-exp{-pV(1)}] dr mitp = kBLT

0 0

Fiir r{ — oo erhalten wir

o 2ro 00

~21 | P[1-exp{-BV(}] dr =2r | P*[1—exp{-BV()}] dr+2n | [l —exp{-pV(r)}] dr
o7 / /
=L+D

fiir r < 2rg ist V(r) > 1 stark abstolend. Daher gilt: exp {-pV(r)} = 0 fiir 0 < r < 2r(.
Daraus folgt:

27‘0

1 1 R
L= 27—‘f72 dr = 2715(2T0)3 = ?67'@8 =b

j
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3

2rg ist der Minimalabstand zweier Molekiile. Betrachtet man r( als ,,Radius”eines Mole-

kiils, so folgt fiir das Molekiilvolumen: Vj = %nro.

=1 =b=4V,
Im zweiten Integral entwickeln wir mit |fV]| < 1:

1-exp{-pV} =1~ (1-pV) =V

21
_ 2 _
== 2nﬁfr V(r)dr = _kBT

27’0

2 _ —_
r*V(r)dr = kaT

2?’0

Weil V < 0 fiir r > 2rg gilt 4 > 0.
Naherungsweise erhalten wir
a

AT =L+ ~bh— b,a
2() 1+ 1p b kBT b,El>0

7

Fiir (7.1.7) folgt bis zu Termen 2. Ordnung
p = ksT|n + Agn®| = nksT[1 + Agn]

N N N
= T 1457 - ”kBTV]
_ NkgT (| Nb\ aN?
P="v V)TV

a A
mitd = -2

frz V(r)dr

2}’0

(7.2.1)

Setzen wir N = AL, b = Lb, a = L24 und Lkg = R mit der Loschmidtschen Zahl L ein, so

folgt:
nLkgT 717 2
= 1+ —|-a—
% ( " V) o
P=7y V)
Fur ﬁ—‘}’ < listl+ ”Vb o~ 1_1%, so dass
v
p= AART 2
= —a—
%)
n? . .
(p + aﬁ) (V —ab) = ART

Es ergibt sich die van-der-Waals-Gleichung (vergleiche mit (1.3.3)).

114 -

(7.2.2)




Kapitel 8

Quantenstatistik

8.1 Grundlagen

In der Natur kann ein System von N identischen Teilchen nur eines von zwei Arten sein:
ein Bose-System oder ein Fermi-System.

Ein vollstindiger Satz von Eigenfunktionen fiir ein Bose-System ist die Menge derje-
nigen Eigenfunktionen von H, die beziiglich der Vertauschung eines jeden Paares von
Teilchenkoordinaten symmetrisch sind.

Ein vollstandiger Satz von Eigenfunktionen fiir ein Fermi-System ist die Menge derje-
nigen Eigenfunktionen von H, die beziiglich der Vertauschung eines jeden Paares von
Teilchenkoordinaten antisymmetrisch sind.

Wir machen uns dies am Fall von zwei Teilchen klar:

2 G R
2_ %vg + V(7,7) = Z h(v) (8.1.1)
v=1

Fiir identische Teilchen (m; = my) ist dieser Hamilton-Operator wegen
V(i i2) = V(I = 12) = V(ia,71)

identisch beziiglich Teilchen 1 und 2. Deshalb vertauscht H mit dem Austausch-Operator
13 12+

[A,P;] = HPy, - P1oH =0 (8.1.2)
Der Austausch-Operator P ist definiert durch
P f(7,72) = f(72,71) (8.1.3)
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Es folgt sofort:
P2 f(71,75) = PralProf(71,7)] = Praf(7a,7h) = F(717) (8.1.4)

Also 15%2 = 1, so dass die Eigenwerte von Py gleich +1 sind.
Wegen (8.1.2) sind P1; und H gleichzeitig scharf messbare Observablen und man kann
ein gemeinsames System von Eigenfunktionen finden:

entweder

(a) symmetrische zum Eigenwert +1 fiir Bosonen

W(71,15) = +W(72,11) (8.1.5)

oder

(b) antisymmetrische zum Eigenwert —1 fiir Fermionen

W(7,12) = =W (72,11) (8.1.6)

Die symmetrische Eigenfunktion zu (8.1.1) lautet

Wy = Clea(D@p(2) + 9a2)pp(1)] (8.1.7)

mit ho, , = €,pPap als Einteilchen-Verteilungsfunktionen.
Die antisymmetrische Eigenfunktion zu (8.1.1) ergibt sich zu

Vo = Clea(Dep(2) = pa(2)pp(1)] (8.1.8)

In beiden Féllen ist C eine Normierungskonstante.
Hieraus folgt:

1. Bosonen sind Teilchen mit ganzzahligem Spin und besitzen die symmetrische
Eigenfunktion (8.1.7)

2. Fermionen sind Teilchen mit halbzahligem Spin und besitzen die antisymmetrische
Eigenfunktion (8.1.8)

Zu den Fermionen gehoren insbesondere Elektronen, Neutronen und Protonen. Gebun-
dene Systeme aus einer ungeraden Anzahl von Fermionen (etwa 3He-Atome) sind dann
ebenfalls Fermionen; Systeme mit einer geraden Anzahl an Fermionen (etwa *He-Atome)
sind Bosonen. Die so zusammengesetzten Teilchen werden dabei als elementare Teilchen
behandelt. Zu den Bosonen gehoren auch die Photonen, die Spin 1 haben.
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8.1 Grundlagen

Die Symmetrieforderung gilt fiir beliebige Teilchenzahl. Es sind also nur Vielteilchen-
wellenfunktionen W, zugelassen, fiir die

PiiWa(l, . ipeesyjpee s N) = Wil o,y N)
=2+W.(1L,....0,...,j...,N) (8.1.9)

gilt. W, heifst total symmetrisch, W_ total antisymmetrisch.

Fiir eine vollstindige Angabe des Zustands muss neben dem Impuls 7 auch der Spin
der Teilchen festgelegt werden. Wird der Spinzustand eines Teilchens als s bezeichnet,
so wird die Spinkomponente in eine Richtung festgelegt.

Ublicherweise nimmt man s, mit

s;=-s,—s+1,...,s = (25 + 1) Moglichkeiten (8.1.10)
Zustand: a = (p,s,) (8.1.11)

Aus der Antisymmetrie der Wellenfunktion fiir Fermionen folgt unmittelbar das Pauli-
Prinzip. Fiir (8.1.8) gilt mita = b

W_(12) =0 (8.1.12)

Dies gilt auch fiir (8.1.9): sind die Teilchen i und j im gleichen Einteilchenzustand, dann
istW_(...,i,...,5,...)=W_(...,j,...,i,...). Andererseits bedingt die Antisymmetrie

Wiy ) ==Y eai)
=—W_ (i)

=[w_=0 (8.1.13)

Es gilt also das

Pauli-Prinzip: Zwei identische Fermionen konnen sich nicht im gleichen Zustand
befinden.

Im Gegensatz zu Fermionen kdnnen beliebig viele Bosonen im gleichen Einteilchenzu-
stand sein.

Dies fiihrt zu wesentlichen Unterschieden bei der Abzdhlung der moglichen Zustande
des Systems, also bei der Berechnung der Zustandssumme.
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8.2 Statistik idealer Quantengase

Wir betrachten ein wechselwirkungsfreies Teilchen (ideales Bose-Gas und ideales Fermi-
Gas) und berechnen die grofskanonische Zustandssumme (5.5.25):

_ Ev yNV
Ze= Zexp{ kaT + kBT} (8.2.1)

v

wobei N = ), p,N, und U =} p,E, gilt, mit
v v

—iex —EV+uNV
Pv=Z P Ui T kT

Das System besteht aus wechselwirkungsfreien nicht unterscheidbaren Teilchen in den
Zustanden i mit den Energieniveaus €;(i = 1,2, ...,m). Der Spin beeinflusst hierbei nicht
€;. Es folgt dann

Eo=Y ne , Ny=Y n” (8.2.2)
i

i

ngv) ist die Anzahl der Teilchen, die im Mikrozustand v den Teilchenzustand i besetzen.
Ohne Spin rechnen, ansonsten ergibt sich als zusitzlicher Faktor (2s + 1)!

8.3 ldeales Bose-Gas

nfv) unterliegt keiner Einschrankung bei der Bose-Statistik, weil N, = 0,1,2, ... 00

=n" =0,12,... 00 firallei (8.3.1)
und Ny =Y 1, Ny =012,...00
i

Es folgt fiir (8.2.1) mit (8.2.2)

(B) _ mH & [ (v)#‘ei]
Z, = Z‘exp . n. Wl |~ Z‘ H exp |, kaT (8.3.2)
- H €
Setzen: x; = exp[ T ] (8.3.3)
B
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Weil alle Werte fir ngv) moglich sind, besteht die Summe tiber v in (8.3.2) aus der Summe

tiber alle Werte von ngv) (hier kurz mit n; bezeichnet), das heifst

z® - i L= H [i x;?) (8.3.4)
1

[o¢]

n1=0n=0 n=0
Fiir endliches Z;,B) muss
X = ex {”_6"}<1 (8.3.5)
T p kBT oJe
das heifst (weil das kleinste €; = 0 ist)
u<0 (8.3.6)
fiir Bosonen. ). x ist dann eine geometrische Reihe mit der Summe
n=1
. 1
n _
Y a0 = — (8.3.7)
n=0

und wir erhalten fiir die Bose-Einstein-Statistik

ZB) _ LO 8.3.8
o #29

Wir finden dann fiir das grofie Potential (5.5.29)

®) _ _ B)y _ _ ¢ _ei})
Q® = kT In(Z! )—+kBTZ‘1n(1 exp{ — (8.3.9)

Nach Gleichung (5.5.28) ist

NT,Vuy=U-TS-uN ,

), )
oT wv o)y

sodass
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Wir erhalten mit (8.3.9)

~ u—ei eXP{kT}(Jr%)

S®) _kBZZ-‘ —ln( —exp{ e }) —sxp{%;}
_k uey) e vl 8.3.10
= BZZ.“ ( —exp{ kaT }) kol 1—exp{%} (8.3.10)

U—€; U—€i
N® = kT ~ &7 eXp{ il exp |57 -y L g3
LT BT I el e

Damit N® nie negativ ist, muss —co < uP < 0 sein. Fithren mit N® =} N§B) die mittlere
i
Besetzungszahl der Zeilchenzustande ein. Mit (8.3.11) erhalten wir

H—€i
N® - P kT I 1 (8.3.12)
i 1 u—e —u+te; 1 ~
—exp(iF)  ep{FT) -
Daraus folgt
(B) _ ny(B) B i}_ {#“‘?}
N N; exp{ T exp KT oder
(B) (B)
eXP{H_GZ}z Ni =>‘u—€1 1 Ni
keT ) 14 N® kT 1+ N®
H—€; 1
und 1 —ex { } = (8.3.13)
PUT 1™ 1% N®

Einsetzen in (8.3.10) ergibt

N®
SB) = kg ) {— In— - N®In —} ks 2 {in(1 + N®) + NP in( + NP) - NP In NP}

i i

$® =kp ) [+ NP)In(1 + NPy - NP In(N?)| (8.3.14)

i

u® =s®BT1 B 4 yN(B)
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und mit (8.3.9),(8.3.10) und (8.3.11) folgt:

wexp{r] |

B=€i
~exp |
U—€i )]

pexp

u® — Zl: __kBTln(l - exp{%}) —(u ei)l ixiik{lg_}z;}?} +kBTln(1 - exp{‘uk;;i}) + .
) BT R 1L B R
~| B kgT ¥ ll—exp{‘,g;i} ksT

_y,, ool

Zi‘ell—exp{i;—ei}
B — i = Be; 3.
R e N o

8.4 ldeales Fermi-Gas

Fermionen befolgen das Pauli-Prinzip, d.h. sie konnen keinen Teilchenzustand i besetzen,
der schon von einem anderen Teilchen besetzt ist. Das bedeutet automatisch
n
ir

=n; =0oder 1 (8.4.1)

Wir berechnen nun die groffkanonische Zustandssumme analog zu (8.3.4), nur dass man

nin ] (Z x| nur von 0 bis 1 gehen lassen darf, weil die Exponenten n Besetzungszahlen
i n
von Zustdnden kennzeichnen. Wir erhalten damit

1
(F) _ H—Ei }

Z, = H(;‘) exp{ kaT n ] , (8.4.2)
also Z(F):H(1+ex {H_ei}) (8.4.3)

) 1- P\ Tt 4.

Fiir das grofie Potential (5.5.29) folgt
F _ F _ ‘U_ei})

QF = —TinZP = kBTZi"ln (1 T exp {—kBT (8.4.4)
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Fiir die Entropie ergibt sich analog zu oben

U—€; p=€i(_ 1
--(22) T oot L)

- 1+exp{?
=k} {In(1 u-ay) u-a e®|5] 8.45
= B; 1’1( +eXp{ kT })_ kgT 1+ exp ;}1{;;,} (8.4.5)
Ebenso

Nm:_(a&m) _t TZ“ML:Z"M:Z;
u Jry ’ 1+exp ”—;}kBT — 1+exp ”B;;l} ; exp{%}+1
(8.4.6)

mit N :ZNEF) folgt

) _ eXp{ } 1

N 1+exp{ e} exp{_,ﬁ:}ei}+1 (847

, U _ K€ p—€\ _ N;
NleXp{kB }+N exp{kT}:eXp{kBT}_l—Ni

b€ _ N;i
=T SN,
=fiir (8.4.5)
SO =ks Y [m( ) NiIn _NNi]
N;
=k ) [In— —Nlnl_Ni]

= kg Z ~In(1 - N;) = N;InN; + N; In(1 = N;)]
i

= —kp Z [(1-N)In(1 - N;) + N;InNj] (8.4.8)
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NEF) € [0,1], weil sonst S komplexwertig wird. Ebenso

u® = Q® + 75O 4+ uN®

H—€i H—€i
:Z[—kBTln(l+exp{ﬁ})+kngn(1+exp{ T })
- B B

el exp { &}
(1 el)l+exp “;—?}+”1+exp{%}
= [—kBTln k;T +kgTIn (1 kBTi})
ex {%} exp{”_'
—(u —€) —— tu -
el e 5]
— €i exp{%} _ €; _ NG
4 1+exp{%} _Zi'exp{%}+1 _Zi‘elNi (849

Weil die Teilchenzustiande der Fermionen nicht oder hochstens einfach besetzt sein kon-
nen, diirfen die mittleren Besetzungszahlen NEF) nur € [0,1] sein. Damit fiir e;1 = 0,

NEF) = ﬁ, 0 = exp {—kg—[T} € [0,00], und somit

oo i oo (8.4.10)
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8.5 Vergleich der mittleren Besetzungszahlen

Mit x = % gilt fiir die Bose-, Fermi- und Maxwell-Boltzmann-Verteilungen

B\ _ 1
NFO =5
Fypy_ 1
N ()= er+1
NMB )(x) =e
i 7

die in Abbildung (8.1) illustriert sind.

Abbildung 8.1: Vergleich der drei Verteilungen

.. . . . .. . . e . . _ N
Fiir x > 1 stimmen die Funktionen N(x) iiberein. Bei Berticksichtigung von u = u(T,7;

zeigt sich, dass fiir hohes T und niedriges % beide Quantenstatistiken in die Maxwell-
Boltzmann-Statistik (MB) tibergehen.

—124-—



Kapitel 9

Die idealen einatomigen Bose- und
Fermi-Gase

€; ist durch die kinetische Energie €; gegeben und es tritt keine Wechselwirkung zwischen
den Teilchen auf. Nach (6.3.5),(8.3.9) sowie (8.4.4) ist immer

+YIn (1 + o*e_k;_iT) (F)

LA N . (9.0.1)
kT kT —Zln(l —oe_kB_T) (B)
i
. . B p?
mit Fugazitit 0 = e*” und €; = 5.
Weiterhin ist mit (8.3.11) und (8.4.6)
)y = (F)
Neo (8_()) _ )i o1 expig}ﬂ 9.02)
)y 5 (B)
i o exp{?’T}—l

Fiir Spin 1-Teilchen bestehen fiir jeden Impuls zwei Einstellmoglichkeiten der Spin-

richtung, die sich energetisch nicht unterscheiden. Teilchen und Spin (s) haben (2s + 1)
Einstellmoglichkeiten. Die Summe tiber i in (9.0.1) und (9.0.2) setzen sich daher aus Sum-
me der Spineinstellungen (SE) und der Summe der Impulsquantenzahlen zusammen.
Letztere approximieren wir fiir genugend grofses V durch ein Integral h% f dp und bei
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Berticksichtigung des Spins erhalten wir fiir das ideale Fermi- bzw. Bose-Gas:

~ anv ) P’ F
_m T E fp ln(l aexp{ 2kaT}) dp[ 5 ] (9.0.3)
_ 4V 2 1 F
N=Y - fp pz } , dp( B) (9.0.4)

SE 5 o lexp {W +
Behauptung:
Fiir beide Gase gilt die Beziehung
2
PV = gu (9.0.5)

die wir fiir das klassische ideale Boltzmann-Gas in Kap. 6 gezeigt haben (siehe GI.
(6.3.11)). Ausgeschrieben fiir beide Gase gilt also:

Bosonen: ~ InZg = - Z In(1 - o exp{-z 7))

Fermionen: InZg = Z ln(l + oexp{——})
mit 155‘; = kBT = ang folgt

Bosonen: ~ Q= —kgTInZ, = kBTZ In(1 - o exp{-F)

Fermionen: Q = —kBTZ In(1 + aexp{ }) wobei

Z=thgf = h—;/fpzdp
i SE E 0

Mit A = 5% ist (9.0.3)

Bosonen:  Q® = ZAkBT fln(l —~ oexp{—ZW’kaBT})p2 dp

2
Fermionen: Q) = — ZAkBTfln (1+ oexpf{- 2kaT})p2 dp
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3
Partielle Integration mit Funktion v’ = p? sodass v = %. Ebenso aus

2 2
_ _ P _ P
Ug =1In (1 o exp{ kaBT}) , Up=1In (1 + o expi kaBT}
2
U 1 - p? ) ( P 0 exp{—5 17}
- 2 - - - 2
p 1- aexp{——ZkaBT} kaBT mkgT 1- oexp{——ZkaBT}
JUp o p 1
ap kaTa—le% _q
pZ
IUr _ 1 o expl- p? }) 2 o P 0 exp{—zer)
2 2
dp 1+ oexpl—5=7! mkpT 2mkpT mkgT 1 4 aexp{——ZTkaT}
JUr _ p 1
ap kaTa—le% e
Mit [o'udp = [uefy” - [ o’ dp folgt fiir
0 0
4
Bosonen: ~ Q® = Z SmM ppiz dp
0 U—lekaBT_l
. 4
Fermionen: Q® = Z 3m}<ﬂ ’;72 dp
0 0'_162kaT+1
In beiden Fillen
B _ 2 1 , P? 1 F
Q=-PV= ZA3fdpp S [B (9.0.6)
SE 0 0——182ka7" + 1
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Andererseits ist
& 4V 3
=) eNi=) ,———=), 7 fdppzp—’?
i i
0

o) p2 P
=) A f dppzz—”;[ ] 9.0.7)
SE 0 1 B

o~ le2mkgT 4 1

Wenn wir nun (9.0.6) und (9.0.7) vergleichen ergibt sich

2
Q=-PV=-—2U
3

3
U=2py
—H=3

fir (F) und (B) Gase.
In Kapitel 6 haben wir gezeigt, dass fiir klassische Maxwell-Boltzmann-Base ebenfalls
gilt:

PV =kgNT und U= ;kBNT = %PV

Das heifst, die kalorische Zustandsgleichung

3
u= EPV
gilt fiir alle drei idealen, einatomigen Gase (MB,FD,B).
Durch die Gleichungen (9.0.2) und (9.0.4) wird die Fugazitdt o und damit u als Funktion

von T, V und N bestimmt.
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10.1 Ideales Fermigas

Wir berechnen nun aus (9.0.3) und (9.0.4) die Zustandsgleichung des idealen einatomigen
Fermigases bei einem Teilchenspin %, d.h. 2S5 +1 = 2, fiir geniigend gro@es Volumen V.
Hierfiir benutzen wir die thermische Wellenldnge (6.2.15): A(T) = \/— Hieraus folgt

dann fir (9.0.3)
87 r L s 2 ey
kBT——depp ln(1+ae 2"E%T):—Sf‘dpp ln(1+0€ " ) ,
0 0

weil L ﬂ
kaBT h2 ’
A h h
Mit Substitution x = — AN p=—x , dp=——dx
h nzA nzA

(o]

3
:L:S—T(h fdxxln1+ae"2)
0

8 f dxx?In(1+0e™) (10.1.1)
0
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Fiir (9.0.4) erhalten wir

N 8t [ p? 8 [ p?
Vo ﬁf =35 | P
0 o~ leZmkgT 1 0 o le 2 +1
_8n I f X2
ARV e 41
0
N 8 7 x2
— = dyxy—— 10.1.2
V= f o Te? 11 (10-1.2)
0

Wir definieren nun im folgenden zwei Funktionen (,,Fermi-Integrale”)

fi(0) = % f dxx?In (1 +0e™) (10.1.3)
0
4 [ x?
0
(10.1.5)
Damit ergibt sich
P 2 N 2
kB_T = ﬁfg(ﬁ), n= V = ﬁf%(ﬁ) (1016)
und mit U = 3PV = §VkBT%f% (0) folgt
3kBTV f;(0) (10.1.7)
Weiterhin folgt aus der kalorischen Zustandsgleichung (PV = 2L[):
1 1/(5 5kgTV
S = =(PV + U - pN) = (3u yN) T[ by 0) - yV/\3f3(o)
- kBV 563(0) - 27 f%(a)] (10.1.8)

Um diese ij}en als Funktion von T, V und N auszudriicken, miissen wir u eliminieren. Dies
geht allerdings nicht exakt. Daher betrachten wir drei Spezialfiille nach einer kurzen Diskussion
der Fermi-Integrale.
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10.2 Eigenschaften der Fermi-Integrale
Beh : . 10.2.1
ehauptung: f%(a) = aaf%(o) (10.2.1)
N d.. . 4 [, ,d .
Beweis: Ef%(a) = ﬁf dxx Eln(l + oe )
0
1+02‘x2 .e_xz - a;:xj;z-%—l
ge™

dx x*———
oe " +1

/
f x = f,(0) Q.E.D.
0

N

dx ——5—=1;
o lex +1

Mit Reihenentwicklung
fira* <lunda=1

n(1 +a) = Z( 1) %

fira® <lunda=-1

ln(l—a):—Z%

v=1

26-22 < 1 fijr alle x, wenn |o| < 1.

folgt fiira = oe™, dass a® = ¢

Damit
. ,0" 4 r
f@ ==Y (-1 Vﬁfdxxe
0

4v2
(10.2.2)
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fir |o] < 1.
Aus (10.2.2) und (10.2.1) folgt

" (10.2.3)

fir o] < 1.
Fiir o >> 1 gilt:

fs = 4 fdxlen(1+ae_x2)
.

a2
fiirce™ >1

—140e =% )
1 fir ce™ <1
e =1=Inc=x*=x= Vino
In niedrigster Ordnung folgt
Vino
fO~i f dxxz[lno—xZ]—— Ino - 1x3 lna_ 1x5\/ln_o
PoVn J \/_ 0 5" o
4 1 3 1 5 5 8
=—|=( 7+1——ln07] Ino)2[5-3] = Ino)2
¢{<m> (no)f] = = =no)5 -3] = = =ino)
1

% ~ 4 (ln g)z
7_(

und f3 _Gdo 15\/_,6’2

In 1. Ordnung in (Ino)™! < 1 folgt analog (Ubungsaufgabe):

N 8(lna)§ 5m?
fg(d)— 15 Vi [ +8(ln0)2+ ] und
4(Ino) 2
K= V‘[ me*J

Wir miissen nun o aus den Zustandsgleichungen (10.1.6)-(10.1.8) eliminieren, um diese
als Funktionen von T, V und N auszudriicken. Dies geht nicht exakt. Daher betrachten
wir die Ndherungen fiir drei Spezialfille.
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10.3 Schwache Entartung

e
schwache Entartung: d.h. 0 = "™ <<'1, oder u < 0!
+0 — U—; + ... und wir erhalten fiir (10.1.6)
2

Es ist nach Gleichung (10.2.3) f% (0<1)=

N

2

Q

YaZo- L]
VT i
3 2 3 2
= M:Z(o—%) oder o:ﬂ\]+6—3 (10.3.1)
1% 23 2 23
In 0. Naherung
AN
(U
17
und in 1. Ndherung
BN @2 BN 1 (AN
™ ~ = - 10.3.2
Uy T Tawv T\ (10.3.2)
und daher allgemein:
AN 1 (AN
&t — = . 10.3.3
CTv T3 ( 2v) " (103.3)

%’ << 1 oder A%n << 1, d. h. mit der

Der Grenzfall ¢ << 1 entspricht nach (10.3.3) A3

Definition von A nach (6.2.15)
3
h N <<1

(nmkg)? VT?
no__ (2rmkg)?

h3

(10.3.4)

E

d.h. fiir kleine Dichte n = ¥ (& grofer Teilchenabstand) und hohe Temperatur approxi-

mieren wir (10.3.2) bis zur 1. Ordnung.
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Nach (10.1.6) gilt mit (10.2.2)

pv _ S0 773

__ 23 [1 -2 +O(o2)] |1 +Z +O(oz)]
23 22

3
21+i50(0):1+iAN

o
3
22
14+ 2 - 40 =1+ =2 -1)
22 22 22
o
23 23 23 2V

pv__SHO g WY (10.3.5)

= ~ | +
NkBT f%((f) Z%V

Ebenso nach (10.1.7)

_ 3kBTV _ 3kBTV 02
_ 3TV (o
- =2 2%

U3TVIAN 1 (ANVI[ 1 (AN
3 2V oil2v 23\ 2v
3 1 (3N 1 (AN
= g (57 |1 ()

3 1 1\(A3N
~ SNKgT|1+ | = - = | [ 5=
2 [ +(2% 25)(2")]
—_——
Fe-D="%
22 22
3
U~ 2NkpT|1+ 2 (10.3.6)
2 21V
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Mit A3 = koT~# (mit Konstante kp), U = NksT [1 ; kg—NT-%]

22V
3
= Cy = (3_U) = gNkB [1 + A7N] + §NkBT|:—§T_gkg—N:|
8T 1% 2 2§V 2 2 2§V
3
= 2Nk [1 + {—N] + NIy [— 17\] iﬁ]
2 2:v| 2 2:v 2T
3 3
00 = 1+ S _ 3 N0
2 2tv 22 V
1 3 1 1
7 g3 =-—
22 22 22 2
3
Cv = 2Nks [1_Nf ]
2 21V
3 IN( B V1
= >Nkg [1 TV ( zka) E] (10.3.7)

und

[u(T,N) =kgTIno = kgTIn

- =5y (10.3.8)

/\3N+1 /\3N2+
T

Obige Korrekturen an der Zustandsgleichung des klassischen idealen Gases stammen
nicht von der molekularen Wechselwirkung, sondern von quantenmechanischen Effek-
ten (Pauli-Verbot und Nichtunterscheidbarkeit der Teilchen).

Mit wachsendem T und 1% geht die Zustandsgleichung (10.3.5) in den klassischen Fall
LV_ = 1 {iber, ebendso (10.3.7):

NksT —
C(‘f) - CgAB) = ;ng und  u® — u™B (mit 2 Spin-Stellungen)
- —kBTln(%) S oo (10.3.9)

10.4 Maximale Entartung

Bei T = 0 sprechen wir von maximaler Entartung, da die Abweichung vom klassischen
idealen Gas am grofsten ist. Fiir ideale Fermionen war

(10.4.1)
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Dies geht iiber in

Qo
N =1 wenn ¢; < (T = 0,3}), denn ™ = %" — 0 fiir T — 0
Ny =1 t v

G
T ~ kT — oo flir T — 0

NEF) =0wenne¢; > (T = 0,%’), weil e

NP =1 fire <u(T=04%

¥)
NO =0 fire>p(T=0Y) (104.2)

Das heifit: im Systemgrundzustand (Mikrozustand mit der niedrigsten Energie des
Systems, T = 0) sind alle Teilchenzustdnde unterhalb einer Energie mit dem Wert
u (T = O,%) mit je einem Fermion besetzt und alle Teilchenzustdnde mit dartiberlie-
gender Energie unbesetzt!

Die Besetzung mehrerer Energieniveaus der Fermionen, und nicht nur des tiefsten,
resultiert aus dem Pauli-Verbot, dass hochstens ein Fermion in jedem Teilchenzustand
sein kann. Wir sehen also, dass ein Fermi-Gas auch im absoluten Nullpunkt eine endliche
innere Energie besitzt.

Wir berechnen zuerst y(T = 0,%]) aus der Beziegung ). N; = N, wobei wir die Sum-

1
me durch ein Integral approximieren, bei Berticksichtigung von (10.4.2) (zwei Spins):

2V 2V 4np? 8nV
N = ZNi = h—3f dPp-1="F 1 = Py (10.4.3)

K3 3p3 Fmax

mite < p (T = 0,%).
Der maximale vorkommende Impuls der Fermionen bei T = 0 ist der ,, Fermi-Impuls”

1
3 3
SN ) (10.4.4)

PF = Pmax = ( SV

und er bildet den Radius der sog. , Fermi-Kugel”. Bei T = 0 sind alle Teilchenzustdnde
innerhalb der Fermi-Kugel von Fermionen besetzt und alle aufierhalb unbesetzt.

Die Grofite noch mit Fermionen besetzte Energie wird ,Fermi-Energie” ¢r genannt. Sie
ist definiert durch

 Phay 12 (3N )3

N
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wobei ¢, durch die obere Integrationsgrenze von (10.4.3) bestimmt ist. Die dazugeho-
rige ,,Fermi-Temperatur” O ist definiert durch

@FE#(T:()%)_@_ h? (3N )§

kg " kg 2mkg \8ntV

(10.4.6)

Mit der Verteilungsfunktion (10.4.2) fiir den absoluten Nullpunkt bestimmen wir die
Nullpunktsenergie

Uy = U(T = 0) = Z &iNi(T = 0) = % f g dPpe

1

Fermi-Kugel
PF

2
:87'(Vfd 2p_:4nV Pj?
h3 2m  5mh3
0 ~
PP
S5y \ 8V 5
4nV 5 3
=——pPr== 10.4.7
Uo = 5P = 51VeF (104.7)
oder mit € = %,p: ng,% = Z_% = ;ng
8V (d 1
Uy = %.ﬂf_f(\/zmg)‘l_
V2m . e2 2m
EF
8V 3 3 4nV 32 8
= 2—}13(2711) dee2 = h—3(2 )Zgéé
0
2m)2V 3
u, = T 2me e (10.4.8)
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Der Nullpunktsdruck ergibt sich damit zu

2
PoV = SUs
2U, 2 8m(@m)iy 3
Ph==—— = — . 2,
T3V T3y s o b
3
8.2 2m)} 2 § 3 N
Py = 2ep= = .2 g
0T 15 13 ‘STF F=15'3 2
3
(5) &
ON K2 (3\V5/N\V R [3\5 s
Py = =— - = — = — | — 3 10.4.
0 5V€FT5m(8n) (V) 5m(8n) " (10.4.9)
(10.4.5)

Der Nullpunktsdruck Py nimmt mit sinkender Fermionenmasse und wachsender Fer-
mionendichte 7 zu. Er ist entscheidend fiir das Gleichgewicht der weifSen Zwerge. Diese
bestehen aus vollkommen ionisierten Helium-Atomen und quasifreien Elektronen mit
einer Dichte von n = ¥ ~ 10%%cm™. Dies fiihrt auf

er ~20MeV und ©Of ~ 10MK (10.4.10)

Da weifle Zwerge eine Temperatur von 10K haben, ist das Elektronengas weitgehend
entartet. Man kann daher Py fiir den Elektronendruck bei T << @ benutzen. Dieser halt
in weifien Zwergen das Gleichgewicht mit der Gravitation aufrecht.

Der Fermi-Druck ist ebenfalls Grund fiir die relative Inkompressibilitit gewohnlicher
fester oder fliissiger Materie:

Fiir unsere Erde verhindert diese Inkompressibilitit gewohnlicher Materie, dass diese
auf Grund der Gravitation zusammengedriickt wird.

Fiir die Sonne spielt der Fermionendruck fiir das Gleichgewicht zwischen Gravitation
und Materiedruck keine Rolle. Hier hélt der kinetische Druck des Sonnenplasmas P =
%BT dem Gravitationsdruck die Waage.

Anders ist es bei entarteten Sternen (s.0.):

Die Physik des kleinsten (Elementarteilchen) bestimmt die Struktur der grofiten Objekte
(entartete Sterne)!
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10.5 Zustandsdichte

Beim Ubergang von der Summe

geht N; tiber in

N(e) =

e ’
efsT +1

wobei N(¢) die mittlere Besetzungszahl eines Teilchenzustands mit der Energie ¢ ist.
Ebenfalls gilt (10.1.4)

_8nV pz
N= h3 f dp R
0 ekaBTe kgT + 1
. 2 1 d
Mit e = £, p? = 2me, p = V2me2 und ?Z = \/ﬁ folgt
8tV em 1 47V 3 1
N=—2m | de — = (2m)2 f de €2N(e) (10.5.1)
> 0 V2me ot 41 9
Wir schreiben (10.5.1) als
N = fN(e)D(e) de (10.5.2)
0
mit der ,,Zustandsdichte”
_8nV , . dp 4nV 31
D(S) = h_3p (E)a = h—3(2m)2£2 (1053)

Diese ist unabhiingig von der Temperatur.
D(¢) de = Anzahl der Zustdnde im Energieintervall [¢,¢ + de].
Dann ist die mittlere Zahl der Teilchen in diesem Energieintervall = N(¢)D(¢) de und N
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ist die mittlere Gesamtteilchenzahl.
Mit U =} &N, folgt dazu analog
i

[o0]

U= | eN(e)D(e) de (10.5.4)
/

Im Grenzfall T — 0 folgt aus (10.4.2) (N; — 1)

EF EF

N(TzO)sz(e)ds , U(TzO)zfeD(e)de

0 0

Graphisch sieht dies wie folgt aus:

N(e)
1 T=0
0,5+
2_" >0
E€F &
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10.5 Zustandsdichte

N(e)D(e)
“D(e)
T+#0
/
T=0
\
€F S
Neben (10.5.2) und (10.5.4) notieren wir noch

PV 8nV 5 _ e
kaT =InZ, = o f dpp”In (1 + oe kBT) (10.5.5)

0

und nach partieller Integration: v’ = p?, v = %p3, und aus u = In (1 + oe_"BLT) folgt

. 1 ( o dee_kB_T)
1+ 0e T ks T dp
1 de ae_kl;_T 1 de 1

keT dpq 4 oot ksT dp o157 11

Damit gilt

PV _8nV 1 sde 1
kT~ 18 3T ) PP dp e 4 q
0

Hieraus ergibt sich

_ S f P de_ 1 (10.5.6)
3h3 S dp G—lekBT +1
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Verallgemeinerung auf beliebige (auch nichtrelativistische) Teilchenenergien und Spin-
Einstellungen: mit statistischem Gewicht 2 = }} SE = (25 + 1) = g fiir Fermi- und Bose-

Gase, aufSer wenn masselose Teilchen, und 275}‘13 = gz(jf;: = ;f{;; = %—’;
_N_ g ([ dpp?
n= = s = (10.5.7)
o est x1
= dppge
g dp
Tt o et x1
u 8 f dp ep?
— == nie; = — (10.5.9)
1< €
%4 Z]: 2m2h3 ) BT 41

. 2c? c
wobei ¢ = /p2c2 + m2c* — mc?, so dass % = E_ = FL
P 24/pR2+m2ct Vp2c2+m2ct

10.6 Fall starker Entartung o >>1

Hier muss gelten ¥1% >> 1 und somit entweder T — 0 oder ¥ — oo.
Wir ersetzen dann

N(e) = —= o~

1 1 fire<pu=er
eRT +1 0 fire>p=er

Der Impuls pr, der zur Energie ¢r gehort, heifst Fermi-Impuls und wir erhalten fiir
(10.5.7)-(10.5.9) mit x = ££
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3
n= 2ng2h3 f dpp? = #ihg)(mc)%ﬁ = % (%) x> = 5,8657 - 10%x° (%) in cgs-Einheiten
0
(10.6.1)
L f dpp?e(p) = _8 f dppz{ pAc% + m2c* — mcz}
Vo 2n?md 2m2h3
0 0
5 xmc >
_ 8me 2 (ﬁ) _
-5 f dpp { L+ (- 1} (10.6.2)
0

8 sde _ gc f p*
p= qae _ Y 10.6.
6m?h3 f dpp dp en?n3 dp [P2cZ + m2ch (10.6.3)
0

0
Partielle Integration von E: v’ = pz, u=e

:>v—13 u’—E
3F T
Xmc Xmc

:>fdppze(p):[u-v]’émc—fdpu’-v
0

0
xmc

Xmc 1 3 (ié3
o 3 f y dp
0

3 1 233
= M{ Va2m2ct + m2ct — mc?) = tonh

= %f(p)p3

3 3 g
3111:2,3 24:3
S Sy ULt e | L
2m%h3 3 g
gmtc® 4
- BVI+2-1]-P (10.6.4)
672h3
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Berechnen nun P mit Hilfe der Substitution: y = %, p = mcy

X
4

2
8¢ 5 Y
P= d
67%hH3 (mic) ‘Of Y 2y + m2cE

B g b

S [ vt
= dy —L___
61N g Of v v

= ST )=k f (10.6.5)
= ygm/ ) =hflx >
mit
pa 4
Fx) =8 f dy —2 (10.6.6)
1+
0
Somit erhalten wir fiir (10.6.4)
4.5
gm*c
=2 = .6.7
18270 h(x) = kih(x) (10.6.7)
mit
h(x) = 83 V1 + 22 —1] - f(x) (10.6.8)
Der Vorfaktor in (10.6.5) und (10.6.7) in cgs-Einheiten
k1 = 6,0026 1022§ (10.6.9)

Berechnung von f(x)
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Es ist

drl =22, 08
xu 4 ¢ 82 82!

1
mitu = Va+cx2 , 11:—1n(xx/5+u)
e

f x* 1x%u 3axu 34°

Hiera=1 , ¢c=1 , xey , u=Vl+x?

= 13 2_§ 2 § ( 2)]x
:>f(x)—8[4y A1+ 3 1+y +81n Y+ 4J1+y .
X
=@2y° - 3y) /1 + 12 + 31 ( + 41+ 2)]
[(y Y) y ny+41+y .

fO) =222 =3) VI +22 +3In(x + V1+x2) (10.6.10)
mit sinh ™' z = In(z + Vz2 + 1) kénnen wir (10.6.10) alternativ schreiben als

f(x) = x(2x% =3) V1 + 22 + 3sinh ! x (10.6.11)

Damit erhalten wir folgendes Verhalten in Grenzfallen:
x >> 1 (relativistischer Fermi-Impuls) und x << 1 (nicht-relativistischer Fermi-Impuls).
Ubungsaufgabe:

8.5 4.7 (o

2x° —2x’ fuirx<<1
fl) =32 7

2 —2x2  firx>>1

{%x5—37’x7+... firx << 1

6xt —8x3+... flirx>>1
Relativistischer Fermi-Impuls: x >> 1
= f(x)=~2x* , h(x) ~6xt

1
= P~ 2kix* Ez6k1x4:>P:§E
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Fiir Elektronengase ist die Massendichte ¢ = %nma (m,: Ionenmasse). Fiir Wasserstoff
gilt % =1, fur alle anderen % ~ 2.

mc
1
sean\ (375 Y
PF= (8ngV) & "

1
2\3
? 3r%h3 n—) ,
nach (10.4.4) und g # 2

P = 2k = 2Ky (pF )

Nach GL. (10.6.5) ist ky = 48 = h3 , sodass

Pzzg'MQ[cﬁw %tf}

487‘(2 13 n14/c4

oder

1 4
3m2\3 Z\3 &4
P = (%) hC(Z) m, - 03

also im relativistischen Fall:

P =k} (10.6.12)
1 4
3n2\3 Z\3 4
mit k2 = (%) hC(Z) m,
2\ 12778
3
:4,56‘1014(§) (7) (10.6.13)

Nichtrelativistischer Fermi-Impuls: x <<'1

12
x5

f =22, hw =
8 5

=>Ezgk1x , Pzgklx

O‘IIOO

_2u

2
p=-p=:4
=P =3737
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und

8( ¢ miB\ 1 [enZn\} ¢ &GP (6m2P\T 5 1(6r?\ 2 s
P = — = nd = —| — —ns3
5\182 @ ) o\ g 2 5

302w 8

1(6712)% "2 1 (Z)g
=z|l—] =—=|5) ¢

Wl

5\ ¢ mmé A
P = k303 (10.6.14)
- 1(6712)%712 1 (Z\3
mitks = 1(£2) 2L (Z)
5\ ¢ mmg A
2\3 277\3
3
:3,12-1012(—) (—) (10.6.15)
g A

Der Fallo >> 1 & ]qf:—T >> 1 hat eine einfache physikalische Interpretation. Mit der

Heisenbergschen-Unschérferelation

h
prxh=>g=-
q-p q p

und der Dichte 1 ~ 4 folgt
q

p3 _ m3c3

T Te

das stimmt bis auf einen numerischen Faktor [6‘%] mit (10.6.1) tiberein.
Im Grenzfall 0 >> 1 sind die meisten Elektronen-Zustdnde bis zum Fermi-Impuls pr
gefiillt, und nur wenige oberhalb p > pr [Fermi-Entartung] < Kondensierung des Gases

im Impulsraum!
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o>1

10.7 Entropie im Fall starker Entartung

Es war
P:%ﬁ(a)kﬂ , == fi0)
k
_ ksTT 5f3(0) = 27 = f3 0)] %[su MN]

3kBTV
fi@) . s=75|

mit
5m?
1
f = 15«/_(M) [ 8(In 0)?
~ ot | 1
f% o~ ﬁ( no) + S(no)? ur o >>
damit
A3n /\3N 4 3 2
- = = 2 1 4 —_—
. - (0) > 32=(in0) [ Sam)z]
sodass
3 34mASN 2 1!
(no)* ==~%y [1 " 8(lno)2]
2 -2
Ino = —3\5/\3]\] 3 1+ i :
B 8V 8(In 0)?
Mit nichtrelativistischer Energie-Impulsbeziehung gilt
h? ( 3N )5 h
F=—|—— =
m\8nV QnmkgT)?
2 2
_ (3 \/E/\3N)3 ~ [3\/%1\] K3 )3
8V 8V (2mmkgT)?
_ (éf ) (N)% w__ I (éﬁf 1
- \8 V] 2rmmkgT ~ 2mkgT \8 V) 3
_ Lﬁ(i_y _
 kgT2m\8n V) — kT '
O PO SN P
 kgT 8(Ino)?|  kgT 3 8(Ino)?
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e
In 0.ter-Ordnung
0 T = O,M
0= BE HT=0y)
kgT kgT kgT

ist exakt fiir T = 0, weil die Fermi-Energie durch er = u(T = 0,%) definiert ist.
Einsetzen von (In¢?) in (10.7.1) ergibt in 1. Naherung

1) 2 2
7 ay_ eF |, 7 (keT
kT Ing"” = kaT ll 12( - (10.7.2)
Wir erhalten somit fiir U:
1%4 vV 8 5 572
U=3kgT— fs =3NkzgT ——— (Ino)2|1+
513573 T BNTsye 9 8(lno)2]
| ——
1 3
e ()
3 kgT 52
= 2NksT|2=] @
51V (ep) (noy 8<1na>2]
% 2 212
Tt kBT kBT
= ZNkrT N il -
(1072)NkB ( kBT 12( ¢F )l [ 8 (EF )}
= 3 [1 = B e (RTV ], 57 (kT
5 P kgT 24 \ep 8 | er
[ 2
= gNVer|l (8 24“)( )]
- §N€F E2(3 1)(kBT) l
5
_ 3 57'[ kBT
=gNer|1+ 35 ( )
Also
3 kgT
U = =Ner [1 0 ( )l (10.7.3)
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Kapitel 10 Ideales Fermigas

Damit folgt fiir die Zustandsgleichung bei kleinem T

_2U_2N [1 5n2(kB_T)2]

= —-——= = — +_
3V 5V 12 \er

und fiir die spezifische Warme des Fermi-Gases

co = (YY) L 3Ne B keT ke
Yo\or), BT 12 Ter e
2 NK
Ve
Somit folgt fiir
IimCy =0
T—0
Cv
Nkg

|
€r

Fiir die Entropie folgt mit (10.7.2) und (10.7.3)

175 1 5n2 (kgT\’ n2
_ 22 ~ = . ) e Nep |1 = =
S T[Bu “N] T{NéF[l-'_lZ(ep) Nép[ 12

7 Nep (T\* oy 72 NKT

12 T \ e 2 e

|

(10.7.4)

(10.7.5)

(10.7.6)
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10.8 Numerische Kriterien fur das Auftreten der Fermi-Entartung

sodass mit (10.7.5)

nsz%T
Si= er =Cy (10.7.7) ,

d.h. S(T = 0) = 0 und somit wird der 3. Hauptsatz vom Fermi-Gas erfiillt, im Ge-
gensatz zum klassischen idealen Gas.
Wegen S = —kg ). piInp; mit den Mikrozustédnden i bedeutet dies, dass bei T = 0 im

Systemgrundzus‘éand pi = 1 und in allen anderen Mikrozustdanden gleich Null ist.

Dies ist eine Folge der Quantenmechanik: wegen der Nichtunterscheidbarkeit gleicher
Teilchen liefert die Vertauschung der Teilchen im niedrigsten Energieniveau keine neuen
Mikrozustand, im Gegensatz zur klassischen Statistik. (Vorraussetzung: nicht-entarteter
Grundzustand)

Bei Entartung im Grundzustand mit Anzahl go wére dann p; = i im Grundzustand,
alle anderen Null.

= die Nullpunktsentropie

80

1 1
So = —k Inp; = -k —In— =kgln 10.7.8
0 B Zl: pilnp; B ; g Tk g0 ( )

ist aber gegen kgN sehr klein und meist vernachlédssigbar.

10.8 Numerische Kriterien fir das Auftreten der
Fermi-Entartung

Fiir die Massendichte ¢ = (%‘) nm, folgt mit (10.6.1) und x = pr/(mec)

A A
0= (Z)mp .5,8657 - 1093 = (Z) -1,6726 -107%* - 5,8657 - 10%x°

0=981-10° (‘%) 3106 (%)x3g cm™3 (10.8.1)
und
1 1
(o ¥ (o)
x = (106 3 ] _ (10%) (10.82)

mit ye = ’74 molekulares Gewicht der Elektronen.
Fiir Wasserstoff ist p, ~ 1, fiir alle anderen Elemente ist . = 2.
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Kapitel 10 Ideales Fermigas

Fiir die Fermi-Energie folgt dann

ep = 1/;9%02 + m2ct — mec? = mec? (V1 + 22 — 1)

1

2\2

er=m||1+(=2—)| -1 (10.8.3)
106u,

Fir nichtrelativistischen Fermi-Impuls, x << 1, d.h. g << 106ye, folgt mit V1 +x2~1+ %xz

2 2
3 1 2 3

2\105,) ~ 2710% \ e
Es folgt somit
2 2
er 1 ome (o) (297-10°K) (¢ )’ (10.8.4)
ksT 2 10%5T \ e T e e
2 511-10°-1,602-10°12 -7
weil —2¢€_ — O 2966+ 2K = 2,97 10°K

2-10%s  2.104-13807 101655 1012

Ein nicht-relativistisches Gas ist stark entartet falls

2
eg 297-10°(0\?
I A . 1
ksT T ( >

(10.8.5)
Ue

Fiir nahezu alle Metalle ist o ~ 1 = Fiir alle Temperaturen << 3 - 10°K miissen die
Elektronen im Metall als entartet angesehen werden.

Relativistischer Fermi-Impuls x >> 1 liegt vor, wenn | g >> 10°y, |:

dann ist

1
Q 3

106w,
und
1 1
E_F_mgcz 0 3 B mgCZ ﬁ 3
kT~ kgT \100u,) — kpT102 \ e
mit
mec>  511-10°-1,602-10712 59291077 593-10°K
10%T ~ 100-1,3807-10716T ~  10-MT T
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10.8 Numerische Kriterien fur das Auftreten der Fermi-Entartung

=
1
er 593 10K [ 0\?
KT T ([Je (10.8.6)
Entartungsbedingung fiihrt auf Bedingung
3
0 T
- e 10.8.7
ve (5,93 - 1071<) (108.7)

lgT
11 +
10 +
relativistisch
9 tnichtrelativistisch

X ~Weifle Zwerge (i =107,T ~ 107K)

nichtrelativistisch
relativistisch
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Kapitel 11

Ideales Bosegas

11.1 Realisation von Bosonen

Ist ein Teilchen aus einer geraden Anzahl von Fermionen zusammengesetzt, ist es ein
Boson.
Beispiele:

H>-Molekil: 2 Protonen + 2 Elektronen — Boson
4He-Atom: 2 Protonen + 2 Neutronen + 2 Elektronen — Boson
’Li*-lon: 3 Protonen + 3 Neutronen + 2 Elektronen — Boson

Ist ein Teilchen aus einer ungeraden Anzahl von Fermionen zusammengesetzt, so ist es
ein Fermion.
Beispiele:

4He*-lon: 2 Protonen + 2 Neutronen + 1 Elektron — Fermion

3He-Atom: 2 Protonen + 1 Neutron + 2 Elektronen — Fermion

11.2 Das ideale Bosegeas

Wir untersuchen das ideale Bosegas mit fester Teilchenzahl. Die Teilchen mit ganzzahli-
gem Spin werden Bosonen genannt. Die Idealitdt bedeutet keine Wechselwirkung zwi-
schen den Teilchen.
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Kapitel 11 Ideales Bosegas

2
Wir betrachten zundchst nicht-relativistische (¢ = g—m) Bosonen mit dem Spin S und
der Masse m. Fiir grofies Volumen V und nicht zu niedriger Temperatur T gilt nach

(9.0.3)-(9.0.4)
425 +1) [ A
i = _M‘[ dpp21n(1 —ge 2rkaT)
0
N 4n@S+1) (., 1
p= G [ T
0 o~ ekaBT _ 1

B
wobei o = e*sT ist. Wie bereits gezeigt wurde, gilt

—eo<ps0e[0<o<1]

Es werden nun folgende Funktionen eingefiihrt:

(ee) 00 v
g3(0) = —if dxx?In(1-0e™) = Z “—5 (11.2.1)
T 0 v=1 V2
und
d ' 1 o7
g%(G)EGEgg(G):—T(f dxxzmzz;‘g (1122)
0 V=

Offensichtlich ergeben sich die Beziehungen aus den Fermi-Funktionen (10.1.3) und
(10.1.4) gemafs

83(0) = ~f3(-0)

Wir erhalten dann mit x = % —p= V2mkgT - x =

P 2@ D) T f dx?In(1- e ™)
0

kT h3
= —4n(2S +1) (th#)z [—%g%(o)]
S+1 S+1
.- /\: )g;(a) , I‘\—,]=(2A—:)gg(0) ,
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11.2 Das ideale Bosegeas

also
P (25+1)
kT~ A3
Wir sprechen von Entartung des idealen Bosegases, wenn wir auf seine vom Verhalten
des klassischen idealen Gases abweichenden Eigenschaften Bezug nehmen. Nach (11.2.3)
haben wir fiir

S
85(0) %— L +1)g (0) (11.2.3)

A?% =An<1 (11.2.4)

schwache Entartung. Mit der Reihendarstellung (11.2.2) fiir kleine ¢ folgt

Asn = A3N (25 + 1)g3(0) = (a + %02) (25 +1)
232

und in O.ter Naherung (¢° = s +1)) = 1.te Ndherung: ¢! = (2)}9;111) — % ((2A53J:11))22’ sodass
allgemein gilt:
A3n 1 Adn
~ - 11.2.5
@5+1)| 2 @S+D) ] (11.25)
Wir erhalten dann:
__r___1 (0)~—a+l02
@S+ DksT 23537 7 3377 33
o 2on

__[1 ] PRSI | PO
Al 23] Bes+n | 2es+n]l 28es+ )

g
2§
A3n n A3n
1- = 1 1-2
[ 22(2s+1)+2%(25+1)} (25+1)[+2%(2s+1)( )]

(25 +1)

(7—5 +1) [ 22(25 +1)
Als Zustandsgleichung folgt bei schwacher Entartung
rp PV 1 3 N

nkgT ~ NkgT 1- z_g/\ V(2S5 +1) (11.2.6)
Weiterhin folgt sofort
u=2pv-= §NkBT(1 - 5;/\35) (11.2.7)
2 2 2225+1) V
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und mit A% = koT_%
= U= §NkB T-——— 1 NkoT_%
27 2228+1)V

Cy = (au) - 3NkB 14+ N koT ™2
1%

aT), 2 2525 +1) V ——
L A3
Cy = gNkB 14—1 Njs (11.2.8)

+ J—
| 2ies+1)V
Zustandsgleichung und spezifische Warme gehen fiir hohrere Temperaturen wieder in

jene fiir das klassische ideale Gas tiber.

Fiir mittlere Entartung sind graphische und numerische Methoden zur Aufstellung der
Zustandsgleichung erforderlich. Die starke Entartung mi ¢ — 1 ist hingegen leicht
berechenbar.

11.3 Bose-Einstein-Kondensation

Diese bezeichnet den Grenzfall 0 — 1, d. h. y — 0. Allgemein ohne Integralersetzung
der Summen in (9.0.1) und (9.0.2) gilt

PV &
- _ KT
o Zi‘m (1 oe T ) (11.3.1)
N = Z N; = Z _ (11.3.2)
i i

o-leRT — 1
Vorsicht ist geboten, weil fiir 0 = 1 die Summanden fiir die Terme ' = 0 divergieren!

Wir spalten daher den (2S + 1)-fach entarteten und 7 = 0 entsprechenden Term in der
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11.3 Bose-Einstein-Kondensation

jeweiligen Summe ab und ersetzen in (11.3.2) nur den Rest der Summe durch ein Integral

O S R R It
1

p o lefT —1 p#0 o~ lefsT —1

p2

o~ le2mkgT _ 1

o@S+1) 4nV@ES+1) (. , 1
T " 3 fdpp

_0(25+1) N V(2S+1)
1-0 A3
Genaugenommen miisste das Integral in (11.3.3) eine untere Integrationsgrenze p, > 0
besitzen. Die Integration tiber p von 0 bis co bedeutet jedoch keinen Fehler, da bei p = 0
der Gewichtsfaktor p? selbst Null wird und somit der Grundzustand p = 0 im Integral
keinen endlichen Beitrag liefert. Wir schreiben (11.3.3) als

83(0) (11.3.3)

N =No+ N, (11.3.4)
2 1
mit Ny = @ mittlere Teilchenzahl im Grundzustand p = 0 (11.3.5)
V(S +1
und N = % 83 (0) mittlere Teilchenzahl der Gasphase
Ebenso behandeln wir Gleichung (11.3.1):
PV %
- = = — — — kgT
T = -5+ 1)In(1-0) Y n (1 oe B )

p#0

P 2
— -5+ Din(t - o) - T [ dpphn(l_ae-zm”w)

also
DV o s+ 1)n -0+ XF Do o) (11.3.6)
ksT FERLE:
Fiir 0 = 1 erhalten wir nach (11.2.1) und (11.2.2)
s5(1) = iv_% — (2 =1341
gi — 2 4
5(1) = iv-% = (§) = 2,612
83 5

l
—_

v
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Kapitel 11 Ideales Bosegas

jeweils die Riemann-Zeta-Funktion fiir halbzahlige Werte, die man numerisch berechnen
kann.
Weiterhin ist 83 (0) im Bereich 0 < 0 < 1 von Null bei 0 = 0 monoton ansteigend.

Wir schreiben (11.3.3) als

poN 2541 0 251
VT TV 10 18 8

und berechnen die Teilchendichte des (25 + 1)-fach entarteten tiefsten Ein-Teilchen-
Energieniveaus (e(y = 0) = 0) zu

n_25+1 Y _n_25+1 0)
A PR

(11.3.7)

Weil 83 (0) fiir 0 < 0 < 1 auf die Werte von 0 bis 2,612 beschrankt ist, sind Temperaturen
T (tiber A) und Teilchendichten n denkbar, fiir die

g;(1) (11.3.8)

gilt. Dann ist aber np > 0, d. h. ein endlicher (makroskopischer) Anteil der Bosonen
besetzt das Grundzustandsniveau. Dieses Phianomen wird Bose-Einstein-Kondensation
genannt.

An dieser makroskopischen Grundzustandbesetzung wére nichts besonderes, wenn sie
bei Temperaturen einsetzen wiirde, fiir die

kBT<€1—€(ﬁ= 0) =€,

also unterhalb der ersten angeregten Niveaus (entsprache T < 1072° K). Das Spektakula-
re an der Bose-Einstein-Kondensation ist jedoch, dass die Besetzung des Grundzustands
schon bei wesentlich hoheren Temperaturen einsetzt!

Der Ubergang ins Kondensationsgebiet wird nach (11.3.8) durch die Bedingung

nA% = (25 + gy (1) (11.3.9)

reguliert. Fiir feste Teilchenzahl definiert dies die kritische Temperatur T, durch

3
2941 o [ K\
n g%(l) =Ae = (2nkaTC)
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11.3 Bose-Einstein-Kondensation

zu

h? n 3
keTe(n) = 5— [(25 - 1)3'%(1)] (11.3.10)

Umgekehrt erhalten wir bei fester Temperatur aus (11.3.9) eine kritische Teilchendichte
zZu

_25+1
=3

1c(T) (11.3.11)

3
ZﬂkaT 2
h2

831 = @5+ 1)g;<1>(

n'/3 ist umgekehrt proportional zum mittleren Teilchenabstand d, d. h. nach (11.3.9)
setzt die Bose-Einstein-Kondensation ein, wenn die thermische de Broglie-Wellenldnge
A ungefdhr gleich dem mittleren Teilchenabstand ist.

Vergleichen wir T, des idealen Bose-Gases (11.3.10) mit der Fermi-Temperatur Tr des
idealen Fermi-Gases (10.4.6), so erhalten wir fiir S = %-Fermionen mit der Masse m; und
fiir S = 0-Bosonen der Masse m1;, bei gleicher Teilchendichte

(3 \3
TF B 2171ka (S_Hn)

h? n |
Te= s | ——
2numpkp [g%(l)]

2
= Tr _ 2mmy [3g%(1)r

T, 2ms | 8n

2

B [3~2,612]3 Mo _q g4 (11.3.12)
8m mg myg

Bei Leitungselektronen und *He-Atomen ist das Massenverhiltnis ;TT; ~ 8000 = % ~

12000. Mit Tr =~ O(10* K) liegt T, ~ 0,86 K bei einigen Kelvin (immerhin nicht 10-2° K!).
Fiir Masse von “He-Atom und empirische Dichten von fliissigem *He ergibt sich

T.~3.13K (*He)
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11.4 Erklarung der Kondensation

Wir schreiben die kritische Temperatur als

h? n i
el = 5 ks [(25 n 1)g§(1)l

. 2 2.1 2 2 2
mit TAXT) = T (5:07) = i, d. e 5o = TAX(T) = T(A%)3, sodass

2
nA31 P
Mit diesem T.(n) schreiben wir Gleichung (11.3.4) als
25+ 1)V
N =Np+Ng =Np+ %g%(a)
um. Nach (11.4.1)
3 -miem ~ e
T)] (2S+ Dgs(1) A3 (28 + Dgs (M) \Te
und damit mit nV = N
3
N = No + (25+1)V g3 (0) - +(1)2
' F 05130\ T
N =N (T)ENg%(G) (11.4.2)
= = 4.
0 T, g% (1)
Wir definieren
(T,n,0) ( ! )% 59 (11.4.3)
a(T,n,0) = 4.
Tc(”) g%(l)
Somit ergibt sich
N=No+N-a (11.4.4)
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11.4 Erklarung der Kondensation

Wir erhalten dann fiir die Teilchenzahl im Grundzustandbesetzung
No =N(1-a) (11.4.5)
und fiir die Teilchenzahl in den tibrigen Niveaus
N¢=N-a (11.4.6)

Die Kurve T.(n) trennt den Zustandsraum in zwei Bereiche. Fiir T < T,(n) befindet sich
ein endlicher Anteil der Teilchen im Grundzustand, was fiir T > T.(n) nicht der Fall
ist. Wir untersuchen nun die Zustandsgleichung in diesen beiden Bereichen. Hierfiir
bestimmen wir zundchst ¢ mit Hilfe von (11.3.5) und (11.4.5)

No = (25 +1)—2— = N(1 - a)

1-0
N o _ N
1-0 (25+1)
_N(1-a) N@1-a)
T 25+41 25+1
N(1 —a) 25+1+N(1-a)] N(@1-a)
G[“ 25+1]‘G[ 25+1 ] 25+1
B N(1-a)
" N(1-a)+(2S+1)

(1-a)

=0

Diese Gleichung ist noch keine Losung fiir o, weil a selbst noch eine Funktion von o
ist (siehe (11.4.3)). Fiir T < Tc(n) liegt a im Bereich 0 < a2 < 1 und fiir N > 1 (sodass
N(1 —a) > 1) folgt die Ndherung

1 25+1

o= ~ 1 — ~
1+ 2L N -a)

1

Fiir N — oo bei %[ = const. gilt das exakte Resultat o = 1.

Fir T > T.(n) ist dagegen Tlc > 1 und mit wachsenden Temperaturen nédhert sich a ~ 1
sehr schnell, sodass Ny = 0.

a ist immer < 1, weil sonst wegen Ny = N(1 —a), Ny negativ wiirde.

Aus (11.4.4) und (11.3.4) folgt

2 nHV
N=N0+&g§(0)=N0+N'lZ
FERNEE
\%
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Somit erhalten wir folgende Resultate

)1 fur T < T.(n)
7= Losung von %(25 + 1)g%(a) =1 furT > T.(n) weil dorta =1

und

NI

i (£)* fiir T < Te(n)
1 fiir T > To(n)

Damit folgt fiir T > T.(n):

2mtmkgT

N =N = gs(a)V( =

) , No=0 (11.4.8)
und fiir T < T(n):

kT :
(25 + gy (1) = 25+ 1)Vg%(1)(2nm BT) =N(x)  a149)

hZ

No=N-(@5+1)3 gs(l) [ (%)gl

und

P kBT[

25+ 1) In(1-0) + v@s+l) 83 (o)]

A3

Wir vernachldssigen den ersten Term T7:
fur konstantes % geht mit N — coauch V — oo, sodass T fiir 0 # 1 wie ‘l, verschwindet.
Fiir o nahe bei 1 giltg ~ 1 — I\%(Ssz) = In(l-0) ~1In I\?(Sljz) = T; =~ V"' In(N) gegen Null

fur V — oo. Daher folgt

P~ 2 lre.(0)
3
3
25+ 1kBTg5(1) (Zsz )2 (kT3S +1)gs(1)  Fir T < To(n) (11.4.10)
P ~
(25 + 1) 53 g3(0) fiir T > To(n) (11.4.11)

Gleichung (11.4.10) zeigt, dass im Falle 0 = 1 fiir T < T, der Druck nur noch von der
Temperatur T aber nicht vom Volumen V abhéngt!
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11.4 Erklarung der Kondensation

Im Bereich der horizontalen Isotherme liegt ein Zwei-Phasengebiet vor: Gemisch aus der
Gasphase im Zustand G und dem Kondensat im Grundzustand K.

Die Grenzkurve zwischen den Ein- und Zwei-Phasengebiet erhdlt man, indem man im
Dampfdruck (11.4.10) T = T.(n) setzt

P kT  kpTe(n)
es+1 - pmsd

- A?’(TC) g%(l)

T, wird definiert durch (11.3.9): nA3(T,.) = (2S + 1)g%(1)

1 3 kBTc(n)ngg 1)
BT~ @5+Tg; M

= ’(,ZSLH/TT = kBTc(n)gg(l)

———
;M
2
P g%(l)kT it (11.3.10)
= Blc,n Ml .
g e

Die innere Energie des Bose-Gases kann mit (11.4.10) und (11.4.11) wie folgt beschrieben
werden:

3 V@S+DksT )
u=2pv =12 vEs 1 ng(a) fir T > Te(n)
2 = gs(1) fur T < Te(n)

Das Kondensat selbst tragt nichts bei, weil €y = 0 ist!
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11.5 Isothermen und Entropie des idealen Bosegases

P 5
25+1 - PV3 = const.
K> |
g%(l) \ GZ
Ky
g5 (1)
2
| N\
horizontales 2 Phasengebiet, wo p = p(T), aber nicht von V\ ~ <~
VkgT .
~ 2525+ Dgs(0) firr T > Te(n)
- VikgT .
3528+ Dgs(1) fiur T < Te(n)
P 3 =
l| - PV3 = const.

Kondensat Grenzkurve Kondensat-Gas

1
\
\
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11.5 Isothermen und Entropie des idealen Bosegases

Grenzkurve: in (11.4.10) T, einsetzen

25 +1 85(1)
P~ )\2 kBTng(U) = @kBTCTZ

25+1

= P= Ag kBTcgg(l)
2

1 n h? n ’
=, kT. =
22T (2S+1)g;(1) 2mm | (25 +1)g;(1)

2

_gg(l)?l K2 [ n r
)

=P

- §3(1) 2mm | (25 +1)g; (1
- n3 2 gs(1) :(N)E 72 gs(1)
5 2 5
2mm g (1328 +1)5 V2T 56 4 yiei
2
2 3
h n
kpTe = 5— { a5 (DI (11.5.1)
P 1) (kgT.) (11.5.2)
= n ¢ 5.
8:(1) ?

Wir setzen (11.5.1) in (11.5.2) ein und erhalten

g e n
P= g%(l)nZHm (25 +1)g3(1)

12 83(1)

Wl

!
Il

n (11.5.3)

2ntm(2S + 1)§ gg(l)

b (N)% 12 8%(1)

V) 2mm(2S +1)3 gg(l)

Offensichtlich ist PVg = const.!
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11.5.1 Entropie des Bosegases

:—(u + PV~ iN) = 2 2PV ~ N TIn(0))

3
3pv

Wir erhalten mit (11.4.10) und (11.4.11) fiir

T > T(n):
S= i 7 L2S+1) Bz g3(0) ~ kzN In(o)
S= g‘;’; (25 +1)g3(0) — kN In(0) (11.5.4)

und fir T < T¢(n) mit In(o) = In(1) =

_5V (25+1)
ZT A3

5kgV
213

kpTgs(1) = 5=5-(25 + 1)g3 (1) T2 (11.5.5)

sodass S — 0.

T—0

Auch das ideale Bosegas erfiillt den 3. Hauptsatz. Das Kondensat weist nur einen ein-
zigen (25 + 1)-fach entarteten Mikrozustand auf und hat daher die Entropie So = 0
(Entartungsentropie vernachldssigen).
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Kapitel 12

Photonengas

12.1 Photonen im Vakuum

Photonen sind Bosonen, haben aber eine verschwindende Ruhemasse im Vakuum. Des-
halb gilt als Beziehung zwischen Energie und Impuls ¢ = pc. Mit w = 2mtv gilt
_he  he

pc=¢=hv =hw X:Ek:hkc@p:hk (12.1.1)

Die Verteilungsfunktion fiir ein Bose-Gas lautete

1
nj=————— (12.1.2)

o] 1

In einem Bose-Gas mit gegebener Temperatur wurde die Anzahldichte der Teilchen
N = }.nj durch das chemische Potential yi bestimmt, oder umgekehrt bei gegebenem

N = (jt = u(N). Photonen verhalten sich hier gesondert anders:

Wegen der verschwindenden Ruhemasse findet bei der Erzeugung und Vernichtung
von Photonen kein Umsatz an Ruheenergie statt. Photonen konnen bei beliebigen Tem-
peraturen ohne jegliche Schwelle thermisch erzeugt und vernichtet werden. Die mittlere
Teilchenzahl N der Photonen stellt sich als Funktion der Temperatur selbst ein und kann
nicht durch Randbedingungen unabhéngig kontrolliert werden, z. B. durch entsprechend
impermeable Wiande wie bei Teilchen mit endlicher Ruhemasse. Die in einem System
von Photonen vorhandenen Wéande emittieren und absorbieren stindig Photonen. Das
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bedeutet, dass deren Term u dN in der Grundrelation der Thermodynamik (1.8.1) fiir
die innere Energie

dU=TdS-pdV +pudN (12.1.3)

nicht auftritt, obwohl dN # 0. Daraus folgt sofort, dass das chemische Potential von
Photonen verschwindet:
u=0 (12.1.4)

Fiir Photonen bei gegebener Temperatur und festem Volumen folgt mit (12.1.3) und

L R—
ON - T

_[dS U _
65_(W)W ON = T(SN_O

=u=0
Die Verteilungsfunktion (12.1.2) reduziert sich dann auf

1
0 = L (12.1.5)

el
Die Anzahl von Zustdnden fiir ein Teilchen mit dem Spin I ist

d3p d°
@r+1)=F 21 (12.1.6)
113
Fiir masselose Teilchen allerdings darf es aufgrund der relativistischen Invarianzforde-
rung nur 2 Spinzustdnde fiir jeden Wert I # 0 geben. Damit erhélt man fiir die Zahl der
Photonen N(¢) mit Energien zwischen ¢ und ¢ + de

d3p d3q 3 2 d3p d3q

N(e) de = 2n; =— 12.1.7
(¢) de = 2n; = S ( )
Mit d®p = 4rp? dp = 4C—’;£2 de folgt nach Integration tiber das Volumen:
VvV 2
N(e)de = Y & 4,
h3 T _q
also
2
N(e) = 1V ___¢ (12.1.8)

- (c'h)3e’q;;T—1
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und fur die differentielle Anzahldichte
N(e)  8m 2

12.1.9
S i P (1219)
Fiir die Energiedichte folgt
871 &3
) =éen(e) = —— — 12.1.10
o) = en(e) = s (12:1.10)
Planck-Gesetz”
Die totale Energiedichte folgt dann zu
o0 o0 3
Uiot = f deu(e) = 8m f de €
(C ' h)3 eksT —
0 0
mit x = kBLT = ¢ = kpTx ergibt sich
_ 8n(ksT)* f” 3
Hrot = (c-h)3 dx er—1
~————
CAT(E)=60(4)=6%; =T
87'(5(kBT)4
U = ——2- 2
R TTNAC
mit h = 2rth = b3 = 87°h° folgt
2k§
Utot = ———3T* = ospT* 12.1.11
ot = 5 0SB ( )

das sogenannte Stefan-Boltzmann-Gesetz mit osp =
Fiir spater berechnen wir mit

72
15(Ckh)3 (,,Stefan-Boltmann-Konstante”).
n(k) dk = n(e) de
und (12.1.1)
¢ = hick = hw

n(k) = n(s)% = ficn(e)
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Mit (12.1.9) folgt die differenzielle Dichte

87 h%zkz 1 K

n(k = —— 12.1.12
® =5 T (12.1.12)
Fiir die Dichte gilt dann allgemein
P 2
n= l dk k (12.1.13)
2 hw
T 0 eksT — 1

und fiir die totale Energiedichte

(o] [o¢] 2
Utot = f dk hwn(k) = iz f dk ];,hw (12.1.14)
0 " el 1
Fiir die Zustandsgleichung (9.0.1) ergibt sich mito =1
PV 8nV By e
T ~ _?f dpp ln(l—e kBT)
0
und somit folgt fiir den Druck
SNkBT f dpp ln — kgT)
0
mit p = Ik = %k ergibt sich dann
p=-2T [ ke ln(l - e_"r;_mT) (12.1.15)
iy

0

Fiir Photonen im Vakuum ist fiw = ¢ = pc = fikc, also k = . Somit ergibt sich

kgT 1 _ o
P:—B—z—3 da)a)zln(l—e kBT)
% ¢
0
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Wir setzen x = IZ—“’T = dw= k%—T dx. Dann folgt

[ee]

3
P:_’%_Tk_g(lq;_T)fdxxﬂn(l_e—x)
2 3

0

(ks [

= _W dxx2 11'1(1 —e_x)

0
Mit Hilfe von partieller Intergration ergibt sich fiir das Integral
I= f dxx?In(1—e7)
0
mitu =In(1 —e¥) und v = x%. Somit
er e 1

v=—-x u = et = ==
3 ! 1—e> 1—e™ ¢ er—1

und daraus dann

) ’ 1 3 —X OO 1 x3
I = [uv]y - dxuv=§x In(1-e )0—5 dxex_1
0 0
1 m m
=0-=T(4)4) =- S
3 ded) 3-15 45
k T4 4 7'(2k4T4 1
keD'm” %% Utot (12.1.16)

3.0 -15 3-0m-15 3
Mit der inneren Energie des Photonengases Uy, = % erhalten wir

PV = %u (12.1.17)

als Zustandsgleichung.
Fiir die Entropie des Photonengases folgt nach dem 1. Hauptsatz
4U _ 44UV _4

1 1/1
— —(P - === = —_ = ZoegT° 12.1.1
S = Z(PV + U - ) T(3u+u) Sm = = 0TV (12.1.18)
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Somit ist der 3. Hauptsatz erfiillt.
Fiir die spezifische Warme folgt

_ 8_1«[ _ 8utoif _ 3
Cy = (3T)v = V(—QT )V =405gVT (12.1.19)

d. h. die Warmekapazitit verhalt sich proportional zu T2

12.2 Wiensches Verschiebungsgesetz

Frage: Bei welcher Photonenenergie hat das Planck-Gesetz bei festem T sein Maximum?
Nach (12.1.10)

(a_u) _sn | 32 CMgr | s 2 | mr™ ||
de)r  (ch)® | phmT _ 1 (ek;—i _ 1)2 (ch)® pR _ 1 e — 1
Mit x = kBLT ist die Bedingung fiir ein Extremum
X
3= 0 = 3¢"—3=xe
ex—1
=| (3 —x)¢* =3|oder|e* = 3
3-—x
=x=A=2821 (12.2.1)

Die maximale Energie oder Frequenz ist gegeben durch
&m = hvy, = AkgT

Somit ergibt sich nach Elimination von T = Ii;]g aus Gleichung (12.1.10) die Kurve der
Maxima zu

8n &

— m _ 3
= Wﬂ = const. € (1222)

u(&m)
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Ule)

.::U(em) - Kurve der Maxima

T3

Wir betrachten hierzu analog die Spektralverteilung beztiglich der Wellenldnge A. Nach
(12.1.1) gilt

he hc
E = 7 = de = _ﬁ dA
sodass mit u(A) dA = u(e) de folgt
de he he
u(A) = u(e)ﬁ = —ﬁu &= 7)
und es ist
Ut (T) = f deu(e) de = f dA u(A)
0 0

Anmerkung: Das Minuszeichen verschwindet, da die Intergrationsgrenzen vertauscht
wurden!

—175-—



Kapitel 12 Photonengas

Wir erhalten somit

P 3 3
Upt(T) = 22 f de —5 ~_(he) f L k)
J ekT — 1 ( h e/\}g;T _ 1)

= 87the d/\ — 1
/\5 M?CT
9 eMsT — 1

woraus folgt

8mthe

wAT) = —
A® [em - 1]

(12.2.3)

Wir bestimmen nun wieder das Maximum aus:

_AI?CT he he
ou 5 ers (_ /\ZkBT) 87the he  e™sT
_a = 87—Chc - he - 2 = he _5 + k he = 0
Mr A® [eMBT - 1} A5 [eﬁlg_gT - 1] A® [e“‘BT - 1] AksT pri5m 1

Wir setzten y = /\k = und erhalten die Bedingung

eY
eyy—l =5=ye¥ =5¢Y -5
=>06G-ye=5
5
eV = 5=y mit der Losung y = 4,965
hc
= ———— =4965 oder
/\makaT
AmaxT = —1C— = 0,289 cm-K (12.2.4)
T 4,965k -

Dies ist das , Wiensche Verschiebungsgesetz”.
Das Maximum von U(A,T) verschiebt sich mit steigender Temperatur zu kleineren Wel-
lenldngen, d. h. zu hoheren Frequenzen.
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Weil der Festkorper ein kompliziertes System aus vielen Teilchen ist, spielt auch
hier die Quantenstatistik eine zentrale Rolle. Der erste grofie Erfolg der Festkorper-
Quantentheorie war die Erkldarung der spezifischen Warmen der festen Korper durch
Einstein, Debye u. a.. Die Gitter-Schwingungs-Quanten, auch als Phononen bezeichnet,
spielen dabei eine dhnliche Rolle wie die Photonen in der Strahlungstheorie (Kapitel 12).
Insbesondere gehorchen sie der Bose-Statistik, sie sind also Bosonen.

13.1 Der Gleichverteilungssatz der Energie

Die mittlere Energie eines thermodynamischen Systems ist

u=Yy &N (13.1.1)
i

wobei ¢; die Energie eines Teilchens im Zustand i ist. Bei geniigend hohen Temperaturen
benutzen wir fiir die mittlere Teilchenzahl N; im Zustand i die Maxwell-Boltzmann-
Statistik

=¢ TaT (13.1.2)

—177 -



Kapitel 13 Phononengas

Der Ubergang zu kontinuierlichen Variablen)’, — h% f d®q d°p ergibt fiir N und U dann
i

H

kgT e(pg)
N= % f e B dPpddy (13.1.3)

5T [ Ppdgepae
U=—3 f e(pge T dpdig=N —52 (13.1.4)
f d3p e ™7

Beide Ausdriicke gelten allgemein fiir wechselwirkungsfreie Teilchen (ideale Gase)
geniigend hoher Temperatur.

Im allgemeinen sind mehr als jene 3 Freiheitsgrade der Bewegung moglich, die beim
1-atomigen Gas auftreten. Z. B. konnen beim mehratomigen Molekiil neben der Transla-
tion auch noch Drehungen und Schwingungen auftreten. Allgemein wird also ¢(p,q) in
2 Teile aufspaltbar sein (wir bezeichnen die Variablen (p,q) durchlaufend mit x1, ... ,x):

e(xy, ... xg) = ep(x1, ... Xp) + Eg(Xp41, - - ,Xg) (13.1.5)
mit x1,...,xs : die Variablen, die quadratisch in ¢ vorkommen

Xfi1,-.-,Xg o die anderen

Meistens ist ¢y mit der kinetischen Energie identisch und x1,...,xf sind die Impulse,
wihrend ¢, irgendeine potentielle Energie bezeichnet, aber nicht die des harmonischen
Oszillators, da diese wegen %a)zx2 zu ¢y zu zédhlen ist. Mit (13.1.5) folgt fiir (13.1.4)

U = Uy + Ug mit
é'f*é'g

Nfe_kB_Tef dxy ... dxg

Ur = — (13.1.6)
fe T dxq... dxg
f it
e fT go dxy... dxg
U, =N g (13.1.7)

fe_"B_T dxy ... dxg
Mit der Eulerschen Differentialgleichung fiir homogene Funktionen

d d
x—f + y% + ... =rf fiir homogene Funktionen r-ten Grades

ox
fAx Ay, ...)=Af(xy,...)
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folgt mit r = 2 fiir ¢

1(d¢s deg
ef(xl,...,xf)_ z(a_xlxl-i-””i_axf

und damit fiir (13.1.6):

_;_fr. 1 _;_fT aEf 8sf
e ks efdx1...dxf:§ e *s 8—x1x1+---+a—xfxf dxy ... dxy

Mit partieller Integration:

_ dey Jd L

fe BT x1 =— dxy :f dxq x1 | —kpT=——e *T
8x1 axl

5

Il
I
»
o~}
H
—
=
=
I3
|
<
~ 7
S
S|
=
N
[S——
2
Il
8
|
Q.
=
=
<.QI
-
SIS
-

A
:+kBTf dxie kT

Erganzung durch die iibrigen Integrationen und f-malige Durchfiihrung ergibt

¢

_ _if
fe lepdxy ... dxf:éckBTfe T dxy ... dxy

und wir erhalten fiir (13.1.6)

é’f‘h‘jg

e ®T dxp...dx
uszngTf —_— =Nf1% (13.1.8)
fe_ T dxp ... dxg
oder
kgT
= c S = f——0 13.1.
Up=Nep , & =f= (13.1.9)

&f ist der quadratische Anteil der mittleren Energie pro Molekiil und f die Anzahl der
in ¢ quadratisch vorkommenden Variablen.
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Jeder Freiheitsgrad der Bewegung oder des Ortes, der nur quadratisch in der Teil-
chenenergie vorkommt, triagt bei hohen Temperaturen (klassisch) den Betrag 1ksT
zur thermodynamischen Systemenergie bei.

Dies wird als Gleichverteilungssatz bezeichnet.
Die Quantenstatistik ergibt bei tiefen Temperaturen Abweichungen von diesem Gesetz

13.2 Spezifische Warme nach dem Gleichverteilungssatz

Die spezifische Warme pro Mol eines idealen (nicht-wechselwirkenden) Gases erhalt
man durch Einsetzen der Loschmidtschen Zahl als Teilchenzahl N = L in Gleichung
(13.1.9)

o o ksT
U=Us=fL=

Die Differentiation nach der Temperatur (U, = 0, da im idealen Gas in ¢ nur quadratische
Terme vorkommen!) ergibt

u J 1 1 R
Cv = (a_T)V = 2 (L fLksT) = 2 fLky = (1321)

Fiir 1-atomige Gase: es existieren nur die 3 Freiheitsgrade der kinetischen Energie des
Atomes = f =3

3 cal
Cv = ER_Bmol-K

(13.2.2)

ol-K
mung mit Experimenten im entsprechendem Temperaturbereich.

mit R =~ ZmC“l und damit C, = Cy + R = gR > K= C—C = g = 1,66 in guter Ubereinstim-

Fiir 2-atomige Gase: Hier kommen zu den 3 Freiheitsgraden der kinetischen Energie nach
dem Hantelmodell noch 2 Freiheitsgrade der Rotation um die beiden Achsen senkrecht
zur Verbindungslinie der Atome. = f =5= Cy = gR,CP = %R,K = % =14

Fiir 3-und mehr-atomige Gase: hier berticksichtigt man alle 3 Freiheitsgrade der Rotation.
Somit ergibt sich f =6 und Cy =3R,C, =4R = x = % =1,33
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Bei festen Korpern stellen wir uns die Warmebewegung so vor, dass die einzelnen Atome
um ihre Gitterpldtze als 3-dimensionale Oszillatoren schwingen. Die Schwingungsener-
gie des Oszillators

1 ma?
€= (;ﬁ + pﬁ + pg) + T(x2 + y2 +2%) (13.2.3)
mit der Federkonstanden mw? enthlt 6 quadratisch vorkommende Variablen, somit ist
unsere Rechnung auch dafiir anwendbar. Mit f = 6 folgt fiir die spezifische Warme des
festen Korpers das Gesetz von Dulong-Petit

R cal
Cv =5 =3R=~6—1— (13.2.4)

Die Erfahrung zeigt: deses Gesetz gilt fiir manche Stoffe (Diamant) erst bei sehr hohen
Temperaturen (einige Tausend Kelvin), wahrend die spezifische Warme bei kleinen Tem-
peraturen fiir alle Stoffe abfallt (auch nach dem 3. Hauptsatz). Wir konnen diese Theorie
verbessern, indem wir den harmonischen Oszillator nicht klassisch sondern quantenme-
chanisch berechnen (siehe 13.4).

13.3 Spezifische Warme des idealen 2-atomigen Gases

Wir untersuchen nun das 2-atomige Gas quantenmechanisch, behalten aber die kor-
rigierte Maxwell-Boltzmann-Statistik bei. Die entscheidende Grofie ist die kanonische
Zustandssumme (siehe (6.2.2))
1 . _ S
Z(N) = 157" mitz = Z ¢ Tt (13.3.1)
1

(ﬁ: von Ununterscheidbarkeit der Molekiile)
Wir betrachten Molekiile mit verschiedenen Atomkernen, vernachlédssigen aber deren
Kernspin. Vernachldssigt man weiterhin die Kopplung zwischen der Rotation und der
Vibration des 2-atomigen Molekiils, so konnen wir die Energiezustdnde des Molekiils
als Summe von Translations-, Rotations- und Vibrationsanteil angeben:

Eijk = sfr + €;Ot + szib (13.3.2)
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Dadurch schreibt sich die kanonische Zustandssumme als Produkt:

1 ,
Z = Z exp [—kB—T (5? + e?”t + ezk”b)]
ijk

= Z = Ly Lot ZLoib (13.3.3)
mit
AN
Zy = = Ze‘k?r =LV (13.3.4)
=N : = i @ 3.
rot N
-
Zyot = (Ze kBT] = (Zpot)V (13.3.5)
i
£vib N
%
Zyip = (Ze "BT] = (zoip) (13.3.6)
i

Die Faktorisierung (13.3.3) von Z bewirkt eine additive Aufspaltung der thermodynami-
schen Grofien in Translations-, Rotations- und Vibrationsterme. Somit ergibt sich fiir die
Freie Energie:

F=U-TS=—-kgTInZ

= Fir + Frot + Fuip (13.3.7)
mit
Fi = =kgTInZy ,Frot = =kpTInZ,ot , Foiy = —kpT In Z,3,
Es folgt
Srot = — (%)VN , Urot = Frot + TSyt (13.3.8)

S= Str + Srot + Svib
U=Uy+ Uy + uvib

Wir untersuchen im Folgenden die einzelnen Anteile.
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13.3.1 Rotation

Die Rotationsenergie des 2-atomigen Molekiils ist

2
rat_l:;

M=o (13.3.9)

wobei L der Drehimpuls des Molekiils und I das Tragheitsmoment (Mechanik-Vorlesung)
ist. Wenn wir die Atome als punktformig annehmen, ist das Tragheitsmoment in Be-
zug auf eine senkrechte Achse (durch den Schwerpunkt, senkrecht zur Verbindungslinie)

|

|

|

my } my

S |

|

mim
O X O g m
. | J my +my
Y
g

Nach der Quantentheorie konnen der Drehimpuls L und eine Komponente (z. B.
die z-Komponente L,) nur die diskreten Werte

L=AI(l+1Dhi,1=012,... (13.3.10)

Ly=mh,m=-1,-1+1,...,1-1,]

annehmen. Fiir jedes | sind daher (2] + 1)-verschiedene Zustande moglich. Nach Summa-
tion tiber alle Zustdande j = (I,m) in z erhalten wird

2
Zyot = 2(21+1) [ Z(szklz?] ’

also mit

hZ
Orot = ks (13.3.11)

zu

1+ 1)] (13.3.12)

Zyot = Z(Zl + 1) exp [—@mt T
1=0
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Fiir ©,: > T zeigt (13.3.12) das sog. Einfrieren der Rotationsfreiheitsgrade: alle Summen-
glieder in (13.3.12) mit Ausnahme von [ = 0 gehen dann gegen Null und es wird

Ziot =1 fir Ou>T (13.3.13)

und der Freiheitsgrad der Rotation liefert wegen In1 = 0 keinen Beitrag zur freien
Energie F. ©, ist fiir:

H;: 584K , HD: 64K , Dj: 43K
HCl: 152K , O:21K , Np:29K
NO: 24K , CCl;:0,36K

Fir T > ©,y ersetzen wir die Summe in (13.3.12) durch ein Integral. Mit der fast konti-
nuierlichen Variablen

_ Ot
T

@rot

2 ~
I+ = Ax; = T

X1 (21+1) Al x> x
——
=1

finden wir

T T T T
Zyot = E e 2l+1) = E eAx = f dxe™ = - ey = ,
ot ] ( ) : ®r0t < ®rot [ ]0 ®rot

——— ®rot i

LA
X
Oyot !

also

(13.3.14)

Hieraus folgt

T \V T
7 :( ) . Fpor ~ —NkgT1
rot O rot Bl In Oy
sodass
8Frot) T % 1
Siot = —| — ~ NkgIn + NkgT'
1ot ( aT VN p ®rot b T rot
T
:Nk31n® t + Nkp
)
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und somit

Uyt = Frot + TSyot = NkgT (13.3.15)

Ci' ~R (13.3.16)

Das Ergebnis entspricht den Ergebnissen des Gleichverteilungssatzes fiir 2 Freiheitsgra-
de. Allgemeiner Verlauf

rot
CV

- S ey

Auch der Rotationsanteil erfiillt den 3.
Hauptsatz!

I I
] T
2Ot Orot T

Weil F,o; nicht von V abhéngt, liefert der Rotationsanteil keinen Beitrag zum Druck des
Gases, er dndert also nicht deren Zustandsgleichung.

Fiir Molekiile aus 2 gleichen Atomen (H,, D,, O,) ist die Nichtunterscheidbarkeit
der Atomkerne im Molekiil, die eine Anderung des Verhaltens bei tiefen Temperaturen
bewirkt, in (13.3.12) zu bertiicksichtigen. Nur von Bedeutung fiir H, und D,, da sie nur
fiir diese beiden Stoffe in den Bereich des Gaszustandes fillt. Wir betrachten H, als
Beispiel.

13.3.2 Para- und Orthowasserstoff

Wegen der kleinen Masse der Elektronen sind Effekte der Hiille nachrangig, wahrend die
Rotation der Protonen wichtig ist. Fiir gleiche Fermionen-Teilchen im Molekiil verlangt
die Quantentheorie, dass die Gesamtzustandsfunktion gegentiber Teilchenaustausch an-
tisymmetrisch ist. Die Gesamtzustandsfunktion ist das Produkt aus Ortsanteil (Orbital-
Funktion) und Spinanteil. Wir erreichen die Antisymmetrie durch

Para-Wasserstoff

Symmetrischer Ortsanteil (I = 0,24, ...) und antisymmetrischer Spinanteil (Singulettzu-
stand mit Gesamtspin 0)
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oder

Ortho-Wasserstoff

Antisymmetrischer Ortsanteil (I = 1,3,...) und symmetrischer Spinanteil (Triplett, Ge-
samtspin 1, drei Einstellmoglichkeiten des Spins)

Weil die Energie der Molekiilzustdnde nur von [ abhéngt
1 2
& = ﬁl(l + i

kann in der Zustandssumme tiber alle anderen Quantenzahlen (Zustande) bereits sum-
miert werden:

a) uber die moglichen Spineinstellungen

b) tiber (2] + 1) mogliche Einstellungen des Bahndrehimpulses mit der Quantenzahl I

o0 LJ’Uf
i
Zoor = Y Y (@ + D) BT =125, + 32 = Zpa + Bzortho (13.3.17)
I=0 SE
wobei
_o,, i) _5Oy
zfot = Z (21 + 1)e Orot 77 = Zpara = 1 + Be ™ +...
1=0,24,...
_o,, ) _ 2
Z:‘lot - Z 2l + 1)e O™ = Zortho = 3¢ T+
1=1,3,5,...

Entsprechend den Gesamtspins der Kerne (Protonen) ergibt sich bei Parawasserstoff
(Singulett) der Faktor 1 und bei Orthowasserstoff (Triplett) der Faktor 3.

Wir bestimmen nun das Verhiltnis n von Ortho- zu Parazustianden im Gleichgewicht.
Dazu bilden wir die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir Orthozustande und teilen
durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir Parazustande:

ZOLO(T) N {3 fur T > ®rot

13.3.18
Zpara(T) 36_Z®Tmr fflI‘ T < @rot ( )

n(T) =
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13.3 Spezifische Warme des idealen 2-atomigen Gases

Dabei haben wir fiir grofie Temperaturen z,, ~ 3zpar, gesetzt. Fiir die spezifische Warme
folgt aus (13.3.17):

N _ N
Lot = Zyyy = (Zpum + Zortho)

oF
= Frot = —kpTInZyot = Syt = — (a_r’;t)
VN

d
Urot = Frot + TSyot = =kpTInZ;os + T _(kBTln Zrot)
dT VN

= kgTInZy + kpT | (T InZy)
oT N

Damit

ou
Crot — ( T’Uf)
4 oT VN

J(TIn Zrot)] [a(T In Zrot)] [82(T In Zrot)]
= —kg [— +kg| ————— kgT | ——
oT VN oT VN JT? VN
QZ(T In Zrot)
=kgT | ——— 13.3.19
B [ 2 . ( )
2
P Ot = LkBT—a (T;;ZZ“”) (13.3.20)

13.3.3 Vibration

Das Potential eines 2-atomigen Molekiils hat etwa folgende Form (mit r: Abstand der
Atome, r¢: Gleichgewichtsabstand):

V().

S Vi = A(r = 10)?
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Kapitel 13 Phononengas

In der Nidhe von ry wird das Potential durch das Potential des linearen harmonischen
Oszillators approximiert. Fiir kleinere Schwingungen um rq wirkt das System daher wie
ein linearer harmonischer Oszillator mit der Schwingung in der Verbindungslinie der
beiden Atome. Rotiert das Molekiil, kommt zum Potential V(r) noch das dynamische
Potential der Fliehkraft hinzu, ist aber in den meisten Fallen klein gegen V(r), sodass wir
Zin Z,,; und Z,;, faktorisieren konnen.

Nach der Quantentheorie sind fiir den linearen harmonischen Oszillator nur diskrete
Zustande mit den Energien

& =M+ )hv firn=0,1,2,3,. (13.3.21)

moglich, wobei v die Eigenfrequenz des Oszillators ist.

Wir erhalten somit fiir den Vibrationsanteil (13.3.6)

= _ hv > _hvn
Zyip = Zv,b/Zvlb Z T = Z e 8T
n=0 n=0
~———
-
1-¢ kBT
__hv
e 2T
= Zyip = - (13.3.22)
1—e FT
Mit &9 = 1 gilt
_% ) N
e kgT e kgT
Zyib = 2 vib — [ 260 J
1—¢ %7 1—¢ KT
Fiir die freie Energie folgt
_f0
e BT
Foir = —kgTInZ,;, = —kgTN In —
1—e T
hv
-k TN[—— 1 (1 —)]
B kT ’
_
= F,ipy = Neg + NkgT In (1 —e "BT) (13.3.23)
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13.3 Spezifische Warme des idealen 2-atomigen Gases

Fy -2 1 _v\ h
Svib = (—vlb) = —Nkg ln(l —e kBT)—NkBT—hV (0—6 kBT), VZ
T V.N 1—¢ kT kgT
v
hvN e T
—_

(13.3.24)
T - e_";_VT

— _Nkg ln(l —e‘k’é—‘%)

Somit ergibt sich

- Lt NI
uvih:(F+ST)vib=N€0+W—W+ Nhy
ekT — 1

_
U, = Neo + Nhv N Neg + Nhve BT fir T > O (13.3.25)
- o5 _ 1 |Neo+ NkgT fiir T < O,
mit
hv  2¢
Oup=— =— 13.3.26
Es folgt
cut (Ql,lw'b) ___ Nw i {ek}z;_VT (_ hv2)}
oT VN (ek';—”T B 1) kgT
hv
. Nh2v?  eRsT
b _
V=T (13.3.27)
R
Fiir T < ©,;, ist k’;—VT > 1. Somit
2.2
Coib ~ Nh~v o T
V. kgT?
T K272 ,
und fiir T > O, folgt k};—VT <1, ﬁ ~ 5. Somit gilt Cz‘ffzb ~ Nkg, also
eBt -1
2,2 v
Cob Togre BT fiir T < Oyip = 12 (13.3.28)
v Nkg fir T > O,

C?}b erfiillt also auch den 3. Hauptsatz aufgrund der Energiequantelung. Fiir hohe Tem-
peraturen gilt wieder der Gleichverteilungssatz fiir f = 2.
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Cy

Nkp fp====--m e e mmm e e e e e -

Da F,j, volumenunabhéngig ist, hat auch der Vibrationsanteil keinen Einfluss auf die
Zustandsgleichung des Gases.

O,y liegt fast durchweg weit tiber der Zimmertemperatur: z. B.

J> : 310K Cl : 810K O, : 2270K
N; : 3380K HCI : 4140K Hj : 6340K

Bei Zimmertemperatur ist der Vibrationsfreiheitsgrad praktisch immer eingefroren. Er
kommt erst bei einigen tausend Kelvin zu Geltung.

In einem 2-atomigen Molekiilgas gibt es 3 Freiheitsgrade der Translation, 2 Freiheitsgrade

der Rotation und einen doppelt zu zdhlenden Schwingungsfreiheitsgrad (E = % +2w?x?;

kinetische und potentielle Energie liefern je 3ksT). Nach dem klassischen Gleichvertei-
lungssatz ergibt sich die klassische spezifische Warme zu 15—]; = 7, wie es experimentell
fir hohe Temperaturen gefunden wird. Insgesamt ergibt sich folgendes Bild des Tempe-

raturverlaufs der spezifischen Warme

Nks —— Dissoziation

Vibr?tion

hy
Roteition

Die Kurve ist nicht bis zur Temperatur T = 0 gezeichnet, da dort die Ndherung des
klassischen idealen Gases nicht mehr zutrifft.
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13.4 Spezifische Wéarme der Festkorper: Einstein-Modell

13.4 Spezifische Warme der Festkorper: Einstein-Modell

Beim einfachen Einstein-Modell des Festkorperkristalls wird angenommen, dass der
Kristall aus N ungekoppelten 3-dimensionalen isotropen Oszillatoren gleicher Frequenz
besteht gemaf3 (13.2.3). Beim ungequantelten Oszillator ergaben dessen 6 Freiheitsgrade
fir die spezifische Warme das Gesetz von Dulong-Petit Cy = 3R.

Quantenmechanisch gesehen, haben wir 3N lineare harmonische Oszillatoren der Fre-
quenz v(= 5%) mit dem Energiespektrum

&n = hv(% +n),n=012,... (13.4.1)

Wir wenden die nicht korrigierte Maxwell-Boltzmann-Statistik an, weil die Atome im
Kristall ortsgebunden sind und wir sie durch ihre Lage unterscheiden konnen. Damit
folgt fiir den Kristall mit Gleichung (13.3.22)

0 3N _ZI?VT 3N
_ _ nhv
Zip = 2N = (e 2D BT] = [e—BhJ (13.4.2)
n=0 1—e ®T
Damit
6_2}:1;T
Pvib = —kBTh’lZw'b = —3NkBTh’1—hV
1—e FT
hv _
= — e — kgT
3NkBT[ 57~ n (1 & )]
Daraus ergibt sich
_
Foip = gth +3NksTIn (1 -7 (13.4.3)
und, mit analoger Rechnung,
h 3Nh
U,y = 3N3V Pl (13.4.4)
eqssT —1
: o\ el 3R(h—V)2 e fiir T < Oy
o =ar(gg] = R (1345
B (ekB_T _ 1) 3R fur T > O

Fiir Cy gilt nun der 3. Hauptsatz und Cy fillt mit sinkender Temperatur gegen Null ab!
Bei tiefen Temperaturen stellt man eine Abweichung von den gemessenen Werten fest:
das Einstein Cy féllt zu stark gegen Null ab. Das verbesserte Modell von Debye fiihrt
zur besseren Ubereinstimmung mit den Messungen.
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13.5 Debye-Modell des Festkorpers

Debye verbesserte das Einstein-Modell, indem er den Kristall als ein System gekoppel-
ter Oszillatoren behandelte. Der fiir die spezifische Warme mafigebende Anteil der
Hamilton-Funktion des Kristalls lautet dann

1 3N 1 3N
_ 2
H=om Z"’f 3 Z. Aijqi]j (13.5.1)

j=1 i,j=1
wobei g; die Auslenkung der Gitterionen aus ihren Ruhelagen sind.

Die Hamiltonfunktion (13.5.1) kann durch eine geeignete Koordinatentransformation in
eine Summe separisierter Terme, welche jeweils nur von einem Koordinatenpaar (Q;,P;)
(Normalkoordinaten) abhdngen, umgewandelt werden:

N (1 w?
H=)" [EP? - Tlgf] (13.5.2)
i=1
Die Hamiltonschen Gleichungen
o M _oH
1 apl 7 1 an
ergeben dann
JH -
P - Pi= Qi=P;
JH .
20, " w;Q; = Pi = —w?Qi
Qi+ wiQ;i =0 (13.5.3)

Die Normalkoordinaten (Q;,P;) sind keine physikalischen Koordinaten bzw. Impulse
im herkémmlichen Sinn, sondern Linearkombinationen der urspriinglichen Koordina-
ten. Illustrieren werden wir dies nun an einem einfachen Beispiel eines gekoppelten
Fadenpendels.

13.5.1 Gekoppeltes Fadenpendel

2 gleiche Fadenpendel mit der Masse m besitzen im ungekoppelten Zustand die Eigen-
frequenz wy.
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13.5 Debye-Modell des Festkérpers

% 7

k
O— O—
71 q2

Wie lauten die Normalkoordinaten und die Hauptschwingungen, wenn beide Pendel
tiber eine Feder mit der Federkonstanten k miteinander verbunden sind?

g1 und g, bezeichnen die Auslenkungen der Massen von ihren Ruhelagen:
Die Bewegungsgleichungen der gekoppelten Pendel sind dann

2

d"q k
dtqz + @y + (71 = 42) = 0 (13.5.4)
d*g2 k
di +wya+ (32~ q1) =0 (13.5.5)

Addition der Gleichungen (13.5.4) und (13.5.5) fiihrt auf:

d*(q1 + q2)
—az (@1 +42) =0 (13.5.6)
Subtraktion auf:
d*(q1 - 92) 2k
—az (@§ + )1 = 42) = 0 (13.5.7)
Als Normalkoordinaten bieten sich an:
Q=q+q , Q=q -9 (13.5.8)
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Es gelten dann die entkoppelten Gleichungen

Q1+ 0jQ1 =0 mitw; = wp (13.5.9)

. 2k
O+ @3Q =0 mitw, = y/w?+ — (13.5.10)

0
Im allgemeinen tiiberlagern sich beide Hauptschwingungen mit w1 und w,. Wie dies
geschieht, hangt von der Anfangsbedingung ab.

Dabei besteht auch die Moglichkeit, dass nur die 1. oder 2. Hauptschwingung allein
angeregt ist:

z. B. Q2 = 0 = g1 = ¢ gleichphasig

z.B. Q1 = 0 = q1 = —q» gegenphasig

Die beiden Pendel schwingen dann mit gleicher oder entgegengesetzter Phase.

13.5.2 Debye-Gesetz

Die Gleichungen (13.5.2)-(13.5.3) beschreiben den linearen harmonischen Oszillator der

Eigenfrequenz v; = 5 mit den quantenmechanischen Energieniveaus

& = ha)i(% + 7’11') = hvi(% + 1’11') , n;=0123,...,1i=12,...,3N (13511)
Die Energiequanten hv;, welche den Schallschwingungen des Festkorperkristalls ent-
sprechen, nennt man Phononen (in Analogie zu Photonen). Es gibt im Kristall, der aus
N Atomen besteht, den Freiheitsgraden der Bewegung entsprechend, 3N verschiedene
Typen von Phononen (Hauptschwingungen oder auch Moden genannt) mit den charak-
teristischen Frequenzen vy,vo,...,v;, ... ,VaN.

Der Mikrozustand des Systems ist durch den Satz der n;(i = 1,...,3N) gegeben, der
angibt, wieviele Phononen in jeder Hauptschwingung i vorkommen. Damit berechnen
wir die Energie des Kristalls

3N
1
Enpnay = ), Wi + 1) (135.12)
i=1
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13.5 Debye-Modell des Festkérpers

Fiir die kanonische Zustandssumme erhalten wir dann

_Enl..,n3N
- Y Y e

§ 2100

alle Sitze der 17; alle Sétze der 11; i=1
=exp|- y ﬂ 2122...2
= exp ZkBT 122 .- Z3N
N 4| 3N
= — ‘ 13.5.13
exp|— ZkBT gzl ( )
mit der geometrischen Reihe
A 1
=) €= ——— (13.5.14)
n;=0 1-— e_kB_lT
Fiir die freie Energie folgt
Ny -
F=—kTInZ = Z — kBTZ ln( —e kBT) (13.5.15)
i=1 i=1

Somit erhalten wir fiir die innere Energie

U=F+TS=F- T(8F)
VN

aT
3N 3N
8F) _ 1 i hy;
AT L
(BT VN pa =1 1— ¢ BT KT7
3N Nica
oF i hvie Tt
T(ﬁ) = kgT ln(l—e kBT) P
VN i=1 i=1 1 — e_kB_lT
N 3N l 3N SN
= U= S Y aalr =T =T )
i=1 i=1 i=1 i=1 eksT — 1
N
U=Up+ ) —— (13.5.16)
i=1 eB_]T -1
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3N
hvi

Up=)" = (13.5.17)
=1

Im Grenzfall V. — oo werden die diskreten Werte v; kontinuierlich, sie reichen dann
von Null bis zu einer oberen Grenze vp. Diese obere Grenze vp ist durch die Anzahl
der Freiheitsgrade 3N des N-atomigen Kristalls bestimmt. Die Summation {iber alle
Schwingungen ergibt daher

3N
3N=Y1 (13.5.18)
i=1

Der Summationsindex i ist fiir Kristalle bestimmt durch (1) die Schwingungsrichtung
(Amplitude) o der Welle (zwei transversale und eine longitudinale Schwingungsrich-
tung, d. h. 0 = 1,2,3), also dhnlich zur Polarisation bei Photonen, und (2) durch den
Ausbreitungsvektor k. Alsoi = (O,E). Die Gleichung (13.5.18) fiihrt im kontinuierlichen
Fall zu der oberen Grenze vp. Debye machte dabei drei Annahmen tiber die Wellenge-
schwindigkeit der Phononen:

1. Annahme: Die Wellengeschwindigkeit der Phononen ¢, d. h. die Schallgeschwindig-
keit, ist von der Schwingungsrichtung unabhingig, d. h. @ = kc mit k = lk|. Die o-te
Komponente der Schallwelle 2/*7~*%) hat die Amplitude 4, in o-Richtung.

2. Annahme: ¢ ist von @ unabhiéngig, d. h. nicht-dispersive Wellen.

3. Annahme: Transversale und longitudinale Wellen haben die gleiche obere Frequenz-
grenze vp.

Also nur ¢ und vp sind gitterspezifisch. Sehr vereinfachend z. B. w = ck stimmt sicher
nicht mehr, wenn 1 in Grofenordnung der Atomabstinde kommt!

Wegen der periodischen Randbedingungen des Kristalls ist Ausbreitungsvektor K gege-
ben durch

2
k, = _7'1ch , Ja=0,+£1,+£2,..., =123 (fir Quader mitV = L3) (13.5.19)
Vi3

Fiir V — oo werden k und damit w = 2nv kontinuierlich: Gleichungen (13.5.18)-(13.5.19)
ergeben dann mit

1= Aj1 Ajr Ajs :L3Ak1Ak2Ak3 (13.5.20)
~——— —— —— (27-()
1 1 1
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und mit Kugelkoordinaten fiir k erhalten wird

b 3 1% 1 v
3N=) 1= 1=3 — Ak AkoAks ~ 3V &’k = 4rk* dk
A Z Z 2 Qm) 1ERas f 2n) 2n) f "
i=1 o=1 J1/]2/]3 k1,ko,k3 k<kp 0
(13.5.21)
Mit w = ck und w = 27y folgt k = 27”1/, sodass dk = 27” dv
W @otoan (f 127V r 4V
_ )Ll 2 4. _ 1Tt 2 3 _ AV s
3N = (271)347—[. 3 fv dv = C—3fv dv—fD(v) dv = 3 vy (13.5.22)
0 0
wobei
D() dv = 127;sz dv (13.5.23)
C

die Anzahl der Hauptschwingungen im Intervall [vp,vp + vp] bezeichnet. Aufierdem ist

kD = ZTT(VD (13.5.24)
Aus Gleichung (13.5.22) folgt
3N \3
VD = (m) c (13525)

fur die Frequenzgrenze.

Ahnlich zu (13.5.21) kénnen wir im kontinuierlichen Fall jede Summe iiber i ersetzen
durch:

3N VD VD

Yoo f dvD(®) = 12;‘/ f dvi? ... (13.5.26)
i=1 0 0
Mit dieser Vorschrift folgt fiir Gleichung (13.5.16)
75 3
U= U+ 127;1/ f hhvv dv (13.5.27)
¢ efsT — 1

0
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Aus (13.5.22) folgt 12rtV = S

VD

VD

h 3
U=U0+3N%fdv s
VD ekl — 1
0
Wir substituieren x = % Sv= kBTTx und definieren die ,, Debye-Temperatur”
h
iber
xp = D _ b
PoT ™ T
4
kgT
dv® = (=] ¥’ d
=)
4 B
kgT 3
- u:u0+3N%(B—) hf dx—X
vD h ex—1
0
xp
3
U=u0+3NkBT-%f dx—2
X7 eXx—1
0

Wir definieren die , Debye-Funktion”

XD

3 X3
D = — d

(xp) x%f X T
0

Es folgt fiir die innere Energie des Kristalls
U = Uy + 3Nk, D2

Debye-Funktion fiir xp <« 1:

XD

3 33 1
D(XD<<1)2—fdxx;=—- D
0

_:1
3 3
X X)) 3

(13.5.28)

(13.5.29)

(13.5.30)

(13.5.31)

(13.5.32)
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Debye-Funktion fiir xp > 1:

3 r n4 it
Do > 1)~ [ dr 2 —r(4>z;<4> - =
15~ 5y3
XD i D D
also
5”—§ furxp > 1
D(xp) ~ 3
1- 8xD fiir xp <1
Es folgt

UO + %kBN(;—: furT < @D
>~ D
Uy + 3kgNT fuir T > Op
und fiir die spezifische Warme:
L %kBNg—z fir T < @p
V=== D
T |3kzN fiir T > Op

3
_, cmol %R(Q—TD) fir T < @p
v 3R fiir T > ©Op

(13.5.33)

(13.5.34)

(13.5.35)

(13.5.36)

Fiir hohe Temperaturen ergibt sich wieder das Dulong-Petit-Gesetz. Bei kleinen Tem-
peraturen folgt das beriihmte, klassisch unverstandene Debyesche T3-Gesetz! Dies ist
ein spektakuldrer Erfolg der Quantenstatistik! Insbesondere ist der 3. Hauptsatz erfiillt!
Gleichung (13.5.28) zeigt, dass wir die Phononen als ideales Bosegas mit u = 0 auffassen

diirfen. Dies ist sofort klar weil:

1. die harmonischen Oszillatoren konnen jede Zahl von Quanten (Phononen) enthal-

ten — Bose-Statistik

2. chemische Potential u ist wie beim Photonengas Null, da hier ebenfalls die Anzahl
der Phononen nicht beliebig vorgegeben werden kann. Sie stellt sich vielmehr bei
gegebener Temperatur im Gleichgewicht von selbst ein. u ist hier das chemische
Potential der Phononenzahl, also kein Bezug zur atomaren Teilchenzahl N im

Kristall.
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Magnetische und elektrische
Eigenschaften der Materie

Bringt man Materie in ein magnetisches (elektrisches) Feld, so entsteht eine makrosko-
pische Magnetisierung (Polarisation). Dabei spielen die beiden folgenden Effekte eine
Rolle:

1. Schon vorhandene Dipolmomente (permanente Dipolmomente) werden im dufie-
ren Feld ausgerichtet. Dies fithrt zum temperaturabhéngigen Paramagnetismus bzw.
dem entsprechenden elektrischen Analogon, der Orientierungspolarisation.

2. Auflere Felder kénnen Dipolmomente induzieren: ein elektrisches Feld kann die
Schwerpunkte positiver und negativer Ladungen in Atomen und Molekiilen ge-
geneinander verschieben und so elektrische Dipole erzeugen oder verandern. Ma-
gnetische Felder dndern die Elektronenzustdnde, insbesondere deren Bahndrehim-
puls; damit verkniipft ist eine Anderung der atomaren magnetischen Momente:
Diamagnetismus

Das an einem atomaren Moment angreifende Feld setzt sich zusammen aus dem dufleren
Feld und dem von den atomaren Momenten der Umgebung erzeugten Feld. Letzteres ist
essentiell fiir den Ferromagnetismus. Das dufsere Feld bewirkt Para- und Diamagnetismus.

Im folgenden untersuchen wir einige einfache Félle, wobei wir dabei zeitlich und rdum-
lich konstante Felder voraussetzen.
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14.1 Definitionen

Als Betrag der Magnetisierung definieren wir

M:|A71|s—<‘;i;> , B=IB (14.1.1)

wobei die Feldstiarke B als klassische Grofse in den Hamilton-Operator H des Systems
bei Anwesenheit des dueren Feldes eingeht. Diese Definition ist plausibel, da — i - B die
Energie des magnetischen Moment (7 im Feld B darstellt.

Entsprechend definiert man

JH
P=-< 8_El > (14.1.2)

tiir den Betrag der Polarisation. E; = |E_)l| ist der Betrag des elektrischen Feldes.

14.2 Theorem von Bohr-van Leeuwen
Im Rahmen einer streng klassischen Theorie ist die Magnetisierung stets Null.

Beweis: Die Hamilton-Funktion geladener Teilchen im Magnetfeld lautet
N e . .\2
Hgp =) —Ipi——A H 14.2.1
@ ;ij(p] LA@) + 1@ (142.1)

wobei H; den Magnetfeld-unabhingigen Anteil bezeichnet und B=rot A

Mit der kanonischen Zustandssumme Zy folgt fiir die Magnetisierung (14.1.1)

H(@Gp)

[ g d™NpMe BT k1 ozy

M= ___BlosN

Mit (14.2.1) folgt fiir die Zustandssumme

1 Hi(9)
ZN(T):W‘[...fd3q1... d3quxp(— kjﬂtz

N 1 ]
. 3. _— g -2
) g f d p] xp [ ijkBT (p] c

fr)z]
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14.3 Paramagnetismus

Bei der Substitution i; = ff; — ec—]/Y(cD dndern sich die Integrationsgrenzen (£co0) nicht und

fd3pj'~':fdp]'xfdpjyfdpjz"':fdujxfdujyfdujz"':fd3uj

Fiir die Zustandssumme erhalten wir

2
. Hi@) T Y

Zy(D) = <y f f &g daneXP(‘ oT )'Hf T eXp[_meiBT
! =1 J

unabhéngig von B obwohl B#0.Es folgt %Z—BEV =0und M =0.Q.E.D.

|

Magnetismus ist ein quantenmechanischer Effekt.
Streng klassisch ist das resultierende magnetische Gesamtmoment stets Null.

14.3 Paramagnetismus

14.3.1 Spin i-Teilchen

Wir betrachten zundchst einen Stoff, der Ny magnetische Atome pro Volumeneinheit
enthélt und der sich in einem dufleren Magnetfeld B befindet. Jedes Atom habe den Spin
1, der einem ungepaarten Elektron entspricht, sowie ein inneres magnetisches Moment

L.
Das magnetische Moment eines jeden Atoms kann parallel oder antiparallel zum dufieren
Feld ausgerichtet sein. Wir berechnen das mittlere magnetische Moment i in Richtung

von B eines solchen Atoms bei der Temperatur T. Die Wechselwirkung unter den Atomen
wird vernachlédssigt.

Bei parallelem Spin zu B ist die magnetische Energie des Atoms
&y =—uB (14.3.1)
bei antiparallelem Spin folgt

e-=uB (14.3.2)
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Im Falle von (14.3.1) gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Atom in diesem Zustand vorzu-
finden:

uB

P, = Ce T = CelsT (14.3.3)

Fiir den Fall (14.3.2) folgt analog

i _ B
P_=Ce *T = Ce T (14.3.4)
Der (+)-Zustand ist wahrscheinlicher, also muss das mittlere magnetische Moment fip in

die Richtung des dufleren Feldes B zeigen. Der wesentliche Parameter ist der Quotient
aus magnetischer und thermischer Energie

= & 14.3.5
y= kgT (14.3.5)
Fiir den Mittelwert fip gilt
Piu+P () 5T — T B
I e L G O EkBT—ekBT_ H__
‘UB - P+ + P_ - !’l uB uB tl’ltanh kBT - ‘U tanh ]/(}l) (1436)

eksT + eksT
Die Magnetisierung M, das mittlere Moment pro Volumeneinheit, ist dann in der Rich-
tung von B gegeben durch

M = N()[JB (14.3.7)

Wir benutzen tanh(y < 1) ~ 1 und tanh(y > 1) ~ 1, sodass

L uB

fp = ET fir hohe Temperaturen T > T (14.3.8)
und

_ e 1. uB

fig =~y fiir niedrige Temperaturen T < . (14.3.9)

B
Im Hochtemperaturfall (14.3.8) folgt
M= xB (14.3.10)
mit magnetischer Suszeptibilitdt
No ‘le
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unabhingig von B. Die Abhingigkeit x o % fiir hohe Temperaturen ist das Curie-Gesetz.

Im Niedertemperaturfall (14.3.9) haben wir
M ~ Nou (14.3.12)

unabhédngig vom dufleren Magnetfeld B. Dies ist das Maximum der Magnetisierung, die
eine Substanz aufzeigen kann und entspricht der Sattigung.

14.3.2 Beliebige Spins

Wir verallgemeinern unsere Untersuchung auf den Fall beliebiger Spins. Das dufsere Mag-
netfeld zeige in z-Richtung und unser System bestehe aus N nicht-wechselwirkenden
Atomen in einer Substanz der absoluten Temperatur T.

Die magnetische Energie eines Atoms ist dann gegeben durch

e=—i-B , (14.3.13)

wobei das magnetische Moment (I des Atoms proportional zum Gesamtdrehimpuls /i jﬁ
des Atoms ist (siehe Quantenmechanikvorlesung/Kapitel 8.4):

= guoj (14.3.14)
mit dem Bohrschen Magneton
eh
o = e (14.3.15)

Der g-Faktor des Atoms oder der Lande-Faktor g ist eine Zahl der Grofsenordnung 1 und
hingt von den Quantenzahlen [, s und j ab. Fiir ein einzelnes Elektron ist ¢ = 2.

Das Magnetfeld Bist die lokale magnetische Feldstdrke; wir nehmen an, dass diese gleich
dem &ufleren Feld ist und vernachldssigen das von den anderen Atomen generierte
Magnetfeld. Wir erhalten somit aus (14.3.13) und (14.3.14)

¢ =—goj- B = —guoj.B (14.3.16)

Aus der Quantenmechanik wissen wir j, = m mit —j < m < j.mkann damit (2j+1)-Werte
annehmen. Fiir die moglichen magnetischen Energien gilt dann

e=¢&p=—guoBm , —-j<m<j (14.3.17)
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Die Wahrscheinlichkeit P, dass sich ein Atom im Zustand m befindet, ist proportional
zu

Em gHoBm

Pyoce fT = ¢ T (14.3.18)

In diesem Zustand ist die z-Komponente des magnetischen Moments i, = guom.

Die mittlere z-Komponente des magnetischen Moments ist deshalb

guoBm

j

T guome
_ o m=j
Hz = FR—— (14.3.19)
Y e kT

m=—j

Der Zahler kann ausgedriickt werden also

Jj StigBm aZ
Z Suome ' = kBTﬁ

m=—j

mit der Verteilungsfunktion Z der Einzelatome

] 8SuoBm
z=Y et (14.3.20)
m==j
Es ist also
__kgTdzZ _ dinZ
Uz = 7 9B =kgT 9B (14.3.21)

Zur Berechnung von Z fithren wir wieder das Verhiltnis von magnetischer zu thermi-
scher Energie ein:

_ 8loB
n= T (14.3.22)
Damit gilt dann
j . .
Z= 2 el =7 4 707D o 4l (14.3.23)

m=—j
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Diese geometrische Reihe ist leich aufzusummieren. Haben wir die geometrische Reihe

S=a+af +af’+---+af"
vorliegen mit dem Faktor f, so multiplizieren wir (14.3.24) mit f:
fS=af +af>+---+af™!
Wir subtrahieren (14.3.25) und (14.3.24):
(1-fS=a—af*!
und damit
1- fn+l
1-f

Mita = e und f = e bekommen wir fiir (14.3.23)

S=a

7 _ai 1 - erl(”"'l) @_Wj — g’](”+1_j)
-¢ 1—e1 1—el

Mit n = 2j finden wird

e~ — en(+1)
o 1-en

) . ., 1
Wir erweitern mit e 2:

NI

e — N+ eN(+3) —en(i+3)  sinh(j + 3)n
2= -1 1-et ~3 o3 B inh 2
e 2 —e2 Sin >

9N

mit sinhx = %(e" + e™). Fir (14.3.21) brauchen wir
PR .
InZ = Insinh(j + E)r] — Insinh 5

und

mit 59 = £ nach (14.3.22).

(14.3.24)

(14.3.25)

(14.3.26)

(14.3.27)

(14.3.28)

(14.3.29)

- 207 -



Kapitel 14 Magnetische und elektrische Eigenschaften der Materie

Es folgt

o onZ
Hz = &Ho 877

N | d . .1
= gl 77 Insinh(;j + 2)17 an Insinh 2]

1 | | n 1
= ——.cosh(j+=)n-(j+ =) - -cosh = - =
88| S + Doy G+5m-G+3) — 55
'(j+%)cosh(j+%)r; 1coshg]

S T inn + Dy 2sinh

Lasst sich schreiben als

fiz = gLojBj(n) (14.3.30)
mit Brillouin-Funktion

Bi(n) = [(] + ) cothj + )17 _ = coth ’7] (14.3.31)

_coshy eV +e7Y
cothy = Snhy ~ @ —e (14.3.32)

und den Grenzfillen coth(y > 1) ~ 1 sowie coth(y < 1) ~ =

Fiir n > 1 folgt

Bj(n) ~ =[j+ 1=1 (14.3.33)
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Fiir n < 1 folgt
yz ]/2 y3
y«lbeiZ.Ordnung:ey:1+y+ > +y3’6,e‘y_1_y.|_7_Z

242 21+%)
3 = 2
2y + % 2y(1 + %)

= cothy ~

2

1, 21 1 1, 1+%

—?[1+7][1 Z]_?“JF(E 6)_ Y
N’

nj 12

= |1+ s 30+ VZ 101

(4 2+]+%)_
]+ 1
=5 (14.3.34)

Wenn sich in der Volumeneinheit N Atome befinden, erhalten wir fiir die Magnetisierung,
also das magnetische Moment pro Volumeneinheit

Mz = Njiz = NguojB;(n) (14.3.35)
Fiir hohe Temperaturen (n < 1) finden wir wieder das Curie-Gesetz:
Mz = xB (14.3.36)

mit magnetischer Suszeptibiltat

j+1n
X = Nﬂm————=‘“@ﬂﬂ]+UkT

3 B
2 2 [y
§H/G+1) 1
T ST (14.3.37)
Fiir niedrige Temperaturen (1 > 1) finden wir wieder das Sattigungsverhalten
MZ = Ng{l()] (14.3.38)

unabhéngig von der Temperatur und dem Wert von B! Hier besetzt die z-Komponente
des magnetischen Moments jedes einzelnen Atoms ihren maximal moglichen Wert.
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14.4 Ferromagnetismus

Wir betrachten einen Feskorper aus N Atomen, die in einem regulédren Gitter angeordnet
sind. Jedes Atom weist einen resultierenden Elektronenspin S und damit ein entspre-
chendes magnetisches Moment fi auf mit dem Zusammenhang

H = gHoS
wobei o das Bohrsche Magneton bezeichnet.

Fiir ein dufleres Magnetfeld Bollé. folgt fiir den Wechselwirkungs-Hamilton-Operator

N N N
Hint = = Z ﬁj : ﬁo = —8Uo Z §o . §o = —guoBo Z Siz (14.4.1)
=1 j=1 j=1

Bei Ferromagneten dominiert nun aber noch die Wechselwirkung der Atome unterein-
ander, sodass es selbst bei Abwesenheit eines dufieren Felder By = 0 zu Magnetismus
kommt (Ferromagnetismus).

Im realen Festkorper wechselwirken die Spins miteinander. Der wesentliche Beitrag ist
dabei nicht die magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung, sondern die Coulombwech-
selwirkung im Zusammenspiel mit der Austauschsymmetrie. Die Austauschwechselwir-
kung zwischen zwei Atomen j und k kann approximativ dargestellt werden durch das
,,Heisenberg-Modell”:

Hy = -2JS;- 5 (14.4.2)

wobei der Parameter | > 0 ein Mag fiir die Starke der Austauschwechselwirkung ist. Fiir
parallele Spinstellungen S i Sp > Oist die Wechselwirkungsenergie (14.4.2) kleiner als fiir
antiparallele Stellungen: die Austauschwechselwirkung favorisiert daher die parallele
Spinorientierung der Atome. Da energetisch niedriger, kann dieser Zustand leichter
angeregt werden.

Um die Rechnung zu vereinfachen, erstzt man (14.4.2) durch den Ausdruck (sog. , Ising-

Modell”)
H]'k = _lejzskz (1443)

und man erhélt den Zusitzlichen (zu (14.4.1)) Wechselwirkungs-Hamilton-Operator

N N
H =-2] Z Z S-Sk (14.4.4)

j=1 k=1
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Die Selbstwechselwirkung j = k wird ausgeschlossen. | ist die Austauschkonstante fiir
benachbarte Atome. Der Index k bezieht sich auf Atome in der Schale der nachsten
Nachbarn, die das Atom j umgeben. Der Gesamt-Hamilton-Operator ist dann

N N N N
H = Hy + H = —guoBo Z Si+ (—2]2 Z S:Sk) = Z H; (14.4.5)
j=1 =1 k=1 =1
mit
N
H; = —guoBoSj: — 25, Z S, (14.4.6)
k=1

Der letzte Term stellt die Wechselwirkung des Atoms j mit den ndchsten Nachbarn dar.

14.4.1 Molekularfeld-Naherung

Wir greifen ein bestimmtes Atom j heraus, das wir das Zentralatom nennen. Dann
ersetzen wir ndherungsweise die Summe {iiber die Nachbarn im 2. Term von (14.4.6)
durch einen Mittelwert (Mean-field approximation)

N
2] Stz = 810 (14.4.7)
k=1

’

B,, muss die Dimension einer magnetischen Feldstarke haben und wird , molekulares’
oder ,inneres Feld” genannt. Damit folgt fiir (14.4.6)

H] = _gHO(BO + Bm)S]Z (14:4:8)

Die Wirkung der Nachbaratome ist also einfach durch das effektive Magnetfeld H,,
ersetzt worden.

Die Energieniveaus des j-ten Zentralatoms im dufleren Feld Bj + B, lauten

Ey = —guo(Bo + By)ms (14.4.9)

mg=-s,—s+1,...,8 (14.4.10)
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Dies behandeln wir nun vollig analog zum Paramagnetismus — vergleiche (14.3.17). Wir
erhalten fiir die mittlere z-Komponente des Spins des Zentralatoms

3. = SB.(1) (14.4.11)
mit
n= %(30 +B,) (14.4.12)

und Brillouin-Funktion

1

1 1 1
Bs(n) = 3 (s+ E)coth(s + E)n 5

coth g] (14.4.13)

Nun muss noch By, selbstkonsistent bestimmt werden. Das Zentralatom j ist nicht von sei-
nen Nachbaratomen ausgezeichnet. Jedes Nachbaratom konnte selbst wieder Zentrala-
tom sind. Das Einsetzen von (14.4.11) in (14.4.7) ergibt die Selbstkonsistenz-Gleichung

2JnS}, = 2JnSBs() = gtioBm (14.4.14)

wobei n durch (14.4.12) mit B,, verkniipft ist. Nach (14.4.12)

B,=—n-B 14.4.15
g#on 0 ( )
(14.4.14) _ 8Ho kB_T B
= Bs( )— 2]1’15 QU By

(14.4.16)

B = o 1~ S0

2nJS kgT
Durch Losen dieser Gleichung konnen 7 und tiber (14.4.15) dann B,, bestimmt werden.

In Kapitel 14.3 wurde die mittlere Magnetisierung berechnet zu
Mz =Njz = Nog[,lo]B]‘(n) (14.4.17)

Entsprechend gilt hier

M = guo Y 8j= = NguoSBs(n) (14.4.18)
j
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14.4.2 Fall ohne aul3eres Magnetfeld ( By = 0)

Fiir By = 0 erhalten wir fuir (14.4.16)

kgT
Bs(n) = 2n]ST7 (14.4.19)
Eine Losung ist immer duch 1 = 0 festgelegt, dann verschwindet aber auch B, nach
(14.4.15).

Aber es kann noch eine weitere Losung mit 1 # 0 existieren. Die entspricht der spon-
tanen Magnetisierung bei Abwesenheit eines dufleren Feldes. Dazu vergleichen wir die
Steigung der Brillouin-Funktion B,(17) mit der Steigung der Geraden

kT
y(n) = 27%17 (14.4.20)

Die Steigung der Brillouin-Funktion am Ursprung muss grofser sein als die der Geraden:
dann gibt es einen zweiten Schnittpunkt, denn fiir grofle 1 flacht Bs(17) ab. Es muss gelten

dBS] kT
> 14.4.21
[ dn [,y 21JS ( )
Mit (14.3.34)
S+1
Bs(n < 1) = n
folgt
1 kgT
gs +1> _27’1]5
oder
T < Tc
mit
kgTc = M (14.4.22)

3
Tc ist die Curie-Temperatur, unterhalb derer Ferromagnetismus auftreten kann!

Fir T — 0 geht nach (14.4.12) n — oo und Bs(1)) — 1. Nach (14.4.18) erhalten wir fiir die
Magnetisierung

M — NguoS (14.4.23)

Das ist das magnetische Moment, fiir das alle Spins vollstandig parallel orientiert sind.
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14.4.3 Fall mit auBerem Magnetfeld ( By # 0)

Wir betrachten nun den Fall eines schwachen dufieren Magnetfeldes, wobei T knapp ober-
halb T¢ sein soll. In dieser Region ist  klein, sodass Bs(17) ~ 27 gilt. Die Selbstkonsistenz-

Gleichung (14.4.16) lautet dann

S+1 _ ksT [ gHoBo
3 17205 \T7 kT

Wir 16sen nach n auf

[kBT 5+1]_gyoBO | 2n]5S

M2njs ™ 73 |~ 2uJ8
S+1
2015 = guuoBy

=1 [kBT -
(14.4.24)

Nach (14.4.22) ist

Zn]S(%) — kT

B
= = —SHobo

= BToTS (14.4.25)

Fiir die mittlere Magnetisierung folgt nach (14.4.18)

eSS +1)

———— B 14.4.2
3kp(T—Tc) 00 (14.4.26)

M= g(S + 1)17N0g[105 = gNg[JoS(S + 1)1] = g]\[

Die entsprechende magnetische Suszeptibilitit ergibt das , Curie-Weif-Gesetz"

M NguiS(S+1)

Dies unterscheidet sich vom Curie-Gesetz (14.3.37) durch die Anwesenheit der Curie-
Temperatur Tc im Nenner. y — cowenn T — T¢!
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